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要　旨
デリバティブ取引のエクスポージャーの増大と取引のカウンターパーティ
の信用水準の低下が同時に生じ、評価損が拡大するリスクを誤方向リスクと
呼ぶ。2007～08年の金融危機においては、デリバティブ取引の信用評価調整
（Credit Valuation Adjustment: CVA）で誤方向リスクが顕在化し、市場全体で巨
額の評価損が発生しており、誤方向リスク管理は金融機関のリスク管理で重要
課題となっている。特に、誤方向リスクをモデル化し、その保有ポートフォリ
オへの影響やコストを定量的に認識・把握することで、緊急時の対応性や経営
効率を高めることが金融機関のリスク・経営管理で求められている。一方、誤
方向リスクの顕在化は基本的に低頻度事象（レア・イベント）で、そのデータ
の入手が困難であり、モデルの妥当性を評価しにくいこともあって、まだ標準
的なモデルは存在しない。こうした背景から本稿では、店頭デリバティブ取引
のプライシングやリスク管理において学術研究や実務家から提案されている誤
方向リスクのモデリング手法を概観して体系的に整理し、各手法の特徴を分析
する。

キーワード： CVA、誤方向リスク、デフォルト強度、構造モデル、ジャンプ
拡散過程、コピュラ
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1. はじめに

誤方向リスク（Wrong-Way Risk: WWR）は、デリバティブ取引のエクスポー
ジャーと取引のカウンターパーティ（Counterparty: Cpty）の信用水準が負の相互依
存関係を持つ場合に、両者の相乗作用により損失が拡大するリスクとして認識され
ている。このとき、エクスポージャーの増大と Cptyの信用水準の低下が同時に起
こるため、デリバティブ取引の公正価値を構成する信用評価調整（Credit Valuation

Adjustment: CVA）が加速度的に膨らんで巨額の時価損失に繋がる可能性がある。
最近の事例としては、2007～08年の金融危機時にモノラインや AIGといった CDS

（Credit Default Swap）の売り手が信用不安に陥り、これら金融機関から CDSを購
入した金融機関（CDSの買い手）にとっては、Cptyであるモノライン（米国金融保
証会社）や AIGの信用リスクとその取引のエクスポージャーが同時にしかも急激
に高まることによって CVAが増大し、市場全体で巨額の公正価値損失が生じた1。
WWRは、こうした事象によって顕現化すれば巨額の損失となる可能性が高く、金
融機関における管理の重要性に対する認識は高まってきている2。

WWRを適切に管理するには、CVAにおけるWWRを考慮したプライシング・モ
デルが求められる。WWRの最大の問題は、ストレス・イベント発生時に Cptyの信
用水準とエクスポージャーの相互依存関係が平時に比べて大きくしかも急激に変わ
ることによって、銀行のポートフォリオに甚大な損失をもたらすことにある。この
観点から、WWRのモデル化の要諦は、クレジット変数と市場リスク・ファクター
間の同時分布における裾部分のモデル化に集約できる。一方、同時分布の裾部分の
事象（イベント）は、テール・イベントと呼ばれ、稀にしか発生しない事象（低頻
度事象、レア・イベント）の集合となっている。このため、WWR発生に関する十
分なデータの確保が困難であり、WWRモデルの妥当性や市場整合性を確認する手
段がなく、金融実務でコンセンサスを得ているモデルは未だ存在していない。この
ようなことから、WWRのモデル化には大きな「モデルの不確実性3」が伴うこと

..................................
1 バーゼル銀行監督委員会（Basel Committee on Banking Supervision: BCBS）の報告によると、2007年
夏以降の金融危機におけるカウンターパーティ信用リスクにかかる損失のうち、Cptyのデフォルト
による直接的損失は全体の損失の 3分の 1に止まり、残りは Cpty の信用力の変化に伴う時価変動
（CVA増大）による評価損の拡大に起因した。

2 店頭デリバティブ取引のカウンターパーティ・リスク（Counterparty Credit Risk: CCR）に関する問題
の認識は金融危機前からあったが（Sorensen and Bollier [1994]を参照）、実務上 CVAの認識が浸透し
たのは 1998年の LTCM危機後と考えられている。

3 Cont [2006]は、「モデルの不確実性（model uncertainty）」をモデル選択における不確実性（どのモデ
ルが正しいか自明でない場合）と関連付けている。確率分布が既知の場合の結果に対する不確実性
を記述する「リスク」と異なり、「モデルの不確実性」は、そのような確率分布に関して（どれが正
しいか自明ではない）複数の候補が存在する場合に認識される。WWRのようなモデルの不確実性を
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が知られている。例えば、平静時のデータを用いた WWR モデルのキャリブレー
ションの結果得られたパラメータ値を用いても、大きな損失が発生する結果を再現
できないため、特に景気の拡大期で市場が平穏な状況のもとでは WWR は重視さ
れない傾向がある。一方、市場のストレス時におけるモデルのパラメータ値や変数
間の相互依存関係の急激な変化が、想定外の大損失を被る原因となる可能性がある
が、ストレス時の変化をモデルにより合理的に推測することは、過去データの制
約もあり、非常に困難である。このように、WWRはパラメータやモデルの「不確
実性」に晒されているが、それゆえ、WWRのプライシングに関するモデル化手法
について理解を深め、各手法の利点・欠点を踏まえて適切なモデルを選択すること
は、WWR管理上重要である4。
現状では、WWRのプライシングについて市場関係者の間でコンセンサスのある
モデル化手法は確立されていない。これまでの学術および実務系の公表論文等で
は、資産クラス（金利、為替レート、株式等）によって様々なモデル化が提案され
ているが、それらを整理している文献は少なく5、各アプローチの相対的な特徴や
利点・欠点等が十分整理されているとは必ずしもいえない。そこで、本稿では、店
頭デリバティブ取引のプライシングやリスク管理において学術研究や実務家から提
案されているWWRモデルを概観し、整理する。なお、本稿では、CVAを計算する
主体（銀行）はデフォルトしないと仮定し、不完全な担保付の店頭デリバティブ取
引にかかる片方向（unilateral）CVAを考察対象とする。
本稿の構成は、以下のとおりである。まず 2節では、CVAの考え方の基本を示
すとともに、WWRを表現するために重要となる Cptyのデフォルト条件付期待エ
クスポージャーを導出する。続く 3節から 5節では、CVAにおける WWRモデル
化手法について整理する。3節では、信用リスク・モデルの種類（構造モデル、強
度モデル）に依存した分類を行う。4節では、コピュラ関数を応用した WWRモデ
ルの最近の研究結果について紹介する。5節では、実務（プライシング、リスク管
理）への実装を意識した相対的にシンプルないくつかのアプローチについて解説す
る。最後に、6節で本稿をまとめる。
.................................................................................................................................................
含む要因については、市場で取引可能な金融商品でのヘッジが困難なため、（規制・経済）資本によ
り保全することが一般的である。

4 資本規制においても、WWRを明示的に考慮した資本賦課制度の導入や各金融機関に WWRに対す
る監視体制の強化が求められている。バーゼル III（BCBS [2010]）では、銀行が CCR資本賦課計算
について期待エクスポージャー方式（IMM）を使用する場合、与信相当額算定へのWWRの保守的
考慮、および、ストレス・テスト等を通じて将来エクスポージャーにかかるWWR管理を要求してい
る。また、2015年 7月 1日に公表された CVAの枠組みの改訂に関する市中協議文書（BCBS [2015]）
では、規制上の CVA資本賦課額を内部モデル・アプローチ（IMA-CVA）または標準的アプローチ
（SA-CVA）のいずれかで計算する場合には、その基礎となる CVAモデルにおいてWWRを考慮する
ことが求められている。

5 桜井［2011］は、CVA のプライシング・モデルに関して包括的にサーベイしており、その一部で
WWRに関する研究も示している。
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2. CVAおよびWWRのモデル化の基本

（1） CVAの構成

CVAとは、店頭デリバティブ取引において、デリバティブ価値が正であるときに
取引相手（Cpty）がデフォルトした場合に、得られるはずであった正の価値を取り
損ねることによる損失を市場価値ベースで評価した評価調整額であり、伝統的な貸
出金に対する会計上の引当金に類似している。会計上、国際基準、米国基準、日本
基準いずれにおいても、CVAはデリバティブ取引の公正価値を構成する要素とし
て原則としてその計上が求められている。CVAは、貸出金に対する引当金と同様
に、基本的には、以下のように計算できる6。

VCVA = VNo CVA −CVA,

CVA＝（デフォルト時）与信額 ×期待損失率,

期待損失率＝デフォルト時損失率（LGD）×デフォルト確率（PD）.

ただし、VCVA は CVA考慮後のデリバティブ価値、VNo CVA は CVA考慮前のデリバ
ティブ価値を示している。

CVAが引当金と大きく異なるのは、貸出金の与信額に相当するデリバティブ価
値が会計上公正価値測定されており、原資産の市場価格に応じて変動するため、引
当金計算のようにその与信額を固定できないことである。また、満期までの期間の
どの時点で Cpty がデフォルトするかによって、デリバティブ価値が異なる上に、
金利、通貨等のスワップ等の場合、その価値の符号も変わる可能性がある。デリバ
ティブ価値が正（負）である場合には与信（被与信）となり、与信である時に Cpty

がデフォルトすれば損失を被ることになる。この損失を時価評価したものが CVA

である。さらに、会計や自己資本規制ではデフォルト確率の計算も市場で観察可能
な変数（CDSや社債のスプレッド等）を用いて計算することが求められており、こ
れらスプレッド変動によって CVAも変動する。すなわち、CVAではデリバティブ
価値変動と Cptyの信用リスクが相互に関係しており、その変動は非常に複雑なも
のとなる。

..................................
6 ここで、デフォルト確率（Probability of Default: PD）や期待損失率は、リスク中立確率のもとでの評
価である。
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（2） 対象とするWWR

WWRは、「個別WWR」と「一般WWR」に分類できる。個別WWRとは、個々
の取引に固有なものであり、取引のエクスポージャーと Cptyの信用水準の間に尤
もらしい負の相互依存関係が存在する場合に生じる。 例えば、CDS契約において、
参照体がプロテクションの売り手の関係会社である場合等が挙げられる。一方、一
般WWRは、取引のエクスポージャーと Cptyの信用水準が、金利、株式、為替等
の一般的な市場ファクターの影響を受けて負の相互依存関係を形成する場合に生じ
る。例えば、米国の銀行が、エマージング・マーケットの銀行を Cptyとして米ド
ルを買い、ローカル通貨を売るという先渡契約を行ったとする。このとき、ローカ
ル通貨が減価すれば、エクスポージャーは増加するが、Cptyの信用水準は一般的に
低下すると考えられる（負の相互依存関係）。個別WWRは比較的識別しやすいこ
ともあり、個別WWRを含む取引を極力行わないことでそのリスクを制御できる。
したがって、リスク管理上で問題となるのは一般 WWRである場合が多い。
デリバティブのエクスポージャーと Cptyの信用水準の間に正の相互依存関係が
ある場合には、正方向リスク（right-way risk: RWR）が生じる。このとき、Cptyの
信用水準が下落した場合には、デリバティブのエクスポージャーが縮小するため、
Cptyのデフォルト時のエクスポージャーは小さくなる。したがって、RWRがある
場合の CVA はそれがない場合の CVAよりも小さくなるため、時価損失は縮小す
る。本稿では、リスク管理上の保守性7 を考慮し、一般WWRに分析の焦点を当て、
RWRは分析の対象外とする。

（3） WWRを考慮した CVA評価

本稿では、すべての（確率）変数は、フィルター付き確率空間 (Ω,G,G,Q)（G :=

GT , T < +∞,G := {Gt : 0 ≤ t ≤ T, Gt ⊂ G}）の上で定義されると仮定する。ここ
で、デフォルト事象以外の市場で観察可能な変数により生成される完備で右連続
な σ-加法族 Ft で構成されるフィルトレーションを F := {Ft : 0 ≤ t ≤ T }とし、デ
フォルト時刻を τとしたときデフォルト事象から生成される右連続な σ-加法族Ht

(= σ({τ ≤ u} : u ≤ t)) で構成されるフィルトレーションを H := {Ht : 0 ≤ t ≤ T }
..................................
7 プライシング・モデルと（VaR [Value-at-Risk] 等のリスク指標を計算するための）リスク計測モデル
は必ずしも同一ではない。プライシング・モデルの特徴は現在の市場価値に基づいた評価であり、一
般的に、リスク中立測度のもとで個別取引単位の評価および正確性（特にヘッジ計算）が重視され
る。一方、リスク計測モデルの特徴は（過去の）実現データに基づいた評価であり、一般的に、実確
率測度のもとでポートフォリオ単位の評価および保守性（テール・イベント、ストレス・シナリオ
［データ］等）が重視される。
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とする。G は F と H の和で構成されるフィルトレーションとする（すなわち、
Gt := Ft ∨ Ht）8。Qはリスク中立確率測度を示しており、EQt [·]は Qのもとでの条
件付期待値（EQ[· | Gt]）を示している（EQ0 [·]は、評価日時点 t0[= 0] における期待
値）。以下では、{Wx(t)}t≥0 を確率過程 {x(t)}t≥0 を駆動する標準ブラウン運動、σx を
その拡散係数（時間依存する場合は σx(t)）、そして、確率過程 x(t)と y(t)の（瞬間
的）相関係数を ρx,y（時間依存する場合は ρx,y(t)）と記述する。
今、銀行と Cpty が店頭デリバティブ取引を行っているものとする。各時間グ
リッド ti（i ∈ {0, 1, 2, . . . ,N}、取引の満期 tN[= T ]）で、銀行から見た Cptyの信用リ
スクを考慮しない個別取引価値 v(ti)を (1)式で表す。

v(ti) = E
Q

ti [Π(ti, T )], (1)

ただし、Π(ti, T )は時点 ti から満期 tN(= T )までの残余キャッシュ・フローの現在
価値の和を示している。一般的に、CVAは Cptyに対する法的に有効なネッティン
グ・セット（NS）単位で計測することから、NS単位の正味デリバティブ価値 V(ti)

を (2)式のように表現する。

V(ti) =
∑

n∈NS

vn(ti), (2)

ただし、vn(ti)は特定の NSに含まれる、nというラベルで識別される個別取引価値
を示している。

C(ti)は時点 ti の担保価値であり、C(ti) > 0(< 0)であれば、銀行から見て「受取
担保」（「差入担保」）となる。担保は NS単位で授受される。Cptyのデフォルト時
刻を τC と表記する。無担保取引の場合、実際の τC 直後の時間グリッドでデフォ
ルトすると同時に取引が清算されたものと仮定して CVAの計算を行う。一方、担
保契約がある場合には、τC 直後の時間グリッドをクローズ・アウト日9 と仮定す
る。クローズ・アウト日から遡って、デフォルト直前の最終担保授受日までの期間
（リスクのマージン期間：Margin Period of Risk［MPoR］10）を 2 週間（10営業日）
とする11。Cptyのデフォルト時に損失リスクに晒される部分を「エクスポージャー

..................................
8 デフォルト事象が市場で観測される変数のみによって特徴付けられるとき（後述の「構造モデル」の
場合等）には、G = Fとして確率空間を定義する。

9 Cptyのデフォルトにかかる清算手続きやポジションの再構築等が完了する日。
10 MPoRは、デフォルトした Cptyとの取引の NSをカバーする担保の最後の取引時点から当該 Cptyと
の取引がクローズ・アウトし、当該取引にかかる市場リスクが再ヘッジされる（re-hedged）までの
期間のことを指す（BCBS [2006]）。バーゼル III（BCBS [2010]）では、担保取引にかかる非流動性、
マージン・コールのディスピュート（係争）期間および取引の再構築の処理にかかるコスト等を捕
捉し、取引のエクスポージャーの過小評価を防ぐために MPoRを保守的（長め）に設定している。

11 Cpty の各時点 ti におけるエクスポージャーの計算に担保授受を考慮する場合には、Cpty のデフォ
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（exposure）」と呼び、τC ∈ (ti−1, ti]として、max{V(ti) −C(ti), 0}で表現する。 Cptyの
デフォルト時損失率（定数）を LGDC、Cptyが時間間隔 (ti−1, ti] 内でデフォルトす
る確率を PDC(ti−1, ti) := Q(τC ∈ (ti−1, ti]) = E

Q

0 [1{τC∈(ti−1 ,ti]}]で表す。
以上の条件のもとで、WWRを考慮した CVAWWR は、(3)式で表現できる。

CVAWWR = E
Q

0 [LGDC1{t0<τc≤T }DF(t0, τc) max{V(τc) −C(τc), 0}]

= LGDCE
Q

0

[ ∫ T

t0

DF(t0, t) max{V(t) −C(t), 0}dNC
t

]

� LGDCE
Q

0

[ N∑

i=1

DF(t0, ti)max{V(ti) −C(ti), 0} 1{τC∈(ti−1 ,ti]}
]

= LGDC

N∑

i=1

E
Q

0

[
DF(t0, ti)max{V(ti) −C(ti), 0}1{τC∈(ti−1 ,ti]}

PDC(ti−1, ti)

]
PDC(ti−1, ti)

= LGDC

N∑

i=1

E
Q

0 [DF(t0, ti)max{V(ti) −C(ti), 0} | τC ∈ (ti−1, ti] ]PDC(ti−1, ti), (3)

ただし、1{·}は指標（indicator）関数、NC
t = 1{τC≤t}、および DF(t0, ti)

(
= exp

(
− ∫ ti

t0
r(s)ds

))

は無リスク金利のスポット・レート r(t)に基づく割引ファクターである。(3)式最
終式中の条件付期待値部分を、時点 ti の「Cptyのデフォルト条件付（割引後）期待
エクスポージャー」として、(4)式で表現する。

EPEWWR(ti) := EQ0 [DF(t0, ti) max{V(ti) −C(ti), 0} | τC ∈ (ti−1, ti]]. (4)

仮に、割引後エクスポージャー (DF(t0, ti) max{V(ti) −C(ti), 0})と Cptyのデフォル
ト時刻 τC が確率的に独立である場合（WWRを考慮しない場合）、(3)式は (5)式の
ように書き換えることができる。

CVANo WWR = LGDC

N∑

i=1

E
Q

0 [DF(t0, ti) max{V(ti) −C(ti), 0}]PDC(ti−1, ti). (5)

(5)式の期待値部分を、時点 ti の「無条件（割引後）期待エクスポージャー」と
して、(6)式で表現する。
.................................................................................................................................................
ルト時刻（τC）周りのイベント・スケジュール（クローズ・アウト日［tCO］、MPoR［δ］、最終担
保授受日［tCO − δ］、tCO − δ ≤ τC ≤ tCO）を考慮した上で、担保契約事項（変動証拠金［Variational
Margin: VM］、当初証拠金または独立担保額［Initial Margin: IM］、信用極度額［Threshold］、最低引
渡額［Minimum Transfer Amount: MTA］）をモデル上で考慮しなければならない。クローズ・アウト
日（tCO）の担保額は、時点 tCO − δ（最終担保授受日）に決定される。担保契約がある場合の CVA計
算上のMPoRの取扱いの詳細は補論 4を参照。
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図 1 デフォルト時刻（τC）周りのデリバティブ価値変動と WWR 顕現化のイ
メージ

EPENo WWR(ti) := EQ0 [DF(t0, ti) max{V(ti) − C(ti), 0}]. (6)

(3)式と (5)式の差は、WWRの効果の有無にあり、EPEWWR(ti)と EPENo WWR(ti)

の差に帰着できる。各時点 ti において、EPEWWR(ti) ≥ EPENo WWR(ti)が成立すると
き、Cptyのデフォルト時に平均的に大きなエクスポージャーが実現する12。このと
き、(3)式から (6)式により、CVAWWR ≥ CVANo WWR となり、WWRを考慮した CVA

は考慮しない場合に比べて平均的に大きくなる。
図 1は、Cptyのデフォルト時刻（τC）付近のデリバティブ価値について、WWR

の顕現化を表現するパス（ω1 ∈ Ω）とWWRの顕現化を表現しないパス（ω2 ∈ Ω）
のイメージを示している。WWRのモデル化においては、V(t, ω1)のようなデフォ
ルト時刻からクローズ・アウト日にかけてデリバティブ価値 V が大きくなるよう
なパスを多く発生させる仕組みを構築する必要がある。

EPEWWR(ti)は、取引しているデリバティブのエクスポージャーと Cptyのデフォ
ルト事象（時刻）の相互依存関係をどのようにモデル化するかに依存することから、
CVAプライシングにおける WWRのモデル化の要点は、次の 3点に集約できる。

① Cptyのデフォルト事象のモデル化
② デリバティブ・エクスポージャー変動のモデル化
③ Cptyのデフォルト事象とエクスポージャーの相互依存関係のモデル化（相

互依存関係の急激な変化を含む）

以下、本稿では、デフォルト条件付期待エクスポージャー EPEWWR の計算方法
..................................
12 各パス（ω ∈ Ω）レベルでは、Cptyのデフォルト時に大きなエクスポージャーが実現するとは限らない
（図 1を参照）。また、コピュラ関数によりWWRをモデル化した場合には、すべての ti , i ∈ {1, . . . , N}
について EPEWWR(ti) ≥ EPENo WWR(ti)が成立するとは限らない。詳しくは 4節（1）を参照。
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に焦点を当てて、WWRのモデル化のアプローチについて概観する。

（4） 条件付期待エクスポージャーの計算方法

シミュレーション手法を用いた EPEWWR(t)の計算方法として最も簡明かつ直観
的な方法は、デフォルト時刻（時間間隔）が同一であるパスを集計した上で、当該
時刻のエクスポージャーの平均値を EPEWWR(t)とする愚直な方法（brute force、以
下、BF法）であろう。ただし、BF法では、各時刻（時間間隔）の条件付期待エク
スポージャーを計算するために、膨大なパス数が必要になることから計算負荷が非
常に大きくなるという欠点がある。
ここでは、BF法に比べて計算負荷を低く抑えることができる、各シミュレーショ
ン・パスに応じてエクスポージャーに重み付けを行う近似計算法（シナリオ・ウェ
イト法、以下 SW法）について紹介する（Finger [2000]および Ruiz, Pachon, and del

Boca [2015]を参照）13。
まず、共通の評価日 t0 から評価対象デリバティブ取引の満期日 T までの期間を、

N 個の（月次程度の）時間グリッド {ti}Ni=1(tN := T )に分割する。次に、Cptyの信用
水準との相互依存関係（3節以降で説明）を考慮しながら、M 個の（割引後）エク
スポージャーのパス（DF(m)(t0, ti) max{V (m)(ti) −C(m)(ti), 0}, m ∈ {1, . . . ,M}）を各時間
グリッド上で生成する。これと同時に、Cptyのデフォルト事象を記述する信用リス
ク・モデルに基づいて、Cptyのデフォルト確率のパス PD(m)

C (ti−1, ti)を各時間グリッ
ド上で計算する。このとき、(4)式で与えられる各時間グリッド ti (i ∈ {1, . . . ,N})の
Cptyのデフォルト条件付（割引後）期待エクスポージャーは、以下のように計算で
きる。

EPEWWR(ti) = E
Q

0

[
DF(t0, ti)max{V(ti) −C(ti), 0}1{τC∈(ti−1 ,ti]}

PDC(ti−1, ti)

]

�
M∑

m=1

w(m)(ti)DF(m)(t0, ti) max{V (m)(ti) −C(m)(ti), 0}. (7)

ただし、w(m)(ti) = PD(m)
C (ti−1, ti)/

∑M
m=1 PD(m)

C (ti−1, ti)はウェイト関数である。

(7)式において、PD(m)
C (ti−1, ti)と DF(m)(t0, ti) max{V (m)(ti) −C(m)(ti), 0}の間に正の相

互依存関係が存在すれば、相対的に大きいエクスポージャーに対して大きいウェイ
トを割り当てることになるため、WWRを表現できる。
..................................
13 安達・末重・吉羽［2016］では、BF法と SW法の両手法を用いて CVAにおけるWWRモデルの実
装・数値計算を行っており、両手法の計算結果を比較・考察している。
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3. WWRのモデル化 I：構造モデルと誘導型モデル

本節では、デフォルト事象（時刻）、デリバティブ・エクスポージャー、そして
これら二者間の相互依存関係という 3つの観点から WWR のモデル化について整
理する。計算対象とするデリバティブ取引は、クレジット・デリバティブ（CDS）
とそれ以外のデリバティブ（金利、株式、為替レート等を原資産としたデリバティ
ブ全般）に分けて整理する。

（1） Cptyのデフォルト事象のモデル化

デフォルト事象のモデル化には、大きく分けて 2つのアプローチがある。1つは、
デフォルト事象を企業のバランス・シートの観点から内生的にモデル化する「構造
（structural）モデル・アプローチ」であり、もう 1つは、デフォルト事象を外生的な
ポアソン事象（Poisson events）として取り扱う「誘導型（reduced-form）モデル・ア
プローチ」である。いずれのアプローチを使うにしても、WWR管理における Cpty

のデフォルト事象のモデル化では、以下の 3つの条件を満たしつつ、実装上の実行
可能性（feasibility）を有していることが重要となる。

① クレジット市場で観察される信用スプレッド（CDSスプレッド、社債イール
ド・スプレッド等）の期間構造にフィッティングできること

② 信用スプレッドの変動（ボラティリティ）を表現できること
③ デフォルト事象と市場リスク・ファクター（金利、株式、為替レート、コモ

ディティ等）との相互依存関係、または異なる主体のデフォルト事象間の相
互依存関係を表現できる仕組みを持っていること

イ. 構造モデル・アプローチ
構造モデルでは、企業の財務構造を明示的にモデル化して、企業の資産価値がそ
の負債価値（バリア水準）を下回った時にデフォルトが生じるとみなす。最もシ
ンプルな構造モデルであるマートン・モデル（Merton [1974]）では、企業の資産価
値過程 {A(t)}t≥0 の満期時点 T > 0における価値 A(T )が、特定のバリア水準 Lを下
回った時にデフォルト事象が発生すると仮定する。

dA(t) = (r − q)A(t)dt + σAA(t)dWA(t), τC =

{
T if A(T ) ≤ L

∞ if A(T ) > L
.
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このとき、満期時点 T > 0における株主へのペイオフ S (T )は、S (T ) = max{A(T )−
L, 0}と表現できるので、現時点 0の株主価値（株価）を S (0)とすれば、ブラック＝
ショールズ・モデルにより信用スプレッドの解析解を得ることができる。また、企
業価値が対数正規分布に従うことから、デフォルト確率 Q(A(T ) ≤ L)についても容
易に解析解を得られる。
マートン・モデルは、信用スプレッドやデフォルト確率について解析解を導出で
きる等扱いやすさが利点であるものの、デフォルトが満期時点 T でしか生じない
とする仮定については、コベナンツ条項の存在や満期の異なる債権の存在等を考え
ると現実的な仮定とはいえない問題がある。また、資産価値過程のボラティリティ
σA およびバリア Lがともに定数である場合には信用スプレッドの期間構造に柔軟
にフィッティングできないという欠点がある。

Black and Cox [1976]は、企業の資産価値 A(t)が特定のバリア H(t)以下となった
時点でデフォルト事象が生起したものとみなすことによって、満期以前にもデフォ
ルト事象が生起し得る構造モデルを構築している。ブラック＝コックス・モデルに
おいて、Cptyのデフォルト時刻 τC は、(8)式のように表現される。

τC = inf{t ∈ (0, T ] | A(t) ≤ H(t)}. (8)

ブラック＝コックス・モデルは 4 つの定数パラメータで表現されるモデルであ
り、複数の CDS 気配値（4～10）に柔軟にフィッティングさせるには不十分であ
ることが知られている。Brigo, Morini, and Tarenghi [2011]および Brigo and Tarenghi

[2004]は、モデルの市場気配値への柔軟なフィッティングを行うため、資産価値
のボラティリティを時間依存型 σA(t) に修正しており、バリアについても時間依
存型 H(t)に修正した。このとき、一般的には、ある時点 T まで生存している確率
Q(τC > T )の解析的表現を得ることは困難であるが、彼らは、Lo, Lee, and Hui [2003]

の結果14 を利用し、σA(t)に定数パラメータ Bを用いて依存する特定のバリア関数
H(t)のもとで、(9)式のように生存確率 Q(τC > T )の解析的表現を得ており、AT1P

（Analytically-Tractable First Passage）モデルと呼んでいる。

dA(t) = (r(t) − q(t))A(t)dt + σA(t)A(t)dWA(t),

H(t) = H exp

{∫ t

0
(r(s) − q(s) − BσA(s)2)ds

}
, A(0) > H,

..................................
14 Lo, Lee, and Hui [2003]は、バリア H(t)について σA(t)に依存する特定の関数形をとることでバリア・
オプションの解析解を導出している。
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Q(τC > T ) = Φ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ln
(

A(0)
H

)
+ 2B−1

2

∫ T

0
σA (s)2 ds

√∫ T

0
σA(s)2ds

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−
(

H
A (0)

)2B−1

Φ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ln
(

H
A(0)

)
+ 2B−1

2

∫ T

0
σA (s)2 ds

√∫ T

0
σA (s)2 ds

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (9)

ただし、Φ(·)は標準正規分布の累積分布関数である。
資産価格過程 A (t) と債務水準で決まるバリア水準 H (t) が市場で観察可能であ
るとすると、A (t)が拡散項により駆動される連続過程で、H (t) が時間に関して確
定的な関数であれば、(8) 式から明らかなように、デフォルト時刻 τC は可予測
（predictable）15 となる。デフォルト時刻が可予測である場合、当初のデフォルト距
離（A(0)/H）が大きい場合には、目先の短期間のデフォルト確率はゼロに近くなり、
現実の市場で観察できる非ゼロ（正）の短期スプレッドを説明することができな
い16。これは、構造モデルの欠点となる。実際のデフォルト事象は、市場で観察可
能な変数からの予兆なしに突然顕現化する場合（エンロン［米、2001年 12月］、ワー
ルドコム［米、2002年 7月］やパルマラット［伊、2003年 12月］のケース等会計上
の粉飾が突然明るみになった場合等）も多いが、マートン／ブラック＝コックス・モ
デルでは、このような可予測ではない（unpredictable、非可予測な）デフォルト時刻
を表現することができない。1つの解決策として、資産価格過程 A (t)に下方ジャン
プを導入することで、非可予測なデフォルト時刻を表現できる（Zhou [1997, 2001]、
Hilberink and Rogers [2002]）が、この場合、CDS の市場気配値から導かれるクレ
ジット・カーブへの柔軟なフィッティングに必要となる時間依存型ボラティリティ
やバリア関数下での生存確率の解析的公式の導出は困難となる。他の解決策として
は、企業の資産価値過程またはバリア（負債価値）水準に関する完備情報（complete

information）の仮定を緩めて、これらに関する不完備情報（incomplete information）
を仮定することにより非可予測なデフォルト時刻を表現するアプローチが存在す
る（Duffie and Lando [2001]、Çetin et al. [2004]、Giesecke [2004, 2005]、Giesecke and

Goldberg [2004a, b]、Guo, Jarrow, and Zeng [2009]、Brigo and Morini [2006]、Brigo,

Morini, and Pallavicini [2013]等）。このうち、Brigo and Morini [2006]および Brigo,

Morini, and Pallavicini [2013]では、比較的簡明な不完備情報のモデルを提示してい
る。具体的には、(9)式で表現される AT1Pモデルをベースとして、離散的な確率
..................................
15 デフォルト時刻の可予測性は以下で定義される（Schönbucher [2003]）。いま、停止時刻（stopping

time）の非減少列 {τh}∞h=1 が存在して、τ1 ≤ τ2 ≤ · · · < τC , limh→∞ τh = τC を満たすとする。このとき、
停止（デフォルト）時刻 τC は可予測であるという。ここで、{τh}∞h=1 を（τC に対する情報を提供する
という意味で）アナウンシング列（announcing sequence）と呼ぶ。

16 信用スプレッドの期間構造にフィッティングするには、短期期間（テナー）のボラティリティ σA(t)
を不自然に大きく設定することになる。
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シナリオごとに異なるバリア水準を持たせることでバリア水準に不確実性17 を導入
し、非可予測なデフォルト事象を表現している。これは、SBTV（Scenario Barrier

Time-Varying Volatility AT1P）モデルと呼ばれ、時間依存型ボラティリティのもとで
短期テナーを含めた信用スプレッドの期間構造に柔軟にフィットさせつつ、生存確
率についての解析的な表現を得ている。シナリオ数を S 個とすれば、シナリオご
とのバリア水準は (10)式で表現できる。

Hs(t) = Hs exp

{∫ t

0
(r(u)−q(u)−BσA(u)2)du

}
with prob. ps > 0, s ∈ {1, . . . , S }. (10)

ただし、シナリオ確率は、∑S
s=1 ps = 1を満たす。

SBTVモデルのもとでのポートフォリオ価値 V (t)は、AT1Pモデルのもとでの各
シナリオ s (∈ {1, . . . , S })に基づくポートフォリオ価値 Vs (t)のシナリオ確率加重平
均値 V (t) =

∑S
s=1 psVs (t)として導出できる。

ロ. 誘導型モデル・アプローチ
デフォルト事象を企業の資産価値と負債価値の関係から内生的に取り扱う
構造モデルと異なり、誘導型モデルでは、デフォルト事象をデフォルト強度
（intensity λC (t)：λC (t) dt = Q (τC ∈ (t, t + dt] | τC > t, Ft)）と紐付いたポアソン事象
として外生的に取り扱う。これより、誘導型モデルではデフォルト時刻は非可予測
となり、構造モデルの欠点であったデフォルト時刻の可予測性の問題を改善でき
る。なお、一般的に、誘導型モデルとデフォルト強度モデルは必ずしも同義ではな
いが、本稿ではこれらを等しいものとして取り扱う18。また、WWR管理における
デフォルト事象のモデル化のために確率的強度モデルを選択する。

Cptyのデフォルト時刻 τC を定義するために、まず停止時刻の増加列 {sh}h≥1 (sh <

sh+1) を考える。このとき、計数過程 {N(t)}t≥0 (N(t) :=
∑∞

h=1 1{sh≤t}) は、確率強度
（stochastic intensity）λC(t) (≥ 0) を持つ二重確率的ポアソン過程（doubly stochastic

Poisson process、または、コックス過程［Cox process］）であり、{λC(t)}t≥0 は、F–適
..................................
17 ここでいう不確実性とは、潜在的な経済状態（シナリオ）（例：平静状態、ストレス状態）について
確実にはわからないという意味での不確実性であり、経済状態が顕現化すれば駆動するモデルやパ
ラメータ値（ここでは、「バリア水準」）も決まる。

18 誘導型モデルでは、デフォルト強度の存在を前提としているわけではない。誘導型モデルでは、条
件付生存確率を以下で示すような Λ (t)によって特徴付ける（Giesecke [2005]、Giesecke and Goldberg
[2004a, b]、Elizalde [2005]）。

Q(τC > T | Gt) = EQ
[
exp(Λ(t) − Λ(T )) | Gt

]
,

ここで、Λ(t)が t に関して微分可能である場合のみ、強度 λC (t)が存在して、Λ(t) =
∫ t

0 λC(s)dsと表
現できる。本稿では、Λ(t) =

∫ t
0 λC (s)dsを前提とし、誘導型モデルを（デフォルト）強度モデルと同

義として議論を進める。
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合かつ右連続なデフォルト強度過程であり、その累積強度（cumulated intensity）を
Λ(t) =

∫ t

0
λC(s)dsで表現する。このとき、デフォルト時刻 τC は、ポアソン過程 N(t)

の最初のジャンプ時点となり、(11)式のように表現される。

τC := s1 = inf{t ∈ (0, T ] |N(t) > 0}. (11)

(11)式において、Cpty のデフォルト時刻 τC について累積強度 Λ (τC) を通じて
ξC := Λ (τC)と変換すると、ξC は標準指数分布に従う確率変数となる19。このとき、
時刻 tまでの生存確率 Q(N(t) = 0)= Q(τC > t)は、(12)式のように導出できる。

Q (τC > t)= Q
(
ξC > Λ (t)

)
= E

Q

0

[
E
Q
[
1{ξC>Λ(t)} | Ft

]]
= E

Q

0

[
exp (−Λ (t))

]
. (12)

(12)式より、デフォルト事象の生起は、（デフォルト強度 λC(t) よりも）累積強
度 Λ(t)により決定されることがわかる。(12)式の最終項の期待値（生存確率）は、
金利モデルにおける割引債の導出と類似していることから、ショート・レート・モ
デルの幾つかのバージョンを援用することにより、その解析的表現を導出できる。
Brigo, Morini, and Pallavicini [2013]は、CIR（Cox, Ingersoll, and Ross [1985]）モデル
に平均 νの指数分布 Exp(ν)に従うジャンプ項 J(t) を加えた (13)式のジャンプ CIR

（JCIR）モデルを用いている20、21。JCIRモデルは、(12)式の生存確率に対して解析
解を持つ。

dλC(t) = κ
(
θ − λC(t)

)
dt + σλ

√
λC(t)dWλ(t) + dJ(t),

J(t) =
∫ t

0

∫

R+

zdNη(z, s), z ∼ Exp(ν). (13)

ただし、Nη(z, t)は定数強度 ηを持つマーク（z ∈ R+）付きポアソン点過程である。
J(t)をマルチンゲールとするための補正項（compensator）は −η ν tとなるが、この
効果は中心回帰水準 θに反映させている22。

現実の目先のデフォルト事象は、市場で観察可能な変数から予測できる（可予
測な）場合とデフォルトが何の予兆もなく突然顕現化（leap to default）するような
..................................
19 確率強度 λC (t) を持つポアソン過程（Po(λC (t))）を強度 1（定数）の標準ポアソン過程（Po(1)）に
変換した場合、Po(λC (t)) における最初のジャンプ時刻 τC は、Po (1) における最初のジャンプ時刻∫ τC

0 λC(s)dsに置き換えられる。
20 正確には、JCIRモデルに確定的シフト項を加えた JCIR++モデル（Brigo and Mercurio [2006]を参照）
を用いている。シフト項を加えることで、信用スプレッドの期間構造に対してより柔軟にモデルを
フィットできる。

21 強度モデルにおいても、構造モデルの場合と同様に、短期の（大きい）CDS スプレッドにうまく
フィッティングできないという欠点がある。この欠点を改善するために、Brigo, Morini, and Pallavicini
[2013]では、強度過程に「ジャンプ」を導入している。

22 すなわち、ジャンプ項を含まない場合の中心回帰水準 θNJ とするとき、θ = θNJ − −η ν/κとする。
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（非可予測な）場合の中間にあると考えられる23。ところが、強度モデルでは、デ
フォルト事象が外生的に与えられるため、市場スプレッドを表現するデフォルト強
度（λC (t)）24 の変動とデフォルト事象の発生（τC）の間の連関性をうまく表現でき
ないという欠点がある。(12)式でみたように、強度モデルでは、特定の時刻 t ま
でのデフォルト事象の発生を特徴付けるのは累積強度 Λ (t)であるが、デフォルト
強度 λC (t)の確率過程が連続過程である拡散項のみで駆動されている場合、デフォ
ルト強度のサンプル・パス {λC (t)}t≥0 は大きく変動しているようにみえても、累積
強度のサンプル・パス {Λ (t)}t≥0 は安定的に増加していくため、デフォルト強度の
変動とデフォルト事象の発生の関係性が非常に弱いことがMorini [2011]によって
示されている。Morini [2011]は、デフォルト事象の生起とデフォルト強度の変動
を関係付けるためには、デフォルト強度の変動が累積強度のサンプル・パスに大き
な影響を与えるようなモデル化が必要であり、そのためには、(13)式で示されるよ
うな、デフォルト強度過程への「ジャンプ」の導入が不可欠と指摘している。例え
ば、2008年 9月のリーマン・ショックでは、デフォルトの直前期において、株価の
大幅下落および CDSスプレッドの急拡大が観察されており、スプレッドの大幅変
動とその後のデフォルトが関連していた。
デフォルト強度モデルのその他の欠点として、デフォルト相関（default correlation）
の再現性の低さが挙げられる25。この問題を改善する方法として、Elizalde [2005]

や桜井［2011］では、①デフォルト強度への相関ジャンプ（correlated jumps）の導入
（Duffie and Singleton [1999]）、②特定の参照体のデフォルトが他の参照体のデフォル
ト強度を引き上げるようなデフォルト伝播モデル（Jarrow and Yu [2001]、Leung and

Kwok [2005]）、③ 3節（2）で後述するコピュラ関数の導入（Brigo and Chourdakis

[2009]、Brigo and Capponi [2010]）、④ Cptyと参照体の非デフォルト／デフォルト
状態をマルコフ連鎖で表現し、両者がともにデフォルト状態に移行する確率をモ
デル化したマルコフ・コピュラ・モデル（Crepey, Jeanblanc, and Zargari [2009]）、と
いったアプローチが提案されている。
..................................
23 実際の市場では、目先短期間のデフォルト時刻は可予測とはいわないまでも、市場で観察可能な変
数（CDSスプレッド、株価、およびそのボラティリティ等）の動向からある程度の予測は可能であ
る（リーマン・ブラザーズのデフォルト等）。リーマン・ブラザーズのデフォルトは、CDSスプレッ
ドや株価の動向から市場ではある程度予想されていたものの、そのデフォルトは流動性不足を直接
の原因として突然顕現化した。

24 Cptyのデフォルト強度 λC と Cptyの CDSスプレッド（シニア）XC の関係は、Cptyのデフォルト時
損失率を LGDC として、近似的に XC � LGDC × λC で表現できる。この近似的関係式は、Cptyの生
存確率を Q(τC > t) exp(−λCt)と定義し、CDSの Premium Legの価値と Default Legの価値に関する以
下の（連続時間の）近似式で Premium Leg = Default Legとすれば得られる。

Premium Leg � XC

∫ T
0 DF (0, t)Q (τC > t) dt,

Default Leg � LGDC
∫ T

0
DF (0, t)Q

(
τC ∈ (t, t + dt)

)
= λCLGDC

∫ T
0

DF (0, t)Q (τC > t) dt.

25 デフォルト強度が拡散項のみで駆動されている場合、モデルが予測するデフォルト相関は、過去デー
タから推計されるデフォルト相関と比較してかなり低い値となる。
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（2） エクスポージャーのモデル化

イ. クレジット・デリバティブ
クレジット・デリバティブの原資産である参照体のデフォルト事象（時刻） は、
本節（1）で説明したように、①構造モデル・アプローチ、または、②誘導型モデ
ル・アプローチ のいずれかによりモデル化される。本稿では、Cptyのデフォルト
事象と原資産（参照体）のデフォルト事象は同じアプローチでモデル化されると仮
定26 して、クレジット・デリバティブにおけるWWRのモデル化について議論を進
める。

ロ. クレジット・デリバティブ以外
CVAの計算は、Cptyの NS単位で行われ、その中には様々な資産クラス（金利、
株式、為替レート、商品等）の取引が含まれており、担保契約やMPoRの効果も考
慮することが求められるため、個別取引ごとの計算に比べて実装の難しさや計算
負荷は飛躍的に大きくなる27。このようなことから、CVAの計算では、時間グリッ
ド上のデリバティブ価値について解析解を導出できるか、あるいは、シミュレー
ション負荷の小さい比較的簡易なプライシング手法を選択することが現実的であ
ろう。例えば、金利モデルについては、異なるテナーのフォワード・レートは相互
依存関係を持って無裁定関係を維持していると考えられるので、Heath, Jarrow, and

Morton [1992]や Brace, Gatarek, and Musiela [1997]等のフォワード・レート・モデ
ルを用いることが伝統的なファイナンス理論との整合性が高い。しかしながら、金
融危機後のマルチ・カーブ化に伴う異なるテナー間および異通貨金利間のベーシ
ス・リスクの考慮や CVA/DVA、FVA（Funding Valuation Adjustment）、KVA（Capital

Valuation Adjustment）等の XVAsがリスク管理で考慮されるようになってきたこと
により28、デリバティブのモデル化および実装はより複雑になってきている。こ
のような状況のもと、フォワード・レート・モデルではなく、比較的実装が容易
で計算負担も小さい（複数ファクターを持つ）ショート・レート・モデル（Black

and Karasinski [1991]、Peterson, Stapleton, and Subrahmanyam [1999]、Hull and White

[1994]や Brigo and Mercurio [2006]で示された G2++［Two-Additive-Factor Gaussian

Model］の 2ファクター・モデル等）を用いることも考えられる29。
..................................
26 クレジット・デリバティブの評価モデル（エクスポージャー・モデル）は、市場参加者が用いる標準
的モデルを用いるべきという考え方もあるが、本稿では市場の標準的モデルを指定・確定すること
は困難であることから、デフォルト事象を記述する信用リスク・モデルは Cptyと参照体で同一であ
るという仮定を置いて各モデル化手法について考察している。

27 ポートフォリオ単位での評価が中心となるため、資産クラス間のシナリオの整合性も確保しなけれ
ばならない。

28 CVA/DVA、FVA、KVA等の XVAsの最近の議論については、安達［2015］を参照。
29 モデルの選択に際しては、現実の市場価格およびリスクの再現性、簡便化することによるリスクの
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いずれにしても、複雑化するデリバティブ取引についてその評価上の解析的表現
を得ることは困難になりつつあるため、多くの場合はシミュレーションで計算を行
うことになる。特に、ポートフォリオに対する CVA/DVAの評価を行う場合には、
金利、為替、エクイティ、クレジットおよびそれらのボラティリティの間の相互依
存関係やオプショナリティをすべて含むような大規模なハイブリッド・モデルが必
要になる。現状では、将来エクスポージャーを計算する際に、アメリカン・モンテ
カルロ法に頼らざるを得ない状況にある30。

（3） エクスポージャーとデフォルト事象の相互依存関係のモデル化

イ. 構造モデルの場合
（イ） クレジット・デリバティブ
本稿では、クレジット・デリバティブとして CDSのように参照体が 1つの場合
に焦点を当てる31。
構造アプローチにおいて、Cptyと参照体のデフォルト事象（時刻）の相互依存関
係を構成するシンプルなアプローチとして、ブラック＝コックス・モデルを前提と
して、以下の (14)式で示されるように、Cptyと参照体の資産価値過程 A(t)の拡散
項に線型相関を導入する方法がある。

dA j(t) = (r − q)A j(t)dt + σA, jA j(t)dWA, j(t), j ∈ {C,R}
d〈WA,C,WA,R〉(t) = ρC,Rdt. (14)

ただし、C と Rはそれぞれ Cptyと参照体を意味している。このような線型相関に
よるアプローチは、実装が比較的容易である一方、WWRを記述するアプローチと
しては以下の 2つの欠点がある32。

.................................................................................................................................................
見落とし、モデル・リスク、パラメータ推定リスク、実装の複雑性、計算負荷、客観的なインプット
の入手可能性、ヘッジの効率性等の間のトレード・オフを考慮する必要がある。

30 アメリカン・モンテカルロ法とは、早期償還条項を持つデリバティブ取引のプライシングを行うた
めの効率的なシミュレーション手法の総称である。桜井［2011］では、アメリカン・モンテカルロ法
に分類される手法として Longstaff and Schwartz [2011] の最小二乗モンテカルロ法と Tilley [1993]の
バンドリング法を取り上げて概観している。その他、アメリカン・モンテカルロ法についての解説
は、Cesari et al. [2009]および Glasserman [2004]等を参照。

31 一般的には、CDO（collateralized debt obligation）や “N-th to default”のように参照体が複数のクレジッ
ト・デリバティブもある。

32 桜井［2011］では、構造モデルによるデフォルト確率の期間構造の表現能力の低さに注目して、これ
を改善したモデルとして、バリア水準を区分された期間ごとに信用スプレッドの期間構造にフィッ
トするように設定した Hull and White [2001]と、資産価値のジャンプ強度を区分された期間ごとに信
用スプレッドの期間構造にフィットするように設定した Lipton and Sepp [2009]、を示している。本
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① 既に述べたように、完備情報に基づく構造モデルでは、非可予測なデフォル
ト時刻を表現できない。

② 拡散項の線型相関のみでは、金融危機時にみられた資産価格の急激な相互依
存関係の高まり（または、相互依存関係の急激な変化）を表現できない。

これら構造モデルの欠点を改善する方法として、以下の 2つのアプローチが考え
られる。

A: Cptyと参照体の資産価値の確率過程に「同時ジャンプ（joint jump）」を導入
して、非可予測なデフォルト時刻および急激な相互依存関係の高まりを表現
しようとするアプローチ（Lipton and Sepp [2009]33）。

B: デフォルト事象発生の判定基準となる Cptyと参照体のバリア水準（負債水
準）に不確実性と共変動性を導入するアプローチ（Giesecke [2004]）。

アプローチ Aにおいて、Lipton and Sepp [2009]では、各企業の資産価格過程に
独立ジャンプと同時ジャンプ（ポートフォリオ中の参照体のすべての組合せを表
現34）を導入している。彼らのモデルでは、解析的表現を導出するために資産価値
A(t)の確率過程について（時間に依らず）定数のボラティリティを仮定しており、
信用スプレッドの期間構造へのフィッティングは、資産価値過程のジャンプ強度
（intensity）の推定を通じて行っている。
一方、アプローチ Bとしては、WWRモデルではないものの、Giesecke [2004]は、
複数の参照体のバリア水準がそれぞれ確率的に変動するモデルを考案し、これらバ
リア水準の同時分布をコピュラ関数により表現することによって複数の参照体のデ
フォルト相関（default correlation）および非可予測なデフォルト時刻を表現してい
る35。Cptyと参照体のデフォルト事象の相互依存関係の急激な高まりは、バリア水
.................................................................................................................................................
稿では、信用スプレッドの期間構造にフィット可能であることを前提として、WWRを考慮する上で
の構造モデルの欠点を補完するようなモデル化を概観する。

33 Adachi and Uchida [2015]においても、リスク資産価値過程に独立ジャンプと同時ジャンプを導入す
ることにより、資産価値間の急激な相互依存関係の高まりを同時ジャンプの顕現化を通じて表現し
ている。

34 ポートフォリオ中の参照体の数が N 個である場合、独立ジャンプを含めた同時ジャンプ
の組合せ数は、2N − 1 となる。例えば、N = 3 である場合、同時ジャンプの組合せは、{ {1} , {2} , {3} , {1, 2} , {1, 3} , {2, 3} , {1, 2, 3}} で記述され、合計 23 − 1 = 7 個となる。要素が 1 つの場
合は独立ジャンプ、2つの場合は 2参照体の同時ジャンプ、3つの場合は 3参照体の同時ジャンプを
示している。このとき、参照体 i ∈ {1, 2, 3}のジャンプ強度 λiは、λi = λ{i} +λ{i, j} +λ{i,k} +λ{i, j,k} , λ{i, j} =
λ{ j,i}, i, j, k ∈ {1, 2, 3} , ただし、i, j, kはすべて異なるものとして表現される。

35 彼らのモデルでは、資産価値については市場で観察可能であるものの、投資家は企業のバリア水準
およびそれらの同時分布に関して不完全な情報（事前分布）しか持たない。投資家は、ある企業の
デフォルトにより生存企業のバリア水準に関する事前分布を更新する。予期せぬデフォルトは、バ
リア水準の事前分布を大幅に更新することになり、その結果、生存参照体のデフォルト確率を大幅
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準の同時分布の裾部分（Cptyと参照体のバリア水準が同時に高まる）を厚くするコ
ピュラ関数で表現できる。
安達・末重・吉羽［2016］では、バリア水準の不確実性を WWRモデルに適用し
ている。彼らは、Brigo, Morini, and Pallavicini [2013]の SBTVモデルを応用し、Cpty

と参照体の間で整合するバリア水準を持つ複数シナリオ（通常時［低水準バリア］
とストレス時［高水準バリア］）を導入することで、非可予測なデフォルト時刻お
よび急激な相互依存関係の高まりを考慮している。この方法は、解析的な取扱いが
比較的容易で、信用スプレッドの期間構造にも柔軟にフィッティングできるが、整
合するバリア水準のシナリオ（およびシナリオ確率）の経済的な解釈が困難である
という欠点がある36。

（ロ） クレジット・デリバティブ以外
最もシンプルなアプローチとして、ブラック＝コックス・モデルを前提として、

(14)式の定式化と同様に、Cptyの資産価値とデリバティブの原資産価格の確率過程
の拡散項部分に線型相関を持たせる方法（Levy [1999]、Redon [2006]、Cesari et al.

[2009]、Buckley, Wilkens, and Chorniy [2011]等）がある（モデルの詳細は補論 1を
参照）。このアプローチは、モデルが比較的シンプルであることから実装および計
算の負荷も小さいという利点がある一方で、前述（イ）で述べたように、非可予測
なデフォルト時刻や市場リスク・ファクターとの急激な相互依存関係の変化を表現
できないという欠点もある。
安達・末重・吉羽［2016］では、Cptyの信用リスク・モデルとして SBTVモデル
を採用し、バリア水準および市場リスク・ファクターの双方に不確実性を導入する
ことでWWRを考慮している。彼らは、通常時シナリオ（低バリア水準［デフォル
ト距離大］＋ジャンプ無しリスク・ファクター［連続拡散過程］）と、ストレス時
シナリオ（高バリア水準［デフォルト距離小］＋ジャンプ付きリスク・ファクター
［ジャンプ拡散過程］）という 2つのシナリオを導入することにより、Cptyの非可予
測なデフォルト時刻および市場リスク・ファクターの相互依存関係の急激な高まり
を表現している。

ロ. 誘導型モデルの場合
（イ） クレジット・デリバティブ
デフォルト強度モデルを適用する場合、デフォルト事象（時刻）の生起（累積強
度過程に依存）とデフォルト強度の変動との間に連関性を構築するために、Morini
.................................................................................................................................................
に上昇させることになる（デフォルト伝播［default contagion］）。

36 経済的な解釈が可能なケースとしては、例えば、Cptyと参照体が緊密な関係を持った企業同士（親
子会社、関連会社等）であり、財務内容の悪化が潜在的かつ同時的に生起する可能性がある場合等
が挙げられる。
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[2011]が主張するように、デフォルト強度過程にジャンプを導入することが考えら
れる（Brigo and Chourdakis [2009]37）。Brigo, Morini, and Pallavicini [2013]は、①デ
フォルト強度（λ j , j ∈ {C,R}）の相互依存関係、および②デフォルト事象（または
累積強度 Λ j(τ j) =

∫ τ j

0
λ j (s) ds, j ∈ {C,R}）の相互依存関係、という 2つの観点から、

Cptyと参照体のデフォルト事象（時刻）の相互依存関係のモデル化のアプローチ
を、以下の 3つのバージョンに分類している。

a: デフォルト強度変動に相互依存関係があるが、デフォルト事象（時刻）は
独立

b: デフォルト強度変動は独立であるが、デフォルト事象には相互依存関係が
ある

c: デフォルト強度変動およびデフォルト事象ともに相互依存関係がある

デフォルト強度（λ j , j ∈ {C,R}）の確率過程が拡散項のみによって駆動される連
続過程であれば、デフォルト強度変動はデフォルト時刻にはほとんど影響を与えな
い。このとき、バージョン aにおいて、Cptyと参照体のデフォルト強度変動の拡
散項の間に線型相関が存在したとしても、両者の累積デフォルト過程には影響を与
えないので、デフォルト時刻の相互依存関係も生じない（Morini [2011]、Ghamami

and Goldberg [2014]）。
バージョン b および c では、コピュラ関数を用いることにより、Cpty と参照
体のデフォルト事象の（正の）相互依存関係を構築できる（Brigo and Chourdakis

[2009]）。このとき、Cptyのデフォルトは、コピュラ関数を通じて参照体のデフォ
ルト強度に影響を与えるので、参照体の（Cpty のデフォルト）条件付デフォルト
確率の計算が複雑化する（4節（3）を参照）。また、過去データの制約により、コ
ピュラ関数（正規、フランク、グンベル、クレイトン等）の妥当性検証が困難なた
め、コピュラ関数の選択には分析者の恣意性が入る。
バージョン cでは、デフォルト強度（＝信用スプレッド）間の相互依存関係も表
現できるが、デフォルト強度変動とデフォルト事象の間に連関性を持たせながらデ
フォルト事象の相互依存性を考慮するためには、デフォルト強度過程にジャンプを
導入する等（(13)式［JCIRモデル］を参照）の工夫が必要となる（Morini [2011]）。
さらに、金融危機時のデフォルト強度の同時的高まりとデフォルト事象の相互依存
性の急激な高まりが顕現化するような状況を表現するためには、Cptyと参照体の
デフォルト強度過程に「同時ジャンプ」を導入することも考えられる（Duffie and

..................................
37 Brigo and Chourdakis [2009]の強度過程におけるジャンプは、同時ジャンプではなく、それぞれの過
程が独立にジャンプする「独立ジャンプ」となっている。
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Singleton [1999]、安達・末重・吉羽［2016］）38。

（ロ） クレジット・デリバティブ以外
連続時間モデルにおいて、信用リスクと他の市場リスク・ファクターとの間の相
互依存関係は、確率強度過程 {λC(t)}t≥0 と市場リスク・ファクターの確率過程の間
の線型相関 ρ ∈ [−1, 1]で表現する場合がある。例えば、Brigo, Morini, and Pallavicini

[2013]では、金利（スポット・レート）過程 {r(t)}t≥0として G2++モデル（本節（2）
ロ．を参照）、原油のスポット価格過程 {S (t)}t≥0としてシフト付対数正規（shifted-log

normal）モデル、そして、確率強度過程 {λC (t)}t≥0 として CIR++モデル（Brigo and

Mercurio [2006]を参照）を用いており、確率強度とそれぞれの市場リスク・ファク
ターとの相互依存関係は、拡散項にかかる相関係数により表現している。
ただし、既述のように、デフォルト強度モデルでは、強度過程と市場リスク・
ファクターの間に相互依存関係があったとしても、それが直ちにデフォルト時刻
と市場リスク・ファクターの相互依存関係に繋がるわけではない。したがって、強
度過程と市場リスク・ファクターの相互依存関係とともに、強度過程とデフォルト
事象の間に連関性を持たせるための手法が必要となる。この要請を満たす手法と
して、強度と市場リスク・ファクターの同時ジャンプを考慮した方法（同時ジャン
プ・アプローチ）と、これら 2変数の間の相互依存関係をコピュラ関数で表現する
方法（コピュラ・アプローチ）が考えられる。
同時ジャンプ・アプローチでは、Cptyのデフォルト強度過程と市場リスク・ファ
クターの確率過程に「同時ジャンプ」（Duffie and Singleton [1999]、Lipton and Sepp

[2009]、Adachi and Uchida [2015]）を導入して、デフォルト強度変動とデフォルト
事象の連関性を高めるとともに、デフォルト事象とエクスポージャーの間の急激な
相互依存関係の高まりを表現する（安達・末重・吉羽［2016］を参照）。
コピュラ・アプローチでは、Cptyのデフォルト確率 Q(τC ≤ T ) と市場リスク・
ファクター X の分布関数 Q(X ≤ x) をコピュラ関数で接合することにより、両者の
デフォルト事象の相互依存関係を構築する。コピュラ関数を用いた場合でも、デ
フォルト強度と市場リスク・ファクターの急激な相互依存関係の高まりと、強度過
程とデフォルト時刻の連関性を高めるために「同時ジャンプ」を導入することも
可能である。デフォルト時刻と市場リスク・ファクターをコピュラ関数で接合する
場合の注意事項として、デフォルト時刻によっては、必ずしも WWR とはならず
RWR となる可能性があることが指摘されている（Böcker and Brunnbauer [2014]）。

..................................
38 デフォルト強度の同時ジャンプのみでは、デフォルト事象の相互依存関係の高まりを表現するのに
は不十分であり、コピュラ関数の導入によるデフォルト事象の相互依存関係の明示的なモデル化が
必要となる。例えば、Cptyと参照体のデフォルト確率がそれぞれ 1％から10％にジャンプしたとし
ても、デフォルト事象が相互に独立との仮定のもとでは、同時デフォルト確率は高々 10％ × 10％＝
1％にしかならない。
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表 1 Cptyの信用リスク・モデルに依拠したWWRモデルの分類

この論点を含めたコピュラ・アプローチは 4節で整理する。
以上、Cptyの信用リスク・モデルとデリバティブ商品別（クレジット/クレジッ
ト以外）の関係からWWRモデルについてまとめると表 1のようになる。

4. WWRのモデル化 II：コピュラ・アプローチ

コピュラ・アプローチ39 では、デリバティブ取引（または、そのポートフォリ
オ）の将来価値を駆動する市場リスク・ファクター（または、クレジット・デリバ
ティブの参照体のデフォルト時刻）と Cptyのデフォルト時刻の相互依存関係をコ
ピュラ関数により関係付けることによりWWRをモデル化する（Gregory [2012] 15

章、Garcia-Cespedes et al. [2010]、Pykhtin and Rosen [2010]、Sokol [2010]、Cherubini

[2013]、Böcker and Brunnbauer [2014]、Lee and Capriotti [2015]等）。これまでと同様
に、WWRのモデル化においては、以下の (15)式で示されるデフォルト条件付期待
エクスポージャー（EPEWWR）のモデル化に焦点を置く40。

EPEWWR(t) = EQ0 [DF(t0, t) max{V(t), 0} | τC = t] , t > t0. (15)

（1） WWRのための一般コピュラ・モデル

以下では、Böcker and Brunnbauer [2014]に基づいて、EPE (t)を 2変量のコピュラ
Cs(u1, u2)を用いて表現する。
..................................
39 コピュラ・アプローチの金融実務への応用については、戸坂・吉羽［2005］を参照。
40 ここでは、説明の便宜上、連続時点上でのデフォルトで EPEWWR を定義する。
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Cptyのデフォルト時刻 τC の分布関数を F(t) = Q(τC ≤ t)（生存確率は F̃(t) = 1 −
F(t)、密度関数は f (t)）、時点 s ∈ [t0,∞)の割引デリバティブ価値 Ṽ(s) = DF(t0, s)V(s)

の累積分布関数を Gs(ṽ)として、Ṽ(s)およびτC の同時分布関数 Hs(ṽ, t)を以下で表
現する。

Q
(
Ṽ (s) ≤ ṽ , τC ≤ t

) ≡ Hs (ṽ, t) = Cs
(
Gs (ṽ) , F (t)

)
(ṽ ∈ R, t > 0) .

ただし、Cs(u1, u2)は 2回連続微分可能な 2変量コピュラであり、そのコピュラ密度
φs(u1, u2)は (16)式で導かれる。

φs (u1, u2) =
∂2Cs (u1, u2)
∂u1∂u2

, (u1, u2) ∈ [0, 1] × [0, 1] , s ∈ [0,∞) . (16)

これより同時密度 h (ṽ, t)は、u1 = Gs (ṽ), u2 = F (t)として、以下のように表現で
きる。

h (ṽ, t) =
∂2Cs

(
Gs (ṽ) , F (t)

)

∂u1∂u2

∂Gs (ṽ)
∂ṽ

∂F (t)
∂t
= φs

(
Gs (ṽ) , F (t)

)
gṽ ft.

以上を用いれば、EPEWWR (t)は (17)式のように表現できる41。

EPEWWR (t) =
∫ +∞

−∞
ṽ+φt (Gt (ṽ) , F (t)) dGt (ṽ) = EQ0

[
φt
(
Gt
(
Ṽ(t)

)
, F (t)

)
Ṽ+(t)

]
, (17)

ただし、ṽ+ = max (ṽ, 0) である。(17) 式より、EPEWWR (t) は、コピュラ密度
φt

(
Gt
(
Ṽ(t)

)
, F(t)

)
をウェイト関数とした正の割引デリバティブ価値 Ṽ+(t)の無条件期

待値として表現できることが示された42。Böcker and Brunnbauer [2014]は、(16)式
のようなコピュラ密度を持つコピュラ関数により割引デリバティブ価値と Cptyの
デフォルト時刻の相互依存関係を表現するモデルを（WWRモデリングのための）
一般コピュラ・モデル（general copula model）と呼んでいる43。
..................................
41 割引ポートフォリオ価値 Ṽ のデフォルト条件付密度を ht (ṽ | t) = h(ṽ, t)/ f (t) とすると、EPE (t) =∫ +∞

−∞ ṽ+ht (ṽ | t) dṽを得られる。同時密度 h (v, t)とコピュラ密度 φt の関係より (17)式を得る。
42 各離散時間グリッド s ∈ [0,∞) において、

{
ṽs,1 , . . . , ṽs,M

}
をシミュレートされた無条件割引ポート

フォリオ価値を昇順に並べ替えたものとする。このとき、M → ∞ のもとで大数の強法則によ
り、(1/M)

∑M
m=1 φS

(
Gs

(
ṽs,m

)
, F (s)

)
ṽ+s,m → E

[
φS (Gs (ṽ) , F (s)) Ṽ+ (s)

]
a.s.を得る。ここで、Gs

(
ṽs,m

)は
m/(M + 1)という経験分布関数で与える。

43 φt := dQ2
dQ1
| Gt とすれば、

EPEWWR (t) = EQ1
0

[
φt
(
Gt
(
Ṽ(t)

)
, F (t)

)
Ṽ+(t)

]
= E

Q1
0

[
Ṽ+ (t)

dQ2

dQ1
| Gt

]

と表現できる。これより、EPEWWR (t)は、確率測度 Q2 のもとでの（正の）エクスポージャー Ṽ+(t)
の無条件期待値として表現できる（t > 0は固定）。
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図 2 4つのコピュラ関数に基づくウェイト関数 wt

備考： F(3) = 0.025, F(20) = 0.35, スピアマンのロー ρS = −0.6 に固定（Böcker and Brunnbauer [2014]

p. 51図 2を再現）。

WWRのモデル化にコピュラ・アプローチを用いる際に注意しなければならない
のは、コピュラ関数によって表現される「裾依存性（tail dependence）」がWWRモ
デリング上では大きな意味を持たないことである。これは、Cptyのデフォルト時
刻 τc について、τc → ∞または τc → 0のもとで、ポートフォリオ価値 V に大きな
影響を与える場合に（コピュラにかかる）裾依存性が問題となるが、実際のデリバ
ティブ取引の満期は有限であり、取引開始から取引満期までの中間時点での WWR

の顕現化が、WWRのモデル化およびリスク管理上でより重要となるからである。
WWRをうまくモデル化するためには、平均的により大きなポートフォリオ価値 V

に対してより大きなエクスポージャー・ウェイト wt := φt(Gt(·), F(t))が与えられる
ようにしなければならない。しかし、多くのコピュラは、V に対して厳密に増加す
るウェイト関数を構築するわけではない。

Böcker and Brunnbauer [2014]は、リスク管理で典型的に用いられている標準的な
多くのコピュラ関数（正規、t、グンベル、クレイトン、フランク等）において、大
きな V（分布の裾部分）に割り当てるウェイトは、中間的な大きさの V に対する
ウェイトよりも小さく、ゼロですらあり得ることを示している。図 2 は、Böcker

and Brunnbauer [2014] p. 51の図 2を再現したものであるが（各コピュラ密度を用い
たウェイト関数の解析的表現は補論 2を参照）、短期テナー（t = 3Y）においては、
すべてのコピュラ関数で累積確率 1付近の高い分位点においてウェイト関数の頂点
を示しているが（特に、グンベルが顕著）、長期テナー（t = 20Y）においては、よ
り中間的な分位点で頂点に達した後、ウェイト関数はより高い分位点に向かって減
少傾向となっている。
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（2） パス整合的エクスポージャー・ウェイト

これまでは、各時点の Ṽ (t) の分布に応じて各時点のウェイト関数 wt を定義し
ていた。しかし、一般的に、デリバティブ価値とデフォルト時刻はパス（ω ∈ Ω）
に依存するため、wt もパスに整合的に定義するのが自然であろう。Böcker and

Brunnbauer [2014]は、取引満期までの各パス Ṽ (t, ω)の特徴に応じて「パス整合的
エクスポージャー・ウェイト関数（path-consistent exposure weight function）wt(ω)」
を次のように定義した。

EPEWWR (t) = EQ0
[
wt (ω) Ṽ+ (t, ω)

]
,

wt (ω) := φt

(
G
(
g (ω)

)
, F (t)

)
(∀ω ∈ Ω) . (18)

(18)式において、g : Ω→ Rは順位付け関数（ordering function）と呼ばれる確率変
数を示しており、Gは、gの累積分布関数を示している44。(18)式は、(7)式におい
て各パスへのウェイト関数をコピュラ密度に置き換えた式となる。

WWRを表現するためには、デリバティブ価値が相対的に大きくなるパス ω ∈ Ω
に対して大きなウェイトを与えるような g (ω) を定義することが肝要となる。
Böcker and Brunnbauer [2014]では、g (ω)として次の 3つの関数例を提示している。

g1 (ω) = V (s, ω)：時点 s ∈ (0, T ]の値に固定、

g2 (ω) =
(

1
T

) ∫ T

0
V(t, ω)dt：全期間 (0, T ]に亘る平均価値、

g3 (ω) = supt∈(0,T ]V(t, ω)：全期間 (0, T ]に亘る上限値。

この中でも g2（取引満期 T までのデリバティブ価値の平均値）のケースで、
T = 5 年程度の比較的長期の場合は、相対的に大きいエクスポージャーを示すパス
に大きいウェイトが与えられており、比較的良好にWWRを表現できる。

（3） クレジット・デリバティブにおけるコピュラ・アプローチ

デフォルト強度モデルにコピュラ・アプローチを適用してクレジット・デリバ
ティブの WWRをモデル化する場合、Cptyのデフォルトがコピュラ関数を通じて
参照体のデフォルト強度に影響を与えることにより、参照体の生存確率にも影響を
及ぼすことから、一般的に、CDS価値の計算はかなり複雑になる。
..................................
44 w : [0, T ) ×Ω→ Rは、EQ [wt] = 1 (∀t ≥ 0) and

∫ T
0 wt (ω) dF (t) = 1 (∀ω ∈ Ω)を満たす。
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CDS取引（満期 T (= tN > t0)のプロテクションの売り）の時点 t0 における CVA

は次式で表現できる（τc は参照体のデフォルト時刻）。

E
Q

0

[
LGDC1{t0<τc≤T }DF (t0, τc) (V (τc))+

]

� LGDC

N∑

i=1

E
Q

0

[
1{ti−1<τc≤ti}DF (t0, ti)

(
E
[
Π (ti, T ) |Gti

])+],

ただし、Cpty のデフォルト（τC ∈ (ti−1, ti]）を条件とした時点 ti の CDS 価値を
V(ti) = E

[
Π(ti, T ) | Gti

]とする。E [Π(ti, T ) | Gti
]は、時点 ti までの情報（パス）を前

提とした CDSの残余現在価値の和の条件付期待値であり、次式で表現できる（Sは
プレミアム、LGDR は参照体のデフォルト時損失率、Δ j = t j − t j−1）。

E
Q
[
Π (ti, T ) | Gti

]

=1{τR>ti}

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

S

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣−
∫ T

ti

DF (ti, u) (u − ϕ (u)) dQ
(
τR > u|Gti

)
+

N∑

j=i+1

DF
(
ti, t j

)
Δ jQ

(
τR> t j | Gti

)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+LGDR

∫ T

ti

DF (ti, u) dQ
(
τR>u|Gti

)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

,

ϕ (t) := max
{
t j|t j < t, j ∈ {1, . . . ,N}

}
.

(19)

(19)式からも明らかなように、E [Π (ti, T ) |Gti
]の計算には参照体の時点 ti におけ

る（Cptyの）デフォルト条件付生存確率 Q (τR > u | Gti
)

(τC ≤ ti < u ≤ T )が必要と
なる。

Schönbucher and Schubert [2001]は、クレジット・デリバティブの参照体が複数存
在する場合の取引45 において、参照体プールの一部がデフォルトした場合に、生
存している参照体の生存確率について、多変量コピュラ関数を用いて算定するア
プローチを提示した。Lee and Capriotti [2015]は、Schönbucher and Schubert [2001]

のアプローチを参照体が複数であるデリバティブ取引の WWR モデリングに応用
しており、n 体の参照体と Cpty を含めて n + 2 体の企業のデフォルトを考察する
場合に、時点 t (> 0)以前に Cpty を含む k (> 0) 体のデフォルトが生じており、残
りの n − k (> 0) 体は生存しているという条件付きで、生存参照体のうちの 1 主体
R ∈ {1, . . . , n}が u (t < u ≤ T ) 期以降も生存する確率を算定する方法を提示してい
る。一般性を失うことなく、最初の 1～kの参照体（参照体 Rは含まず）が t 時点
以前にデフォルトしていると仮定すれば、参照体 Rの（1～kのデフォルト）条件付

..................................
45 銀行（CVA計測主体）、Cptyおよびデリバティブの参照体 n > 1の合計 n + 2の主体が関与する。
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生存確率は、その条件がない生存確率 γR (u)を用いて (20)式のように表現される。

1{·}1{◦}Q (τR > u| Gt )

= 1{·}1{◦}
E
Q

[
∂kĈ(γ1(t1),...,γk(tk),γk+1(t),...,γR−1(t),γR(u),γR+1(t),...,γn+2(t))

∂u1∂u2...∂uk
|Ft

]

∂kĈ(γ1(t1),...,γk(tk),γk+1(t),...,γn+2(t))
∂u1∂u2...∂uk

, (20)

ただし、1{·}1{◦} := 1{τi=ti≤t for i∈{1,...,k}}1{τi>t for i∈{k+1,...,n+2}}である。なお、右辺の γR (u)は
強調した表記であり、ベクトル等の表記ではない。
ここで、Ĉ (u1, . . . , un+2)はすべての変数に関して微分可能で十分滑らかな (n + 2)

変量生存コピュラ関数を示しており46、γi (t) := exp (−Λi (t)) (Λi (t) =
∫ t

0
λi (s) ds)とし

ている。ただし、(20)式に含まれる偏微分について選択したコピュラが解析的表現
を持たなければ、比較的少数のデフォルト (k)に対しても、その数値計算負荷は大
きくなることに加えて、たとえ選択したコピュラ関数が偏微分に対する解析的表
現を持っていたとしても、(20)式の分子の期待値の計算は、Cptyのデフォルト時
刻（τC）以降も生存している参照体すべてのデフォルト強度のシミュレーションを
伴うため、生存参照体数が多い場合にはやはり計算負荷が大きくなる。(20)式の計
算負荷上の問題点を解決する方法として、Lee and Capriotti [2015]では、確率強度
過程として Black and Karasinski [1991]のモデル、コピュラ関数としてクレイトン・
コピュラを用いることにより、(20)式を良好に近似する数値計算手法を提示して
いる。

CDSのように参照体が 1つの場合に、Cptyのデフォルト時刻を τC = tとすれば、
(20)式は (21)式のように書き換えられる（導出は補論 3を参照）。

1{τC=t}Q (τR > u | Gt) = 1{τC=t}
E
Q

[
∂Ĉ (γC (t) , γR (u))

∂u1
| Ft

]

∂

∂u1
Ĉ (γC (t) , γR (t))

. (21)

このように、参照体が 1つの場合に限れば、数値計算の負担も小さくなり、様々な
コピュラ関数をWWR計測に適用できる可能性がある。

Brigo and Chourdakis [2009]でも CDS 評価において Cpty のデフォルト条件付き
の参照体の生存確率を算定する方法を示しており、2変量コピュラ関数 C(u1, u2) を
用いて、次式のように導ける（導出は補論 3を参照）。
..................................
46 d 変量の同時分布関数 Q (X1 ≤ x1, . . . , Xd ≤ xd) を周辺分布関数 Q(X j ≤ x j) の関数として
Q (X1 ≤ x1 , . . . , Xd ≤ xd) = C(Q(X1 ≤ x1), . . . ,Q (Xd ≤ xd)) と表現するのがコピュラ C(·) であるのに
対し、d 変量の同時生存関数 Q (X1 > x1 , . . . , Xd > xd) を周辺生存関数 Q(X j > x j) の関数として
Q (X1 > x1 , . . . , Xd > xd) = Ĉ(Q(X1 > x1), . . . ,Q (Xd > xd))と表現するのが生存コピュラ（survival cop-
ula）Ĉ(·)である（Nelsen [2006]等を参照）。
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1{ti−1<τC≤ti}Q
(
τR > u | Gti

)

= 1{ti−1<τC≤ti}

e−ΛC (ti−1) − e−ΛC (ti) + EQ

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
C
(
1 − e−ΛR(u), 1 − e−ΛC(ti−1))

−C
(
1 − e−ΛR(u), 1 − e−ΛC(ti)

) | Fti

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

e−ΛC (ti−1) − e−ΛC (ti) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
C
(
1 − e−ΛR(ti), 1 − e−ΛC(ti−1))

−C
(
1 − e−ΛR(ti), 1 − e−ΛC(ti)

)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (22)

ただし、Λ j(t) =
∫ t

0
λ j(s)ds, j ∈ {C,R}であり、{

λ j(t)
}
t≥0 はデフォルト強度を示してい

る。参照体の生存確率の計算には、参照体のデフォルト情報のみならず、Cptyのデ
フォルト情報も取り込まなければならない。(22)式で、e−ΛR(ti) については、デフォ
ルト強度が CIRモデル等の解析的表現が得られるプロセスに従う場合には容易に
計算できるが、e−ΛR(u) (τC < ti < u ≤ T ) を含む (22)式の分子の期待値については、
非整数次フーリエ変換法等の数値計算手法を用いて計算することになる（数値計算
の詳細は、Brigo and Chourdakis [2009]および安達・末重・吉羽［2016］を参照）。

5. WWRのモデル化 III：実務への応用を考慮したアプローチ

本節では、実務（リスク管理、プライシング等）への応用を考慮した、比較的実
装が容易ないくつかの WWRモデル化手法について整理する。

（1） デフォルト強度／確率に関するパラメトリック・アプローチ

Hull and White [2012]および Ruiz, Pachon, and del Boca [2015]では、Cptyのデフォ
ルト強度（または確率）をデリバティブ・エクスポージャーに影響を与える市場変
数の関数としてパラメトリックに定式化することにより、Cptyの信用水準とエクス
ポージャーの相互依存関係を表現している47。彼らのアプローチでは、デフォルト
強度／確率をエクスポージャーに依存させる一方、エクスポージャー自体は Cpty

のデフォルトに影響されない無条件プロセスに従う。
..................................
47 ただし、彼らのアプローチでは、Cptyの信用水準とエクスポージャーの相互依存関係の急激な変化
を表現することができない。このアプローチを用いる場合には、リスク管理上は、ストレス・テスト
等により、急激な相互依存関係の変化によるWWRの顕現化が取引ポートフォリオに与える影響を
別途検証・把握する必要がある。
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イ. Hull and White [2012]のモデル
Hull and White [2012]では、Cptyのデフォルト強度 λC(t)を (23)式のようにパラ
メトリックに定式化している。

λC(t) = exp
(
a(t) + bx(t)

)
, (23)

ただし、bは定数、a(t)は時間に関して確定的な関数、x(t)はデリバティブ価値 V(t)

（= ∑n∈NS vn(t)：Cptyのネッティングは考慮し担保考慮前のポートフォリオ価値）の
変動に影響を与えるような市場変数を示している。Hull and White [2012]では、x(t)

の決定について以下の 3つの方法を提案している。

① x(t)はデリバティブ価値と強い関係がある変数：［例］NSのデリバティブ・
ポートフォリオの価値 V(t)等

② x(t)はデリバティブ価値および Cptyのデフォルト確率の双方に強い関係が
ある変数：［例］Cptyのビジネスと関係がある市場リスク・ファクター（金
の生産者の場合には金価格、他の場合は為替レートや金利等）

③ Cptyのデフォルト確率と強い関係がある変数：［例］Cptyの CDSスプレッ
ド、株価、またはMoody’s KMVのデフォルト距離（distance to default）等

Hull and White [2012]の数値計算例では、①の方法を採用しており x(t) = V(t)と
している。このとき、b > 0の場合、V(t)が増加するほど Cptyのデフォルト確率が
高まるので、WWRを表現できる。モデルのパラメータである bと a(t)は、Cptyの
CDSスプレッド（テナー t）の時点 t0 の市場価値を S C(t)として、評価時点 t0 か
らみたテナー tの生存確率について、(24)式の等式を満たす。

exp

(
−S C (t) t

LGD

)
= E

Q

0

[
exp

(
−
∫ t

0
λC(u) du

)] (
= Q (τC > t)

)
. (24)

WWR の程度を決定する重要なパラメータ b の推定方法として、Hull and White

[2012]は、以下の 2つの方法を提案している。

① 過去データの利用：x(t)と Cptyの流動性が高いテナーの信用スプレッド S (t)

の過去データを収集し、最小二乗法等を用いて次式を満たすように bを推定
する。

ΔλC(t)/λC(t) = bΔx(t), λC(t) � S C(t)/LGD. (25)

このアプローチは、過去において Cpty の信用スプレッドに影響を与えた
ファクターが、将来においても影響を与えるとの制約がある。
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② ストレス・シナリオの利用：この方法では、x(t)および S (t)に関する（スト
レス）シナリオを複数考慮して、その上で (25)式を用いて、bを推定する。
この場合も、シナリオとして過去のストレス時期のデータのみを用いるとき
には①と同じ問題が生じる。

次に、推計された bを所与として、市場で観察される CDSスプレッドの期間構
造にフィットするようにパラメータ a(t)を、(23)、(24)式およびシミュレーション
手法を用いて推計する。(23)式を推計できれば、Q(τC > t | Ft) = exp

(
− ∫ t

0
λC(u) du

)

（パスごとの生存確率）と (7)式より EPEWWR(ti) を算定できる。

ロ. Ruiz, Pachon, and del Boca [2015]のモデル
Ruiz, Pachon, and del Boca [2015]は、WWRおよび RWRのモデル化を取り扱って
おり、双方を合わせて DWR（Directional-Way Risk）と呼んでいる。彼らは、Cpty

のデフォルト確率を以下のように表現している。各変数の定義は、前述イ．と同じ
である。

g(x) := Q (τC ≤ t | x) = 1 − exp

(
−S C (t; x) t

LGD

)
.

ここで xは、Cptyの信用水準と関係を持ち、評価対象デリバティブ（ポートフォ
リオ）価値を駆動する市場で観察可能なリスク・ファクター（株価［株価指数や流
動性の高い個別株価］、為替レート、コモディティ）である。Ruiz, Pachon, and del

Boca [2015]は、g(x)の関数形として、以下の 4つのパラメトリック・モデルを提案
している。

g1(x) = A1xB1 ,

g2(x) = A2 exp(B2x),

g3(x) = A3 + B3 ln x,

g4(x) = A4 + B4x. (26)

彼らは、様々な Cpty（コーポレート、金融機関、ソブリン等）のテナー 1年の
CDSスプレッド（最も流動性のあるテナー t）から逆算されるデフォルト確率を被
説明変数とし、市場リスク・ファクター（株価、為替レート、商品価格等）を説明
変数（x）として、観測期間 5年の週次データについて、以下の回帰式に最小二乗
法を当てはめることで、(26)式のパラメータを推定している。

1 − exp

(
− S C( j)(t; x( j))t

LGD

)
= g(x( j)) + σε( j), (27)
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ただし、εは、平均 0、分散 1の標準化された確率変数である。添字 jは観測期間
の過去データ番号を示している。

Ruiz, Pachon, and del Boca [2015]の実証結果によれば、多くの場合で g1(x)が決定
係数の観点から良好なフィッティングを示しており、g2(x)が続いている。説明変
数（x）の観点からは、株価が多くの Cptyで良好なフィッティングを示しており、
為替レートやコモディティ価格（原油、ガス、金、穀物、アルミニウム）の説明力
が高いケースも多い。ソブリンが Cptyの場合では、為替レートの説明力が高いと
いう結果が得られている。

(27)式よりパラメータが推計できれば、(26)式と (7)式より EPEWWR(ti) を算定で
きる。Ruiz, Pachon, and del Boca [2015]は、xを原資産とする株式、為替およびコモ
ディティの各デリバティブ取引について CVA、当初証拠金、実効 EPE等を算定し
ており、WWR（および RWR）のプライシングおよびリスク管理上の影響の大きさ
を分析している。

（2） デフォルト時ジャンプ・モデル

Redon [2006]およびMercurio and Li [2015]は、Cptyのデフォルト時にデリバティ
ブ価値を駆動する市場リスク・ファクターがジャンプすることでWWRを表現する
「デフォルト時ジャンプ・モデル（jump-at-default model）」を提示している。Pykhtin

and Sokol [2013]では、Cptyがソブリンまたはシステミックな影響を持つ大規模金融
機関である場合に、このアプローチを応用している（本節（4）を参照）48。Mercurio

and Li [2015]では、確定的強度モデルを前提として、比例的ジャンプ（proportional

jump: 株式、為替、商品等）と加算的ジャンプ（additive jump: 金利、信用スプレッ
ド、ボラティリティ等）に分類した上で、WWRを含む CVAの一般的な定式化と実
務への応用を前提とした近似式を提示している。
以下では、Mercurio and Li [2015]で提示されている 2 つのアプローチのうち、

WWR管理上の重要性が相対的に大きいと考えられる為替、株式、商品関連のデリ
バティブ取引のモデル化に適用される比例的ジャンプ・モデルについて紹介する。
比例的ジャンプ・サイズ（定数）を zP、定数強度 λのポアソン過程を N(t)とする。

Cptyのデフォルト時刻は、τC := inf {t ∈ (0, T ] : N(t) > 0}で定義され、市場リスク・
ファクターのジャンプは、Cptyのデフォルト時刻に生起すると仮定する。 MP(t)は
比例的ジャンプ過程（確率測度 Q のもとでマルチンゲール）を示しており、ジャ
..................................
48 デフォルト時ジャンプ・モデルは、Cptyのデフォルト時に必ず市場リスク・ファクターがジャンプ
すると仮定するため、Cptyのデフォルトが特定の市場リスク・ファクターに大きな影響を与えるこ
とが前提となっている。すなわち、ソブリンやシステミックに重大な影響を持つ大規模企業がCpty
として暗黙に仮定されている。
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ンプ後は一定値をとる。
ジャンプ付市場リスク・ファクター（株式、為替、商品等）を XJ(t)とし、ジャ
ンプ無しの市場リスク・ファクターを X(t)とする。このとき、比例的ジャンプ過程
MP(t)は、次のような（確率測度 Qでの）確率過程に従うとする。

XJ(t) := X(t)MP(t), XJ(t0) = X(t0),

dMP(t) = zP1{τC≥t}MP(t−)(dN(t) − λdt), MP(t0) = 1, zP > −1,

MP(t) = (1 + zP1{τC≤t}) exp(−λzP(t ∧ τC)), (28)

ただし、exp
( − λzP(t ∧ τC)

)は、MP(t)をマルチンゲールにするための補正項（com-

pensator）である49。
ここでは、Cptyのデフォルト時に XJ(t) がジャンプすることにより、Cptyの信
用水準の悪化とエクスポージャーの増大を紐付ける。すなわち、ある時点 t のデ
リバティブ（ポートフォリオ）価値を XJ(t)に依存させて V

(
t, XJ(t)

)で表現すると、
(28)式より、WWRを考慮した CVA (CVAWWR)は、以下で表せる。

CVAWWR(t0) = LGDC

∫ T

0
EPEWWR(t, XJ(t)

)
Q(τC ∈ (t, t + dt]),

EPEWWR(t, XJ(t)
)
= E

Q

0

[
DF(t0, t)V

(
t, X(t)(1 + zP) exp(−λzPt)

)+]
,

Q(τC ∈ (t, t + dt]) = λ exp(−λt)dt. (29)

Mercurio and Li [2015]では、(29)式の EPEWWR(t, XJ(t)
)について近似式を導出す

るために、 X(t) について「スケール不変性（scale invariant）」という性質を仮定し
ている。スケール不変性とは、ある時点 t において X(t)を定数倍（α）したとき、
その後の過程を X̄(t) と表記すれば、時点 t より後の任意の時点 s(> t)において、
X̄(s) = αX(s)が成立するような性質である。この性質を満たす X(t)の確率過程とし
て、ブラック＝ショールズ・モデル（幾何ブラウン運動）、Heston [1993]の確率ボ
ラティリティ・モデル、Merton [1976]のジャンプ拡散モデル等が挙げられる。
仮に、(29)式の EPEWWR(t)の式中の exp(−λzPt)に含まれる（時点）t を何らか
の適切な定数時点 τ̄C に置き換えられれば、X(t) のスケール不変性の性質を利用し
て、X(t)のジャンプは t = t0 = 0時点（評価日）に生起したとみなして CVAWWR(t0)

..................................
49 XJ(t)の具体例として、以下のような確率過程が挙げられる。

dXJ(t) = XJ(t−)
[
(r − λzP1{τC≥t})dt + σXdWX (t) + zP1{τC≥t}dN(t)

]
,

dX(t) = X(t) [rdt + σXdWX (t)] , dMP(t) = zP1{τC≥t}MP(t−)
(
dN(t) − λ dt

)
.
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を近似できる。このとき、評価日でジャンプした市場リスク・ファクターの確率過
程を X̄(t) (X̄(t0) = X(t0)(1 + zP) exp(−λzPτ̄C))で置き換えられれば、EPEWWR(t)は以下
のように近似できる。

EPEWWR(t, XJ(t)
)
� EQ0

[
DF(t0, t)V

(
t, X̄(t)

)+]
= EPENo WWR(t, X̄(t)

)
. (30)

すなわち、X(t)のスケール不変性により、XJ(t) に基づいた条件付期待エクスポー
ジャーは、X̄(t) に基づいた無条件期待エクスポージャー（(3)式参照）で近似でき
る。定数時点 τ̄C の選択については、Mercurio and Li [2015]では、(31)式を満たす
定数デフォルト時刻 τ̄C を用いて (29)式を近似する方法を示している。

∫ T

0

[
exp(−λzPt) − exp(−λzPτ̄C)

]
Q
(
τC ∈ (t, t + dt]

)
= 0,

∴ τ̄C =
1
λzP

ln
(1 + zP)

(
1 − exp(−λT )

)

1 − exp
(−(1 + zP)λT

) . (31)

(31) 式の τ̄C を (29) 式に代入すれば、CVAWWR(t0) の近似式を得られる。この
とき、市場リスク・ファクターの初期値を XJ(t0) = X(t0) から XJ(t0) = X(t0)(1 +

zP) exp(−λzPτ̄C)に変えて、WWRを考慮しない CVA（CVANo WWR）の場合と同様の
計算を行えばよい。

Mercurio and Li [2015]は、比例的および加算的両ジャンプ・モデルについて、前
者については為替レートを、後者については金利を例として、ジャンプ・サイズの
推計方法を提案している。例えば、為替レートの比例的ジャンプ・サイズ（zP）に
ついては、市場データにインプライされているジャンプ・サイズの推定方法を示し
ている。これは、Ehlers and Schönbucher [2004]で提案された手法50 であり、同一の
..................................
50 通貨は異なっていてもデフォルト事象を識別するクレジット・イベントが同じであれば、デフォル
ト事象発生時に受け取る通貨のみが異なることから、同一参照体の異通貨 CDSは、参照体デフォル
ト時の通貨変動（ジャンプ）の情報を含んでいると考えられる。Ehlers and Schönbucher [2004]では、
ローカル通貨国がデフォルトした場合に、ローカル通貨国の為替レートは急落（ジャンプ）すると
仮定し、その減価率を z ∈ (−1, 0)とすれば、デフォルトが発生した場合と発生しない場合との間で、
自国通貨建て為替レート FX(t)は、以下の関係を持つと仮定した。

FX(t) | τC=t = (1 + z) × FX(t) |τC>t.

このとき、彼らはローカル国を参照体とするソブリン CDS（ローカル通貨建、自国通貨建）の間に
以下の式が成立することを理論的に示した。

CDSlocal = (1 + z) × CDS domestic.

この関係式を基に、Pykhtin and Sokol [2013]では、2010～12年までの日本のソブリン CDSを対象に、
比率 CDSJPY/CDS USD の時系列データを調べたところ、z = −0.5の周りを変動していることを確認し
た。これは、1998年 8月のロシアや 2002年 1月のアルゼンチンのデフォルト時の（対 USD）ロー
カル通貨の減価率（－50％）とほぼ等しい。
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参照体とマチュリティで、参照体のローカル通貨と異なる通貨建ての CDSが取引
されていれば、それらの気配値の比率から Cptyデフォルト時の（ローカル通貨表
示）為替レートの期待ジャンプ・サイズを推定できる。

（3） ストレス・シナリオを反映した条件付期待エクスポージャー

Turlakov [2013]は、確率的なストレス・シナリオを含む（Cptyのデフォルトの）
条件付期待エクスポージャーの簡便かつ汎用的な計算モデルを提示している51。特
にストレス・シナリオをテール・イベント（代表的にはソブリン・デフォルト）と関
連付ける52 とともに、各テール・イベントと Cptyの信用水準のシステマティック
な関連性の程度を、カップリング・パラメータ（coupling parameter）で定義してお
り、この大きさを分析者が決定することにより、ストレス・シナリオがWWRの大
きさに与える影響を調整できるようにしている。ストレス・シナリオをソブリン・
デフォルトだけでなく、多くのシステミック・イベントに基づいて構築すれば、複
数のシステミック・イベントに基づいた WWRを考慮できる。

Turlakov [2013]では、WWRを、テール・イベントにかかる WWRとそれ以外の
WWRに分類している。テール・イベントの発生時刻を τS として、当該テール・イ
ベントにより誘発された Cptyのデフォルトを条件としたストレス時の期待エクス
ポージャーを EPEStr (t) := E0

[
V(t)+|τC = t, τS = t

]とし、テール・イベントを伴わな
い非ストレス時の条件付エクスポージャーを EPENo Str (t) := E0

[
V(t)+|τC = t, τS � t

]

で表現する。ただし、ここでは時刻を離散的に考えており、τC = t, τS � tは τC と
τS が同一の時間グリッドに含まれないことを示している。これより、(15)式で定
義される最終的な Cpty のデフォルト条件付期待エクスポージャー（EPEWWR）を
EPEStr と EPENo Str の確率加重平均で次式のように表現している。

EPEWWR(t) = Q(τS = t | τC = t)EPEStr(t)

+ (1 − Q(τS = t | τC = t)) EPENo Str(t). (32)

仮に、テール・イベントとしてソブリン・デフォルトを想定し、Cptyがソブリンそ
のものであったとすれば、Q(τS = t | τC = t) = 1となるため、EPEWWR = EPEStr と
なる。
..................................
51 Ernst & Young [2012]のサーベイでは、多くの銀行が、特定の取引について、必要に応じて取引の当
初認識時点において 1回限り（one-off）のリザ－ブとしてWWRに関する会計上の引当調整を行って
いると報告している。この調整は、一般的に、ストレス時におけるポテンシャル・エクスポ－ジャ－
を反映するストレス・テストの方法により算定されている。

52 ソブリン・デフォルトが生じたときに、金利や為替レート、株価等が大きく変動する等。
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市場状況によっては、テール・イベントにかかる効果が既に市場価格に織り込ま
れている可能性があり、EPENo Str は EPEStr の一部分またはすべてを含むと考えら
れる。これに対処するため、Turlakov [2013]は、EPENo Str と EPEstr を滑らかに結
合する内挿（interpolation）手法を提示して、EPEStr(t)を以下のように再定義して
いる。

EPEStr(t) = EPENo Str(t) tanh

(
Q(τS = t)
PDthreshold

)

+ EPEAbs−Str

(
1 − tanh

(
Q(τS = t)
PDthreshold

))
. (33)

(33)式において、EPENo Str(t)は現在の市場価格に反映されている条件付期待エク
スポージャーであり、EPEAbs−Str は、ある一定レベルまでストレスをかけた市場パ
ラメータによって計測した条件付期待エクスポージャーを示している。PDthreshold

は、危機（ストレス・シナリオ）と非危機の境界を識別する閾値となる確率に相当
する。Turlakov [2013]の例では、この閾値はソブリン CDSの 1,000 bpsに対応する
としている。

Turlakov [2013]は、ソブリンと Cptyの関連性の相対的な強さを表現するために、
次式に含まれるパラメータ ζ を導入しており、彼はこれを「カップリング・パラ
メータ」と呼んでいる。

Q(τS = t | τC = t) =
Q(τC = t | τS = t)
Q(τC = t)

Q(τS = t) = ζ Q(τS = t). (34)

(34) 式で、ζ が大きいほど、当該 Cpty とソブリンの間により大きなシステマ
ティックな関連性が存在する（ただし、ζQ(τS = t) ≤ 1を満たす範囲）。もし、Cpty

とソブリンのデフォルトが独立な場合は、Q(τC = t | τS = t) = Q(τC = t)より、ζ = 1

となる53。
以上をまとめると、ストレス・シナリオのもとでのWWRを反映した条件付期待
エクスポージャーの最終式を (35)式のように導出できる。

EPEWWR(t) = EPENo Str(t)

+ ζ Q (τS = t)
(
EPEAbs−S tr − EPENo Str(t)

) (
1 − tanh

(
Q(τS = t)
PDthreshold

))
. (35)

以上で紹介したモデルを前提に、Turlakov [2013]は、ソブリン・デフォルトに関

..................................
53 稀なケースではあるが、Cptyとソブリンのデフォルトが互いに排反な場合（Q(τC = t | τS = t) = 0）に
は、ζ = 0となる。
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する簡単なシナリオのもとで、金利スワップと通貨スワップを対象とした応用事例
を示している。

（4） システミック・エクスポージャー

Pykhtin and Sokol [2013]では、市場全体にシステミックなインパクトを持つ Cpty

（SICs［systemically important counterparties］と呼ばれる）のデフォルトが市場リス
ク・ファクターに与える影響を考慮して54、デフォルト条件付期待エクスポージャー
をモデル化している。彼らは、SICのデフォルトを条件とした WWRを、「システ
ミック（systemic）WWR」と呼び、すべての Cptyを対象としたWWRの分類（一
般WWR、個別WWR）と区別している55。

イ. SICsのデフォルト周りのイベント・スケジュール
Pykhtin and Sokol [2013]では、SICsに対するエクスポージャー計算上考慮すべき
デフォルト周りのイベント・スケジュールとして以下を考慮している56。

① 担保授受の最終日
② 信用損失が確定する日（クローズ・アウト日）
③ デフォルトに関するニュースがリリースされた日（news onset date: NOD）

このうち、①と②の 2日間のインターバルはリスクのマージン期間（MPoR）で
あり、ここでは、δ (≥ 0)で表現する。MPoRの期間中は、Cptyは新たな担保を差
し入れることはないが、取引の価値は市場変動の影響を受けて変動し続けるため、
MPoRの期間中のエクスポージャー変動の適切なモデル化は、Cptyの信用リスク管
理を行う上で非常に重要となる57。NOD（③）は、SICsのデフォルトにかかる市場
..................................
54 Senior Supervisors Group [2009]の報告書では、2007～08年の金融危機において、WWRがシステミッ
ク・リスクの顕現化の大きな要因になったと述べている。

55 自己資本規制で定義されている SIFIsと異なり、Pykhtin and Sokol [2013] で定義している SICsは金
融機関に限定していない。SICsとは、そのデフォルトが金融市場に影響を与え得る Cptyの総称であ
り、ソブリン、大規模金融機関、大規模非金融機関を含んでいる。ただし、過去データによれば、大
規模非金融機関のデフォルト（または、デフォルトに近い状況）は金融市場に甚大なインパクトは
与えていない。

56 一般的な Cptyの信用リスクのモデル化において、デフォルト周りの時間スケジュールを考慮する際
の重要事項として、Cptyの「デフォルト日」がある。ただし、デフォルトを生起させるイベントの
予測不能性や手続き上の係争の可能性により、デフォルト周りの正確な時間スケジュールの定式化
は非常に困難であることが知られている。また、正確なデフォルト日の特定は、Cptyのエクスポー
ジャーのモデルリングを行う上で本質的ではない。

57 MPoRの内部管理上の標準期間は 10日間であるが、自己資本規制（バーゼル III）上では、取引の種
類や係争等の状態によって 5日間から 40日間と幅広く設定されている。
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の混乱が始まった日として認識される58。担保付取引の場合、NODのタイミング
は非常に重要となる。これは、NODからMPoR初日までに取引価値が変動した分
については担保を受け取ることができるので、デフォルト時（＝クローズ・アウト
時）に取引価値がジャンプする場合に比べて、デフォルト時のエクスポージャーは
減少するためである。

ロ. システミックWWRを考慮した信用エクスポージャーのモデル化
（イ） 無担保取引の場合（uncollateralized counterparties）
ソブリンが Cptyの場合の無担保取引（ソブリンは担保差し入れない）は依然と
して多い。無担保取引の場合、デフォルト周辺の時間スケジュール（NOD、MPoR

初日、クローズ・アウト日）はエクスポージャー算定上大きな影響を及ぼすことは
ないため、SICのデフォルトの市場リスク・ファクターへの影響はクローズ・アウ
ト日に一気に「ジャンプ」として顕現化すると仮定できる。このため、無担保取引
のシステミック WWR のシミュレーションは以下のようなステップに従って実行
する（特定の SICのジャンプ幅 βは所与とする）。

1. デフォルトに影響される前の市場リスク・ファクター Xt（プレ・インパクト
値）のパスを特定の確率過程に従ってシミュレートする。

2. 各パスの時点 tk において、エクスポージャーのポスト・インパクト値を得る
ために、市場リスク・ファクターのプレ・インパクト値のパスにジャンプ幅
βXを加える（X → (1 + β)X）。

3. 2.で計算した市場リスク・ファクターのポスト・インパクト値に基づいて時
点 tk の SICとの個々の取引価値 v(tk)を (1)式のように計算する。

4. 各パスの時点 tkにおいて、nというラベルで識別される個々の取引価値 vn(tk)

を (2)式のようにネッティングを考慮し Cptyレベルで集計してポートフォ
リオ価値 V(tk)を算定する。

（ロ） 有担保取引の場合（collateralized counterparties）
Cptyがシステミックな影響を持つ大規模金融機関の場合、一般的には担保付取引
を前提としてエクスポージャー計算を行う。有担保取引の場合には、NOD（tNOD）
からMPoR初日（tCO − δ、tCO はクローズ・アウト日）までのデリバティブ価値の
変動分は MPoR初日に受け取る現金担保（変動証拠金）によってカバーされると
みなし、MPoR初日からクローズ・アウト日（MPoR最終日［tCO］）までのデリバ
..................................
58 NODは、デフォルト日の 1～2週間程度前（リーマン・ブラザーズの場合）または、デフォルト日
と一致（ロシアのデフォルト）の 2 つのケースがある。前者の場合、NOD は、MPoR 初日に先行
するか、一致する場合がある。先行する場合、NODと MPoR初日のインターバルのことを、“news
period”と呼ぶ。
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図 3 デフォルト周辺のイベント・スケジュールと市場リスク・ファクター

ティブ価値変動により担保価値を上回る部分がエクスポージャーとして認識される
ことになる（MPoRを考慮した担保付エクスポージャーの計算方法については補論
4を参照）。したがって、有担保取引の場合、SICs（Cpty）のデフォルトの市場リス
ク・ファクターへの全インパクト（β）が tCO で一気に顕現化するのではなく、NOD

（一般的に MPoR初日より前）を起点として変動し始め、tCO まで継続して変動す
ることになる。

Pykhtin and Sokol [2013]では、NODから MPoR初日までの市場リスク・ファク
ターの変動を考慮しながら、MPoR初日（tCO − δ）の必要担保額の計算を簡便化す
るために図 3 で示されるような “collateral delivery ratio q” を導入している。q は、
SICsのデフォルトの市場リスク・ファクターへの全インパクト（β）に対する NOD

からMPoR初日までの寄与分を表現するパラメータである。例えば、q = 0であれ
ば、MPoR初日までに SICsのデフォルトに関するニュースのインパクトが市場リ
スク・ファクターに全く反映されず、q = 1であれば、その全インパクトが MPoR

初日前に市場リスク・ファクターに反映されることを示している。q の導入によ
り、SICsのエクスポージャーの計算に、NODを考慮する必要はなくなる。つまり、
tCO − δ（MPoR初日）に全インパクト（X → (1 + β)X）のうち、qの割合だけがジャ
ンプにより顕現化し、残りはクローズ・アウト日にジャンプにより瞬間的に顕現
化、または、クローズ・アウト日までにストレス係数 γ (> 1)を用いたストレス時
ボラティリティ γσを考慮したダイナミクスを利用して徐々に顕現化すると仮定す
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る59。以上より、有担保取引の場合においてシステミック WWRを表現するために
必要なパラメータは、β、γおよび qの 3つとなる。
一般的に、モデルのパラメータの推計は、現在の市場データ（市場インプライド）
または過去データのいずれかを用いて行われる。しかし、Pykhtin and Sokol [2013]

によれば、システミック WWR のパラメータを市場インプライドで推計できるの
は、Ehlers and Schönbucher [2004]で提案された、ソブリン CDSの市場気配値にイ
ンプライされているローカル為替レートの減価幅 βを推計する方法に限られてい
る60。他のパラメータについては、過去データに基づくキャリブレーションのみ実
行可能となる。しかし、問題となる SICs（Cpty）が過去にデフォルトしたかデフォ
ルトに近い状態に陥ったかの過去データは、一般に入手困難である。Pykhtin and

Sokol [2013]では、有担保取引の代表的な SICsであるシステミックな影響を持つ大
規模金融機関の場合を取り上げ、2008年 9月のリーマン・ブラザーズのデフォル
ト事象にマッピングする事例を示している61。
β、γおよび qの推計値を所与とすれば、担保付取引のシステミックWWRを反映
したエクスポージャーは、以下のステップで計算できる。

1. 特定の SICのデフォルトに影響される前の市場リスク・ファクター Xt（プ
レ・インパクト値）のパスをMPoR初日グリッド {tk − δ}上でサンプリング。

2. 各パスの各 {tk − δ}において、市場リスク・ファクターのプレ・インパクト
値にジャンプ幅 qβX を加える（X → (1 + qβ)X）。次に、各 {tk − δ}における
ポスト・インパクト値 (1 + qβ)X を始点として、ストレスを加えたボラティ
リティ（γσ）を用いて時点 tk までの市場リスク・ファクターをシミュレー
トする（または、ボラティリティと相関係数は無条件の値を用いて、時点 tk
に残りのジャンプ幅 (1 − q)βを考慮する）。

3. 各パスの各 {tk − δ}において、市場リスク・ファクターのポスト・インパクト
値 (1 + qβ)Xに基づいて個別取引価値 v(tk − δ)を (1)式のように計算し、ネッ
ティングを考慮し Cpty単位で個別取引価値を集計してポートフォリオ価値
V(tk − δ)を (2)式のように算定する。そして、時点 tk − δ のポートフォリオ
価値を時点 tk（クローズ・アウト時）で利用可能な担保勘定 C(tk)（変動証拠
金）とする。

4. 各パスの各 {tk}において、ステップ 2で計算した市場リスク・ファクターの
ポスト・インパクト値を用いて時点 tk における個別取引価値 v(tk)を (1)式の

..................................
59 SICsのデフォルトは多くの市場リスク・ファクターの短期のボラティリティと相関係数を大きく増
加させる可能性があり、tCO − δから tCO までの市場リスク・ファクターのダイナミクスには、スト
レス時のボラティリティと相関係数を考慮する必要がある。

60 5節（2）および脚注 47を参照。
61 Pykhtin and Sokol [2013]の β、γおよび qの推計方法の詳細は、補論 5を参照。

73



ように計算し、(2)式のように Cpty単位でネッティングを考慮した上で集計
してポートフォリオ価値 V(tk)を算定する。これに、ステップ 3で計算した
時点 tk において利用可能な担保勘定 C(tk)を適用して、時点 tk のエクスポー
ジャーを算定する。

6. まとめ

本稿では、CVAにかかる WWRモデル化のアプローチについて、条件付エクス
ポージャーに焦点を当てて、Cptyのデフォルト事象とエクスポージャーの相互依
存関係のモデル化について、最近の研究成果も含めて整理した。

WWR の最大の問題は、ストレス・イベント発生時に Cptyの信用水準とエクス
ポージャーの相互依存関係が平時に比べて大きくしかも急激に変わることによっ
て、銀行のポートフォリオに甚大な損失をもたらすことにある。2007～08年の金
融危機においても CVA にかかる WWR の顕在化により巨額の損失が発生してお
り、その後の国際資本規制においては、WWR管理強化が求められている62。この
ような巨額の損失をもたらす可能性のある WWR をモデル化し、その保有ポート
フォリオへの影響やコストを明示的に認識・把握することで、緊急時の対応性を高
めるとともに経営効率を向上させることは、金融機関の経営管理上も重要となろ
う。一方、WWRは、その顕在化に関する十分なデータの確保が困難であることか
ら、WWRに関するモデルの妥当性や市場整合性を確認する手段がなく、市場のコ
ンセンサスが得られるようなモデルを開発することが困難となっている。このよ
うに、WWRは「モデルの不確実性」に晒されており、それゆえ、WWRに関する
様々なモデル化アプローチについて理解を深め、各手法の利点・欠点を踏まえて保
有ポートフォリオのリスク特性対比で適切なモデルを選択・運用し、WWRの影響
を定量的に把握することは、金融機関のWWR管理上重要となる。

..................................
62 脚注 4を参照。
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補論 1. 構造モデルのもとでのWWRモデリング

企業の資産価値 A(t)が以下の確率過程に従うものとする。

dA(t) = (r − q)A(t)dt + σAA(t)dWA(t), (A-1)

ただし、{WA(t)}t≥0 は企業価値を駆動するシステマティック・ファクターであり標
準ブラウン運動で表現する。ブラック＝コックス・モデルにおいて、デフォルト・
バリアを定数 H > 0としたとき、Cptyのデフォルト確率 Q(τC ≤ t)は以下のように
定式化できる。

Q(τC ≤ t) = Q

(
inf

s∈[0,t] A(s) ≤ H

)

= Q

(
inf

s∈[0,t]

{ (
r − q − 1

2
σ2

A

)
t + σAWA(t)

}
≤ − ln

{
A(0)

H

})

= Φ
( − DD(t)

)
+ exp(−2λθ)Φ

( − DD(t) + 2θ
√

t
)
, (A-2)

ただし、λ = ln
(

V(0)
H

)
/σA, θ =

(
r − q − 1

2σ
2
A

)
/σA, DD(t) = λ√

t
+ θ
√

t である。また、時

点 t > 0のデリバティブ価値 V(t)は、市場変数 X(t)の関数 v(X(t))として表現できる
とし、市場変数 X(t)は標準ブラウン運動 Z(t)に定数ボラティリティ σX とドリフト
μX(t)を加えて X(t) = μX(t) + σXZ(t)とする。
まず、Z(t)がWA(t)と独立な場合、デリバティブ価値 V(t)は、Cptyのデフォルト
事象と独立となるため、デフォルト条件付エクスポージャー EPE(t0)は無条件エク
スポージャーと等しい（h

(
μX(t), σ2

X

)で定義）。

EPENo WWR(t0) = EQ0
[
V(t)+ | τC = t

]

= E
Q

0

[
(v(μX(t) + σXZ(t)))+

]
=: h

(
μX(t), σ2

X
)
. (A-3)

次に、WWRを考慮するため、Z(t)とWA(t)に相関関係がある場合を考える。Z(t)

は、V(t) を駆動する市場リスク・ファクターであり、Cptyの企業価値と連動する
システマティック・ファクター WA(t)に依存する部分と、市場変数固有の変動要因
部分 εZ(t)から構成されると仮定する。

Z(t) = ρAZWA(t) +
√

1 − ρ2
AZ εZ(t), (A-4)

ただし、{
εZ(t)

}
t≥0 は WA(t)とは独立な標準ブラウン運動に従うとする。このとき、

時点 0からみた、デフォルト条件付エクスポージャー EPEWWR(t0)は次式のように
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導出できる。

E
Q

0

[
V(t)+|τC = t

]

= E
Q

0

[{
v
(
μX(t) + σX

[
−ρAZ

√
t DD(t) +

√
1 − ρ2

AZ εZ(t)
])}+

| τC = t

]

= h
(
μX(t) − σXρAZ

√
t DD(t), σ2

X(1 − ρ2
AZ)

)
. (A-5)

ここで、t = τの場合には、V(t) = HおよびWA(t) = −√ t DD(t)となることを考慮し
ている。

(A-5) 式のとおり、WWR を考慮したデフォルト条件付エクスポージャーは、
市場変数 X(t) について企業価値 A(t) との相関関係を調整した後のドリフト
μX(t) − σXρAZ

√
t DD(t)とボラティリティ σX

√
1 − ρ2

AZ を前提とした X(t)に対する修
正分布のもとでの無条件期待エクスポージャーの値と等しい。
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補論 2. コピュラ密度を用いたウェイト関数の解析的表現

本補論では、様々なコピュラ関数 C(u1, u2)のコピュラ密度の解析的表現を示す。
C(u1, u2)については、戸坂・吉羽［2005］の表記を用いると、本稿で用いるフランク、
正規、グンベルの 4つに加え、tコピュラの 2変量コピュラ密度 c(u1, u2) = φs(u1, u2)

は以下のとおりに表せる。

クレイトン・コピュラ密度（パラメータ：α）

c(u1, u2) = (1 + α)(u1u2)−α−1(u−α1 + u−α2 − 1)−1/α−2. (A-6)

フランク・コピュラ密度（パラメータ：δ）

c(u1, u2) = − δe−δu1 e−δu2 (e−δ − 1)
{
(e−δ − 1) + (e−δu1 − 1)(e−δu2 − 1)

}2 . (A-7)

正規コピュラ密度（パラメータ：ρ）

c(u1, u2) =
1√

1 − ρ2
exp

⎛⎜⎜⎜⎜⎝−
ρ2x2

1 − 2ρx1x2 + ρ
2x2

2

2(1 − ρ2)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

x1 = Φ
−1(u1), x2 = Φ

−1(u2). (A-8)

グンベル・コピュラ密度（パラメータ：γ）

c(u1, u2) = exp
( − {(− ln u1)γ + (− ln u2)γ}1/γ ) {(ln u1)(ln u2)}γ−1

u1u2

× {(− ln u1)γ + (− ln u2)γ}1/γ−2 [ {(− ln u1)γ + (− ln u2)γ}1/γ + γ − 1
]
. (A-9)

t コピュラ密度（パラメータ：ρ, ν）

c(u1, u2) =
Γ( ν+2

2 )Γ( ν2 )
(
1 +

x2
1−2ρx1 x2+x2

2

ν(1−ρ2)

)− ν+2
2

√
1 − ρ2

{
Γ( ν+1

2 )
}2 {(

1 +
x2

1
ν

) (
1 +

x2
2
ν

)}− ν+1
2

,

x1 = t−1
ν (u1), x2 = t−1

ν (u2). (A-10)

Böcker and Brunnbauer [2014]の図 2では、コピュラのパラメータについてスピア
マンのロー ρS が ρS = −0.6 となるように各コピュラのパラメータを設定してい
る。そこで、各コピュラのパラメータとスピアマンのロー ρS との関係を表にする
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表 A-1 コピュラのパラメータとスピアマンのロー ρs

備考：表中の Dk(δ)は k次のデバイ（Debye）関数で Dk(δ) = k
δk

∫ δ
0

t
et−1 dtで与えられる。

と、表 A-1のようになる。表 A-1中の ‘—’は解析解がないことを示すため、定義
に立ち返り、

ρS = 12
∫ 1

0

∫ 1

0
[C(u1, u2) − u1u2]du1du2 (A-11)

を数値計算する必要がある。
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補論 3. 強度モデルにコピュラを適用した場合の参照体の条件付生
存確率

本補論では、強度モデルにコピュラを適用した場合の参照体にかかる（Cptyのデ
フォルト）条件付生存確率である本論 (21)、(22)式を導出する。

（1） (21)式の導出

Cpty の時点 t までの生存確率と参照体の時点 u ≥ t までの生存確率はそれぞれ
Q(τC > t) = EQ

[
γC(t)

]、Q(τR > u) = EQ
[
γR(u)

]と書き表せることから、同時生存確率
は、生存コピュラ関数 Ĉ(·, ·)を用いて

Q(τC > t, τR > u) = Ĉ
(
Q(τC > t),Q(τR > u)

)
= EQ

[
Ĉ
(
γC(t), γR(u)

)]
, (A-12)

で表すことができ、(A-12)式を用いて、

Q(τC = t, τR > u) = EQ
[
∂Ĉ(u1, γR(u))
∂u1

∣∣∣∣∣∣
u1 = γC (t)

]
= EQ

[
∂Ĉ

(
γC(t), γR(u)

)

∂u1

]
, (A-13)

となる。このことを踏まえると、本文 (21)式において、参照体の（Cptyのデフォ
ルト）条件付生存確率は以下のように導出できる。

1{τC=t}Q(τR > u | Gt) = 1{τC=t}Q(τR > u | Ft , τC = t, τR > t)

= 1{τC=t}
Q(τC = t, τR > u | Ft)
Q(τC = t, τR > t | Ft)

= 1{τC=t}
E
Q

[
∂

∂u1
Ĉ
(
γC(t), γR(u)

) | Ft

]

∂

∂u1
Ĉ
(
γC(t), γR(t)

) (A-14)

(20)式も同様に導出できる。

（2） (22)式の導出

本論 (22)式において、参照体の（Cptyのデフォルト）条件付生存確率は以下の
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ように導出できる。

1{ti−1<τC≤ti}Q(τR > u | Gti )

= 1{ti−1<τC≤ti} 1{τR>ti} Q(τR > u | Fti , ti−1 < τC ≤ ti, τR > ti)

= 1{ti−1<τC≤ti}
Q(τR > u, ti−1 < τC ≤ ti | Fti)

Q(τR > ti, ti−1 < τC ≤ ti | Fti)

= 1{ti−1<τC≤ti}
Q(UR > 1 − e−ΛR(u), 1 − e−ΛC(ti−1) < UC ≤ 1 − e−ΛC(ti) | Fti)

Q
(
UR > 1 − e−ΛR(ti), 1 − e−ΛC (ti−1) < UC ≤ 1 − e−ΛC(ti) | Fti

) . (A-15)

(A-15)式右辺の分子は、

Q
(
UR > 1 − e−ΛR(u), 1 − e−ΛC(ti−1) < UC ≤ 1 − e−ΛC (ti) | Fti

)

= Q
(
1 − e−ΛC (ti−1) < UC ≤ 1 − e−ΛC(ti) | Fti

)

− Q(UR ≤ 1 − e−ΛR(u), 1 − e−ΛC (ti−1) < UC ≤ 1 − e−ΛC (ti) | Fti
)

= Q
(
UC > 1 − e−ΛC (ti−1) | Fti

)−Q(UC > 1 − e−ΛC(ti) | Fti
)

+ Q
(
UR ≤ 1 − e−ΛR(u), UC ≤ 1 − e−ΛC (ti−1) | Fti

)

− Q(UR ≤ 1 − e−ΛR(u), UC ≤ 1 − e−ΛC (ti) | Fti
)
, (A-16)

と展開される。ここで、参照体と Cpty のデフォルト時刻に関する同時分布を考
えて、

Q(τR ≤ u, τC ≤ t) = C
(
Q(τR ≤ u),Q(τC ≤ t)

)
(A-17)

で定義されるコピュラ関数 C(·, ·)を用いて (A-16)式を整理すると、

Q
(
UR > 1 − e−ΛR(u), 1 − e−ΛC (ti−1) < UC ≤ 1 − e−ΛC(ti) | Fti

)

= e−ΛC(ti−1) − e−ΛC(ti) + EQ
[
C
(
1 − e−ΛR(u), 1 − e−ΛC (ti−1))

− C(1 − e−ΛR(u), 1 − e−ΛC(ti)) | Fti
]

(A-18)

となり、同様に、(A-15)式右辺の分母は、

Q
(
UR > 1 − e−ΛR(ti), 1 − e−ΛC (ti−1) < UC ≤ 1 − e−ΛC (ti) | Fti

)

=e−ΛC(ti−1) − e−ΛC(ti) +C
(
1 − e−ΛR(ti), 1 − e−ΛC (ti−1))−C

(
1 − e−ΛR(ti), 1 − e−ΛC (ti)), (A-19)

となる。
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補論 4. 担保取引とMPoRを考慮した場合のエクスポージャー計算

ここでは、Cptyごとの NSのポートフォリオ価値 V(t) =
∑

n∈NS vn(t)（vn(t)は、NS

に含まれる個々の取引価値）を対象とする。担保契約は片方向（銀行は担保を受け
取るが差し出さない）であり、Hを担保の極度額とし、最低引渡額および当初証拠
金は考慮せず、変動証拠金（現金）のみを考慮する。時点 t をクローズ・アウト日
（MPoRの最終日）とする63。
担保契約がある場合の Cptyへのエクスポージャーは、次式で計算される。

E(t) =
[
V(t) −C(t)

]+
. (A-20)

ただし、[x]+ = max {x, 0}であり、C(t)は銀行の担保勘定を表している（片方向なの
で、C(t) ≥ 0となる）。このとき、クローズ・アウト日における銀行の担保勘定を次
のように定式化する。

C(t) =
[
V(t − δ) − H

]+
. (A-21)

ただし、δ > 0は、MPoRの長さを示しており、t − δは MPoR初日を示している。
(A-21)式を (A-20)式に代入すると、時点 t のエクスポージャー E(t)は次式で表現
できる。

E(t) =

{ [
H + V(t) − V(t − δ)]+ if V(t − δ) > H,
[
V(t)

]+ if V(t − δ) ≤ H.
(A-22)

(A-22)式で示される担保付取引のエクスポージャーをシミュレートするため、基
本的な時間グリッド・ポイント {tk}Nk=1 に加えて、デフォルト前の最終担保受入日
のグリッド・ポイント集合 {tk − δ}Nk=1 を定義する。これより、担保付取引の時間グ
リッド単位は、クローズ・アウト日（tk: MPoRの最終日）およびそれに対応する最
終担保受取日（tk − δ: MPoR初日）の 2時点ペアの集合 {tk − δ, tk}Nk=1 で特徴付けら
れることになる。市場リスク・ファクターはデフォルトの条件無しのプロセスのも
とで、拡張された時点グリッド単位上でシミュレートする（tk［エクスポージャー
計算グリッド］と tk − δ［担保計算グリッド］の双方）。

tk − δ時点でのデリバティブ価値（＝クローズ・アウト日［tk］の担保価値）をサ
ンプリングする方法としては、基本的な時間グリッド・ポイント {tk}Nk=1を 2節（4）
の方法でサンプリングした後、V(tk−1)と V(tk)の間のパスをブラウン橋（Brownian
..................................
63 CptyはMPoR初日（t − δ）とクローズ・アウト日（t）の間のどこかでデフォルトしていると仮定す
る。モデル上は、デフォルト日の特定は本質的ではない。一般的には、デフォルト日をクローズ・ア
ウト日とし、デフォルトと同時にクローズ・アウトすると仮定していることが多い。
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Bridge）で接続することにより V(tk − δ) (= C(tk))を算定する方法がある（tk − tk−1 > δ

を仮定）。担保付取引のシステミック・エクスポージャーの場合のシミュレーショ
ン方法は、本論 5節（4）を参照。
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補論 5. Pykhtin and Sokol [2013]の β、γおよび qの推計方法

Pykhtin and Sokol [2013]では、システミックな大規模金融機関を Cptyとする担
保付デリバティブ取引において、Cptyデフォルトの市場リスク・ファクターへの影
響を示す 3つのパラメータである β（市場リスク・ファクターの期待ジャンプ率）、
γ（市場リスク・ファクターの期待増加率）および q（collateral delivery ratio）を推
定する方法として、リーマン・ブラザーズのデフォルト日（2008年 9月 15日）周
辺のイベント日と関連する実際の市場リスク・ファクター X(t) 変動へのマッピン
グ手法を提示している。彼らは、X(t) の確率過程として幾何ブラウン運動を仮定し
て、NOD（tNOD）の前後の期間に分けて、それぞれの期間について、ドリフト・パ
ラメータ μ（tNOD 後の期間の推計値は μC と表記）とボラティリティ・パラメータ
σ（tNOD 後の期間の推計値は σC と表記）を推計している。tNOD の特定方法として、
リーマン・ブラザーズの Google search volume（出所：Google Trends）により判断す
る方法を示しており、tNOD を 2008年 9月 8日と、デフォルト日（tD）の 1週間前
にしている。また、パラメータ推定上、リーマン・ブラザーズはデフォルト直前ま
で担保の授受を行っていたと仮定して、デフォルト日をMPoR初日（tD = tCO − δ）
としている。MPoR（δ）は、2週間（10営業日）としている。β、γおよび qは以下
の式により推計される。

β =
XC(tCO) − X(tCO)

X(tCO)

= exp
[
(μC − μ)(tCO − tNOD)

] − 1 � (μC − μ)(tCO − tNOD), (A-23)

q =
XC(tD) − X(tD)

XC(tCO) − X(tCO)

=
exp

[
μC(tD − tNOD)

] − exp
[
μ(tD − tNOD)

]

exp
[
μC(tCO − tNOD)

] − exp[μ(tCO − tNOD)]
�

tD − tNOD

tCO − tNOD
, (A-24)

γ =
σC − σ
σ
. (A-25)

ここで、XC(t) := X(tNOD) exp
[
μC(t − tNOD)

]および X(t) := X(tNOD) exp
[
μ(t − tNOD)

]で
あり、本論 5節（4）図 3の tNOD 後のトレンド線（破線）は XC(t)を、tNOD 前のト
レンド線（一点鎖線）は X(t)を示している。
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