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序

物質のミクロな世界における理解は、19世紀末より急速に進展した。新たな実験によっ
てわかった原子や分子の振る舞いの記述や理解には、マクロな世界で使われる古典力学や電
磁気学とは質的に異なる新たな物理学の体系が必要であることが明らかになった。その後、
様々な実験、理論的発展、さらに多くの応用がなされ、量子力学の体系が形成された。量子
力学は、ミクロな世界の物質や物体の運動、変化、構造等にかかわる体系であり、現代物理
学の重要な柱の一つとなっている。ミクロな世界のすべての現象は、量子力学に基礎をおい
て理解される。量子力学は、基礎科学として重要な位置を占めるだけでなく、様々な科学の
応用や技術の展開に必須な分野である。さらに近年、量子論はマクロな世界でも、重要な働
きをしていることが分かってきた。
量子力学の基本は、２０世紀前半、プランク、アインシュタイン、ボーア、デイラック、
シュレーデインガー、ハイゼンべルグ、ドブロイ、等の先人たちによって発展した。量子論
完成への道は、単純ではなく、右余曲折を経て現在の形に至った。その結果量子力学は、古
典力学以上にすっきりした論理体系となり数学的にもきっちりと構成されて現在に至ってい
る。しかしながら、基本的な運動法則と観測・測定、並びに物理量との関係は、直接的では
なく、確率を含む複雑な様相を呈する。これらに関しては、今まで曖昧にしてきた問題点が、
科学・技術や測定方法の大幅な進歩によってきっちりと詰めれる状況になりつつある。この
ため、量子力学に特徴的な複素数を生かした応用や原子・分子等についての新たな理解や応
用等の質的に新しい発展が現在期待されている。
量子力学の体系は、複素ベクトル空間で記述される。物体の位置が、基本の方程式に現れ
る古典力学とは異なり、物理状態を表す複素ベクトルが、複素数を含む基本方程式を満たす。
方程式は、波動方程式であり解は重ねわさせの原理を満たす。本書では、量子力学の説明を、
簡単な問題から始め徐々に複雑な系に進む。座標１次元の物理系の波動方程式を手始めに、
徐々に高次元座標系や複雑な物理系を取り上げる。代表的な物理系に、調和振動子と水素原
子がある。いずれも、解析的な方法を適用して方程式の解を求めることができ、関連する物
理現象は数多い。このため、調和振動子と水素原子の諸問題を十分掘り下げ、調べておくこ
とは、大変有益である。これらの方法は、また他の問題の解法や、量子力学の特徴を理解す
るのに役立つ。
ミクロな世界の物理系の測定は、電磁場による実験でなされることが多い。これは、電荷
や電流と電磁場が、同じ形の普遍的な相互作用をする事実に基礎をおいている。この性質が
あるので、電子は、いかなる状態にあっても電磁場とは同じ形で相互作用する。だから、電
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子を使い電場や磁場の情報を得ることや、逆に電磁波を使い電子の情報を得ることができる。
このためには、”磁場中にある荷電粒子”の量子力学、また様々な近似法、特に攝動論を理
解しなければならない。摂動論の説明は、本書では詳しくなされる。また、他の近似法であ
る準古典近似（ WKB法）や、変分法についても調べる。これらの考察から、量子力学と古
典力学との相違点も明らかになるであろう。
また、散乱問題や、多体問題は、量子力学を使い展開する諸問題の例である。これらを、
学部中に十分使いこなせるようになれば、大変結構であるが、現状ではなかなか時間的に難
しいかもしれない。大学院になってからでもよいから、これらの基本的な事柄については、
十分把握しておくことが必要であろう。最後の章では、量子力学の新しい観点から発展しつ
つある問題である”観測と量子情報”を取り上げる。もしも物理状態を表わす複素数の波が、
直接観測にかかることになれば、計算や情報に使えるかもしれない。その場合、量子力学の
新たな応用の道が開けることになる。これは、困難なことであるが、将来可能になるかもし
れない。
本書の第２章で、量子力学の論理構造を明確に整理した。量子力学は、重ね合わせの原理、
確率原理、正準交換関係、シュレーデインガー方程式を柱として、定式化されている。この
点を、この第２章で、詳しくのべた。数学的な記述が多く具体的でないので、少し戸惑うか
もしれない。第３章以下では、量子力学を具体的な物理系に適用して、それらの物理系の性
質を明らかにしている。そのため、第３章以下を学んだ後で、第２章を復習するのも、有益
であろう。
本書では、波動関数の波としての性質が強調されている。これは、波動としての量子物理
に今まで無視されてきた効果があり、新たな展開が予想されることによる。有限な大きさを
もつ波束は、波動状態でありながら粒子状態を表現するため、不確定性関係の分かり易い説
明に使われてきた。波束について今まで以上の丁寧な議論を加え、さらに、波の特徴をホイ
ゲンスの原理で示した。これらの議論については、いままでの教科書よりも丁寧に説明した。
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第1章 量子力学への道

1.1 古典力学との矛盾
質点や有限な大きさを持つ物体の運動を明らかにする古典力学は、マクロな世界で成立し
ているが、分子、原子、原子核、電子、素粒子の世界であるミクロな世界の記述には適さな
い。ミクロな世界では、原子間隔のような微小なスケールの位置を測定する物差しは存在し
ないので、位置の時間的な発展を追うことはできない。一方で、ミクロな世界では、古典物
理学では考えられない新しい様々な現象が起きている事がわかった。その説明には、古典力
学にはない新しい概念と数学が必要となった。
歴史的に、ミクロな世界の特異な現象として、黒体輻射の光の分布関数、光電効果、原子
の安定性と線スペクトルの存在、等がまず見つかった。これらの説明には、黒体輻射でプラ
ンクが導入した量子仮設、光電効果について量子の考えを拡張したアインシュタインの光量
子、原子の安定性や線スペクトルで量子の考えを電子に使ったボーアの量子条件、等の新た
な量子概念が使われた。量子の考えを、初めプランクが光に適用し、次にアインシュタイン
が光と電子の相互作用に適用し、最後にボーアが原子の内部における電子に適用し、一見不
可解に見える現象の説明がなされた。その後、ハイゼンベルグ、デイラック、シュレーデイ
ンガー等により量子力学が閉じた論理体型として定式化されると共に、量子力学によりミク
ロの世界の諸現象や、様々な物質の構成や性質が解明され、また新たな科学技術の世界が開
かれた。プランクによる量子概念の導入から、量子力学の定式化まで、２０世紀の初めのほ
ぼ３０年間になされた。量子力学が、古典力学に代りミクロな世界を記述する力学である。

1.2 光

1.2.1 黒体輻射

有限な温度で熱平衡にある物理系は、その系に含まれる各物理状態の全体で決る性質をも
つ。例えば、ある温度 T で熱平衡にある輻射（電磁波）のスペクトルは、温度で決まる分布
をもつ。この分布を知ることは重要である。黒く塗った壁で囲まれた箱の内部を温度 T に
保つと、箱の内部に固有な分布の光が充満する。箱から放射されるこの光を観測すると、黒
体の壁と熱平衡にある内部の光の分布が分かる。光の分布は、光のミクロな性質を反映して
いる。
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黒体輻射の測定から、低温での高振動数領域における光の分布関数は、Wienの放射式

P (T, ν) = (
8παν3

c3
)e−

βν
T (1.1)

に従い、高温では低振動数領域における分布関数はRayleigh-Jeansの放射式

P (T, ν) = (
8πν2

c3
)kT (1.2)

に従うことが分かった。低温で高振動数における分布は、有限温度 T においてエネルギーE

を持つ状態の存在確率を表すボルツマン分布

P (T,E) = e−
E
kT (1.3)

を思い出させる。
プランクは、Wienの放射式とRayleigh-Jeansの放射式を統一的に表す低振動数領域から
高振動数領域まで成立する公式として、プランクの放射式、

P (T, ν) = (
8πhν3

c3
)

1

e
hν
kT − 1

(1.4)

を得た。式 (1.4)は、単純なボルツマン分布とは異なる形であり、また、作用の次元を持つ
新たな物理定数 hが含まれている。この物理定数 hは、プランクが導入したのでプランク定
数と呼ばれている。実際、式 (1.4)で、T を小さく νを大きくすると、近似的に

e
hν
kT − 1 ≈ e

hν
kT (1.5)

が成立する。これを代入して、式 (1.4)は

P (T, ν) = (
8πhν3

c3
)e−

hν
kT (1.6)

とWienの放射式に一致する。また式 (1.4)で T を大きく νを小さくすると、近似的に

e
hν
kT − 1 ≈ hν

kT
(1.7)

が成立する。これを代入して、式 (1.4)は

P (T, ν) = (
8πhν3

c3
)
kT

hν
(1.8)

とRayleigh-Jeansの放射式に一致する
このようにして、プランクの放射式は、Wienの放射式とRayleigh-Jeansの放射式を統一
的に表している。
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ところで、式 (1.4)は、一見、ボルツマン分布とは無関係である。しかし、等比級数の公式

x
n=∞∑
n=0

xn =
x

1− x
(1.9)

で公比を

x = e
−hν
kT (1.10)

とすると

x

1− x
=

1

e
hν
kT − 1

(1.11)

となることが分かる。これより、プランクの放射式は有限温度におけるボルツマン分布

P = e
−En
kT (1.12)

で、エネルギーがとびとびの値

En = hνn, n =整数 (1.13)

となる時に得られる式である。nは整数であり、光の個数を表している。古典電磁気学では、
光は波であるため、光のエネルギーは波の振幅の自乗に比例し、振動数にはよらないはずで
ある。しかし、上の結果は、古典電磁気学が示す光の性質とは大きく異なるものであり、ミ
クロな世界における光は、古典電磁気のものとは異なる事を示唆している。

1.2.2 光電効果

アインシュタインは、振動数 νの一つの光は振動数に比例するエネルギー hνを持つとし
て量子の考えを使い光電効果を初めて説明した。
光電効果とは、光が金属に照射されたとき、金属から電子が放射される現象であり、古典
物理学では理解できない性質を示す。光の強度や、振動数を変化させたとき、放射される電
子のエネルギーや総量がどのように変化するかが調べられた。その結果、電子のエネルギー
は、光の強度によらず光の振動数で決まること、並びに、電子の総量は光の強度で決まるこ
とが分かった。電子のエネルギーと振動数の関係は、図のようである。
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古典電磁気学では、光のエネルギーは光の振幅すなわち強度に比例して、振動数には無関
係である。そのため、光電効果は、古典電磁気学が示す光のエネルギーが電子のエネルギー
に変換されるものとは全く異なる事を示している。
これは以下のように考えるとつじつまがあう。
（１）ミクロなプロセスでは、光は振動数に比例するエネルギーを持つこと。

E光 = hν (1.14)

（２）放出電子のエネルギーと入射光のエネルギーの間には関係式

E光 = E電子＋E0 (1.15)

が成り立つこと。E0は電子を金属内から外へ出すための光のエネルギーの最小の値であり、
金属の種類によって異なる。E0は、電子が金属内にあるときのエネルギーであり、金属内に
閉じ込められてエネルギーが低くなっている。電子を、外に取出すためには、少なくともこ
のエネルギーを必要とする。
光のエネルギーが、振動数で決まるとする考えは、N個の光がエネルギー hνN を持つと
した、プランクの量子仮設の考えを光と電子の衝突に拡張したものである。光電効果では、
一個の光のエネルギーが電子のエネルギーに変換される。この際、エネルギー保存則が成立
している。このようにして、古典電磁気学で波である光が、ミクロな世界では、一個、二個、
と個数を考えられる粒子的な性質を持つことが分かった。この粒子的な光を光子と呼ぶ。
黒体輻射や光電効果から、古典物理学では波である光は、ミクロな世界で粒子的な性質を
持つことが分かった。この粒子性の定量的な値をきめるのは、新たな物理定数であるプラン
ク定数 h である。

1.3 電子

1.3.1 干渉

マクロな世界で粒子として振る舞う電子は、ミクロな世界で古典力学では理解できない波
の性質を示す。上に述べたように、電子のミクロな軌道を直接確かめる物差しは存在しない。
しかし、電子の運動を間接的に確かめることは可能である。運動の結果引き起こされる現象
を確かめればよい。その一つの方法は、電子の位置の時間変化を追う代わりに、電子がマク
ロな距離を運動した後で、おおきなスクリーンにあたる現象を調べることである。この際、
電子がスクリーンに衝突するおおよその位置は、測定出来るようにしておく。
以下、小さな穴を通過するミクロな粒子の運動を考察し、次にこれを実際の実験と比較す
る。実験は、古典力学が示すものとは大きく異なることがわかる。
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粒子の位置を x(t)とすると、小さな穴を通過する初期条件を満たす電子の運動は、古典力
学では一意的である。穴と、スリット、並びにスクリーン以外の場所では、粒子に力は働か
ないとみなせる。この場合の運動は、自由粒子のものであり、解は

x(t) = v0t+ x0 (1.16)

で表される等速度運動である。時刻 t = 0で x0にあった粒子は、必ずその延長線上にある。
そのため、スクリーン上では、図-2

のような粒子のスポットが、観測される。

1.3.2 ２重スリットの実験

次に一つの穴の代りに、二つのスリットを通過する粒子の運動を考察する。図 3 のような
２重スリットを通過するミクロな粒子の運動に対して、ニュートンの運動方程式を適用して、
考察しよう。粒子が、２重スリットのどちらを通過したかがわかっている時は、対応する初

期条件を選んだ結果、単スリットの問題と同じになる。そのため、単スリットの結果を使え
ば良い。この場合には、スクリーン上で、図 4 のように二つの粒子スポットが観測されるは
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ずである。
では、粒子が２重スリットのどちらを通過したか調べない時は、スクリーン上でどのよう
に観測されるだろうか？古典力学に基づく場合では、上の場合と同じ結果となり、図 4

で示されているように粒子が観測されることが期待される。しかしながら、パラメーター
が適当である値の場合の実際の実験では、図 5 のようなパターンが測定される。これは、上

の場合と全く異なる。この場合は、ニュートンの運動方程式による解析が使えない。スクリー
ン上には、良く知られた波の干渉と同じパターンが生ずる。例えば、単色光を２重スリット
を通してスクリーンに映す場合のヤングの実験の結果とほぼ等しい。ヤングの実験では、行
路差が波長の整数倍の場合には、光は強めあうが、行路差が、波長の半整数倍の場合には、
光は弱めあい、殆んど見えなくなる。だから、粒子が２重スリットのどちらを通過したか調
べない場合は、粒子は干渉を示し波のように振る舞う。干渉は、波の示す特性のひとつであ
るが、干渉の大きさは、波の波長によって大きく異なる。運動量 pをもつ粒子が示す波とし
ての波長は、プランク定数から、

p = h̄k, k =
2π

λ
(1.17)

となることが、ド ·ブロイにより見つかった。
この際、運動量と波数ベクトルが比例し、プランク定数が比例定数となっている。丁度、
エネルギーと振動数がプランク定数を比例定数として、比例関係にあるのと同じ形となって
いる。波の干渉は、波の波長と２重スリットの間隔との相対的な大きさの比の値によりおき
たり起きなかったりする。波の波長がスリット間隔より遥かに小さい場合は、干渉は起きな
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い。両者がほぼ等しい場合に、干渉が起きる。プランク定数は重要な物理定数の一つで現在、

h = 6.62660693(11)× 10−34JS (1.18)

であることがわかっている。このようにして、古典物理学では粒子として扱われる電子が、
波の特徴である干渉を示すことが分かった。この性質を特徴づけるのは、やはりプランク定
数である。

1.3.3 定在波：原子から放射される光の線スペクトル

古典力学で、引力ポテンシャル中にある質点の運動は、正エネルギー解と負エネルギー解
の２種類に分類される。正エネルギー解の運動では、粒子は無限遠方まで到達するが、負エ
ネルギー解の運動では、粒子は有限領域に束縛されている。ミクロな世界でも、二つの違い
が存在する。前章のスリットを通過する粒子の問題は、正エネルギー解についてであった。
次に負エネルギー解について考えよう。負エネルギー解は束縛状態に対応する。ミクロな世
界の束縛状態は、マクロな物差しより小さい場合、粒子の位置を各時刻で直接測定すること
は出来ない。しかし、このような束縛状態である原子から、光が放射され、観測される。この
光を測定することにより、ミクロな束縛状態についての有益な情報が得られた。アインシュ
タインの光電効果の理論は、振動数 νの光が、ミクロな振動子とみなせエネルギー、

E = hν (1.19)

をもつことを示す。粒子がエネルギー δE失う際、このエネルギーが光に変換されれば、エ
ネルギー保存法則から、出てくる光の振動数 νは、

δE = hν (1.20)

となるはずである。束縛状態から放射される光の振動数を測定することにより、粒子状態の
エネルギーがわかる。ところで、実験は、図 6 のような線スペクトルが存在することを示し

た。さらに、線スペクトルは水素原子の場合では、

δE = c(
1

n2
− 1

m2
), n,m整数 (1.21)

7



のような簡単な関係式を満たしていた。これは、エネルギーが不連続になっていて、特別な
値が実現していることを示唆している。束縛された波が、とびとびの振動数をもつことは、
マクロな弦の振動等で頻繁に観測されることである。例えば、端が固定された長さ lの弦の
振動では、端で変位が零になるように境界条件を満たすのは、波長 λが

λ× l = 2πN (1.22)

を満たす場合だけである。境界条件を満たすとき、弦の振動を解く問題は、微分演算子の固
有値を求める固有値問題と等価となる。原子内に束縛された電子の問題も、何らかの固有値
問題となりそうである。エネルギーがとびとびの値をとることから、原子から放射される光
に線スペクトルがでることが理解出来る。ミクロな世界における電子束縛状態でも、同じこ
とが実現している。つまりマクロな世界の束縛状態では、電子が波のように振る舞う。
ボーアは、半古典的な方法で、断熱不変量が量子条件を満たすことを要請して、この事情
を明らかにした。

1.3.4 ドブロイ波

ミクロな世界における波は、マクロの世界の波である電磁波や、水面波とは大きく異なる。
電磁波では電場や磁場が時間的に振動し、水面波では水面の高さが時間的に振動する。電
場や磁場は、電荷や電流に働く力から直接決まる実数である。勿論、水面の変位は実数で表
され、水面波は実数の変位が振動する波である。電磁波では、電場や磁場が時間や空間と共
に振動しながら伝播する。
ところが、ミクロな世界では、位置の測定は出来ないので、力の測定も出来ない。古典的
な意味での粒子の位置 x(t)を使うことは不可能である。そのかわり、粒子の平均的な位置
や、位置の分布は使える。ミクロな世界の波は、驚くことに複素数の波であり実数の波では
ない。複素数の波の絶対値の二乗が、粒子の分布を与える。ミクロの世界では、複素数が登
場する。位相空間における性質

δp× δq = h̄ (1.23)

はこれらの力学変数が、単純な実数ではなく、ある種の空間における演算子であると共に、
関係式

[q, p] = ih̄ (1.24)

を満たしている事を示唆している。ここで iは純虚数である。また、波の特徴は、その空間
に二つの要素u1,u2があれば、必ずそれらの線形結合した別の要素 vもある事を示す重ねあ
わせの原理

v = z1u1 + z2u2 (1.25)
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が成り立つ事である。係数 z1, z2が複素数であるとき、この空間を複素ベクトル空間と呼ぶ。
ミクロな世界は、複素ベクトル空間で表現され、ミクロな物理状態は、複素ベクトルで表現
される。

1.4 量子力学
ミクロな物理状態を表す複素ベクトルは、時間や空間座標の関数として表すとき、通常、
複素波動関数ψ(x, t)で表す。質量mの粒子が、ポテンシャルU(x)中を運動する際に複素波
動関数 ψ(x, t)が従う波動方程式は、

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) = Hψ(x, t) (1.26)

H =
p2

2m
+ U(x) (1.27)

である。Hは古典力学で現れるハミルトニアンであるが、pと xは単なる実数ではなく、交
換関係を満たす演算子である。この式は、

ψ(x, t) = eiωtψ(x) (1.28)

と時間について振動形の波動関数では、

E = hν, ν =
ω

2π
(1.29)

となり、アインシュタインの関係式と一致する。
交換関係を満たす一つの方法は、xを単なる実数として、pを

p = −ih̄∇ (1.30)

とおくことである。この時、交換関係 (2.109) を満たすことが分かる。さらに、波動関数を

ψ(x, t) = eikxψ(t) (1.31)

と波数 kをもつ平面波として、運動量演算子 pをかけると

pψ(x, t) = h̄kψ(x, t) (1.32)

となり、運動量演算子 pの固有値はドブロイの関係式に一致する。
次に、調和振動子では、

H =
p2

2m
+

1

2
kx2 (1.33)
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であり、波動方程式をといて

ψ(x, t) = ei
E
h̄
tψ(x), E = h̄ω(N +

1

2
) (1.34)

が得られ、プランクの公式に一致するとびとびのエネルギーが得られる事がわかる。
また、２重スリットでは、波動関数はそれぞれの波を重ねあわせた波

ψ(x, t) = ψ1(x, t) + ψ2(x, t) (1.35)

|ψ(x, t)|2 = |ψ1(x, t)|2 + |ψ2(x, t)|2 + 2Re(ψ1(x, t)
∗ × ψ2(x, t)) (1.36)

(1.37)

であり、波動関数の絶対値の２乗に比例する分布は干渉項をもつ事になる。これは、実験で
見えている干渉を示す。
最後に、この方程式を水素原子の束縛状態に適用して、波動方程式の解を求め、エネル
ギーが

E = c
1

n2
, n整数 (1.38)

と得られる。これは、水素原子から放射された光の線スペクトル (1.21)の結果と一致する。
このようにして、ミクロの世界の異常に見えたすべての結果が再現される。ミクロの世界
は、ニュートンの運動方程式ではなく、この波動方程式（Schroedinger方程式）で記述され
ている。

1.5 自然の成り立ち
これまでいくつかのミクロな現象に古典力学を適用すると、これらの現象が説明出来ない
ことから、新たな力学として量子力学形成されてきた歴史を簡単に見てきた。
量子力学が形成された後、量子力学を適用することで沢山の新たな事柄が、わかった。そ
の多くは、本教科書の範囲外であるため、詳しく説明する余地は本書にはない。しかしこれ
らについて簡単に触れておく事は、有益である。

1.5.1 原子

原子はもともと、物質の基本的構成単位と考えられていたので、構造のない単純なもので
あるとみなされていた。ところが、19世紀の終りから 20世紀のはじめにかけて、原子が構
造を持つとする考えや、実験結果がでてきた。原子が構造を持つならば、何らかの内部の変
化や運動が考えれられる。当時古典力学や古典電磁気学等の古典物理学しかなかったので、
長岡やラザフォードは、古典物理学にもとずいて原子模型を考えた。古典力学や古典電磁気
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学を使うと、原子の内部の電子が徐々にエネルギーを失い最後に点になってしまうという原
子の不安定性という困難がでてくる。だから、原子模型はすぐには受け入れられなかった。
その後、ミクロな世界では古典物理学は適用出来ずに、新たに発展した量子力学が適用され
ることが判明した。量子力学を使うと、原子は安定であり、困難は消えた。
ラザフォードは、α粒子をビームにして、物質を標的にした散乱実験を行ない、物質を構成
する原子についての情報を得た。ビームのα粒子が、原子に衝突した後大きな角度で反射す
る現象を見つけ、中心に重い芯をもつ原子構造に到達した。この原子模型では、原子は、中
心に正電荷を帯びた原子核があり外を原子核の電荷と同じ個数の負電荷を帯びた電子が回っ
ている。電子の数は、元素の種類により、異なる。水素では一個、ヘリウムでは２個、リチ
ウムでは、３個と続く。正電荷と負電荷の間に働く力は、電気的なクーロン力である。マク
ロな世界で、電荷間にクーロン力が働くことは、古典電磁気学でわかった。ミクロな世界で
も、電荷間にクーロン力が働く点では、マクロな世界と同じである。クーロン力が働いた時
の運動が、マクロな世界とミクロな世界で大きく異なる。ミクロな世界では、電子は波動と
して振る舞う。波動方程式の定常解として原子内の電子の状態が記述され、このとき、原子
は、上で述べた不安定性をもたない。長岡やラザーフォードの原子模型は、古典力学で扱う
と矛盾を引き起こし、間違った模型であることになるが、量子力学で扱うと実験結果や、自
然現象を説明した正しい模型であることが明らかとなった。

1.5.2 金属と絶縁体

沢山の原子が結合して出来ている固体は、通常金属か絶縁体である。金属内では定常的な
直流電流が流れるが、絶縁体内では定常的な直流電流はあり得ない。また、金属は、熱を伝
導しやすいと共に表面が光沢をもち光を反射する。一方、絶縁体は、光沢をもたず光を反射
しないで熱の伝導も良くない。同じ原子が沢山集まって構成されているにも拘らず、このよ
うな違いが生ずるのは何故だろうか？この違いの起源は何だろうか？
原子が沢山集まって金属や絶縁体が形成される機構や、上の性質は、ミクロな世界の力学
である量子力学で初めて理解されるものである。この際、特に電子が重要な役割をになって
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いる。すべての原子に含まれる電子は、すべて同じ粒子であり区別することは出来ない。沢
山の同種粒子が関与する量子効果から、沢山の原子が集まり金属や絶縁体が形成され、同時
にこれらの多様な性質が発現する。

1.5.3 半導体

半導体は、金属と絶縁体の中間的な性質をもつ固体であり、量子力学を適用して初めて性
質が理解でき、また現代の様々な電子機器に応用されている。電子の運動が直接影響を及ぼ
している

1.5.4 原子核

原子核は、原子の中心にあって原子の質量の大部分をになう小さな物体であり、陽子と中
性子の結合体で大きさは約 10−15cmである。各元素ごとに、原子核を構成する陽子と中性子
の数は決まっている。例えば、水素の原子核は陽子、ヘリウムの原子核は２つの陽子と二つ
の中性子、リチウムの原子核は３個の陽子と３個の中性子等から構成されたものが主な原子
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核である。しかし、一つの陽子と一つの中性子が結合した重水素、陽子２個と中性子 1個か
らなるヘリウム３、等異なる数の中性子が結合した同位体の原子核が沢山ある。これらの物
理系の理解は、量子力学で可能である。
ただし、陽子と中性子の間には、短距離力である核力が働いている。核力は、引力の場合
も斥力の場合もあるが、極めて強い力である。そのため、近似的にポテンシャルで表せるが、
厳密にはポテンシャルで表しきれない多体効果を含む。多体効果から、相互作用により、粒
子が生成されたり消滅したりして、粒子数が変化する。このようなプロセスは、異なる粒子
数の状態を統一的に扱う量子力学的方法で、調べられる。

1.5.5 素粒子

素粒子は、最も基本的な物質の構成要素である。特殊相対性理論は、光速に近い速度で運
動する物体の運動は、古典的な運動とは異なることを教える。物体の静止エネルギーと同じ
程度の大きさのエネルギーが関与するミクロな物理では、相対論的な量子力学が必要であ
る。素粒子の物理を扱うには、相対論と量子論との両方を取り入れ、さらに粒子数が変化す
る多体効果を含む方法が必須である。現在の素粒子には、レプトンとクオーク、並びに 3種
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類の相互作用（力）を媒介する粒子である光子、弱ボソン、グルーオン、が知られている。
レプトンには、電子、電子ニュートリノ、ミューオン、ミューオンニュートリノ、タウ、タ
ウニュートリノの６個があり、クオークには、u-クオーク,d-クオーク,c-クオーク, s-クオー
ク,t-クオーク,b-クオークの 6個がある。
現在、基本的な相互作用として、電磁気相互作用、弱い相互作用、強い相互作用、重力、
の４種類が知られている。重力以外の相互作用を媒介する素粒子はスピン１をもつゲージ粒
子とよばれる粒子であり、それらの存在も確認されている。
素粒子の多くは、有限の質量をもつ。例えば、電荷をもつ３個のレプトンで、電子は質量

0.5MeV/c2 をもち、ミューオンは 100MeV/c2、タウは 1.3GeV/c2をもつ。他の素粒子も、
それぞれ異なる質量をもっている。質量の起源も、ヒッグス粒子とよばれる一つの素粒子が
になっている。ただし、ヒッグス粒子は実験的には、まだ検証されていない素粒子である。

1.5.6 宇宙

宇宙は、自然界における最も大きな構造であり、大きな質量をもつマクロな世界に属する。
大きな質量をもつマクロな物体の間に働く力としては、重力相互作用が最も大事である。例
えば、太陽系における惑星の運動は、万有引力の法則に従い古典力学で決定される。しかし
ながら、宇宙における諸現象の素過程は、原子、分子、原子核、素粒子等の間の反応であり、
これらの理解には、量子力学が不可欠である。特に、宇宙の初期は、高温高密度であったと
思われるので、この領域では、量子力学が重要な働きをしている。例えば、宇宙初期に生成
された光は、ほぼ正確なプランク分布を示している。
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1.6 問題
問題１

ミクロな世界が。古典力学では記述できないことを示す現象をあげて、古典力学に基づく
予想と量子力学の結果を比較すると共に、実際の現象を説明せよ。

問題２

ボーアが適用した方法は、古典力学の枠組みに新たな量子化条件を付加した事である。こ
の結果、古典力学では説明できない原子の不連続スペクトルを導く事に成功した。得られた
エネルギー準位から計算された光のスペクトルは、さらに実験で観測されたものに一致する
ことを明らかにした。
１。物理系のパラメーターをゆっくり変えた時、不変に保たれる物理量を断熱不変量とい
う。例えば、質量mで、ばね定数 kの振動子の運動は、ラグランジアン L

L =
m

2
(ẋ(t))2 − k

2
x(t)2 (1.39)

で記述される。ここで、ばね定数 kを、定数ではなく時間とともにゆっくり変動させる。こ
の時、エネルギーE = m

2
ẋ2 + k

2
x2は不変ではないが、一周期で積分した作用積分

I =
∮
dxp, p =

√
E − k

2
x2 (1.40)

は、断熱不変量である。これを、示せ。
２。上の Iが、ある定数の整数倍であるとすると、エネルギーが飛びとびの値になること
を示せ。

問題３　水素原子の断熱不変量

水素原子は、ラグランジアン

L =
m

2
(
d

dt
x⃗(t))2 − α

1

r
(1.41)

で表される。球座標では、

L =
m

2
(ṙ2 + r2θ̇2 + r2sin θ2ϕ̇2)− α

1

r
(1.42)
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である。力学変数 r、θ、と ϕに共役な正準運動量は、

pr =
∂

∂ṙ
L = mṙ, (1.43)

pθ =
∂

∂θ̇
L = mr2θ̇, (1.44)

pϕ =
∂

∂ϕ̇
L = mr2θ2ϕ̇ (1.45)

負エネルギー解で表される束縛状態に対して、断熱不変量を計算せよ。

問題４　コンプトン散乱

振動数 νの光は、運動量 hν/cとエネルギー hνを持つ粒子とみなせる事を使い、振動数 ν

の光と、運動量m v⃗
(1−v2/c2)1/2

、エネルギー mc2

(1−v2/c2)1/2
の電子との衝突をコ古典力学で調べる。

(1)散乱される光の波長のずれを求めよ。
(2)光と反跳電子の散乱角を求めよ。
(3)反跳電子の運動エネルギーを求めよ。

問題 5　光電効果

振動数 νの光は、エネルギー hνを持つ粒子とみなせる事を使い、振動数 νの光が金属の
表面に衝突して出てくる電子の運動エネルギーと速さを計算せよ。ただし、光のエネルギー
はすべて電子の運動エネルギーに転換されるとし、光の波長は 2000オングストロームとす
る。電子のエネルギーは mc2

(1−v2/c2)1/2
である。

問題　 6　ドブロイ波

運動量 pの粒子は、ドブロイ波長 λ = h/pの波でもある。次の粒子のドブロイ波長を計算
せよ。
(1)エネルギーが１５ＫｅＶの電子
(2)速さが 2× 108M/Sの陽子
(3)温度 300Kで熱平衡にある陽子。ただし、陽子のエネルギーは 3/2kT とする。
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第2章 量子力学の体系

ミクロな世界を記述する量子力学は、古典力学とは全く異なる形の極めて首尾一貫した論
理体系として構成されている。本書は、量子力学の体系を、第一原理、第二原理、第三原理、
並びにそれらと関連して重要な役割を演ずる重ね合わせの原理を柱とする標準的な方法をと
る。重ね合わせの原理はミクロな世界が複素ベクトル空間で表現されることを示し、第一原
理は二つの状態ベクトルの内積はそれらの状態間の確率振幅を与えることを示す。そして、
第二原理は、正準座標と正準運動量が複素ベクトル空間における特殊な演算子であり、いか
なる場合も、これらの間の交換関係が純虚数になり、大きさが量子論に固有の基本物理定数
であるプランク定数で決まる、いわゆる正準交換関係が成立することを示す。最後の第三原
理は、状態ベクトルの時間発展が、Schroedinger方程式で決まる事を示す。
量子力学の体系と古典力学の体系との大きな違いは、物理状態の表現方法にある。古典力
学で質点の物理状態は、位置座標や運動量で表され、質点の運動は時間に依存して変化する
位置座標や運動量で記述されている。これらの変数の時間に対する変化率が、運動法則の基
本をなす運動方程式で決まる。質点の場合、運動方程式は、質量、位置や速度の変化率、と力
の間の普遍的な関係式であり、一つの物理系は、一つの力とその力をもつ運動方程式で記述
され、その物理系が示す様々な運動は、同じ運動方程式のことなる解として求まる。ところ
が、量子力学では、質点の物理状態は複素ベクトル空間の要素である複素ベクトルで表現さ
れる。物理状態に複素ベクトル空間の複素ベクトルが対応し、物理状態の情報は、複素ベク
トルで表される。複素ベクトルの時間変化が、運動法則の基本をなす方程式、Schroedinger
方程式、で決る。一つの物理系は、一つの複素ベクトル空間で表され、その物理系が示す様々
な運動状態は、同じ Schroedinger方程式のことなる解として求まる。このように、古典力
学では、時間の関数である位置座標や運動量が物理情報を担う。これらは、観測して簡単に
決まり、運動の法則は、これら物体の位置や運動量が満たす方程式であるニュートンの運動
方程式で表されている。一方、量子力学では、質点の物理状態を表すのは、複素ベクトルで
あり、複素ベクトルの時間変化は、Schroedinger方程式、で表される。Schroedinger方程
式から物理状態の時間発展の様子が決るが、複素ベクトルは直接観測されるわけではない。
観測される物理量である観測量は、後で詳しく説明されるように、複素ベクトルとその複素
共役の積で表される。さらに、この関係には確率が伴う。これらの関係は、理解しにくいも
のである。観測量、物理量、並びに運動法則の間の関係が、量子力学と古典力学とで大きく
異なっている。
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2.1 重ね合せの原理
ミクロな世界を記述する複素ベクトル空間では、複数のベクトルの線形結合が、必ず同じ
複素ベクトル空間に属する。つまり、物理状態は重ね合わせの原理を満たす。重ねあわせの
原理は、波動現象に特徴的な性質であり、ミクロな世界の諸現象は、波動現象として理解さ
れる。量子力学の波動では、複数の物理状態を複素数を係数として重ねあわせた状態が必ず
存在する。このように、係数として複素数を使う線形結合が同じ空間に属する空間を複素ベ
クトル空間とよび、量子力学は複素ベクトル空間で表現される。ミクロな世界が、波動現象
を示すため、複素ベクトルの代りに、波動関数なる名称が頻繁に使われる。
２章の２重スリットを波が通過する現象を考えよう。水面波、電磁波、光、等の波や、ま
た２章で考察した電子が、二つのスリットを通過してスクリーンに達するとき、それぞれの
スリットを通る波の重ねあわされた波が実現する。これら二つのスリットを通過して重ねあ
わされた波は、スクリーン上で複雑な干渉縞の模様を示す。水面波の場合は、波となるのは、
水面の変位であり、実数である。同様に、電磁波の場合も、実数である電場や磁場が波とし
て振る舞う。しかし、量子力学の波は、実数ではなく複素数である。測定器により観測され
る値は、複素数ではなく実数である。このため、後で述べるように、量子力学における観測
値と、複素数である波動関数の関係は、量子力学に固有な形をとる。
少し数学的になるが、次章に複素ベクトル空間の性質をまとめておこう。これらは、波動
関数が従う性質、方程式や、波動関数を含む空間の性質をしめしている。

2.1.1 複素ベクトル空間

複素ベクトル空間の要素である波動関数は、複素数の関数である。この点、量子力学の世
界は、実数だけで物理法則が表される古典理論とは、大きく異なる。いま一つの物理系P を、
一つのベクトル空間 V で表すことにし、空間 V の要素を vとする。この空間で、任意の二
つの要素 v1, v2と任意の二つの複素数 c1, c2が与えられた時、それらの線形結合が同じ空間
に属する、すなわち

v1 ∈, v2 ∈ V → c1v1 + c2v2 ∈ V (2.1)

が満たされるとき、この空間を複素ベクトル空間とよぶ。
ベクトル空間の簡単な例として、質点の位置ベクトルの集合がある。これは、実数のベク
トルの集まりである実ベクトル空間であり、実数を係数とする任意の二つのベクトルの線形
結合が同じ空間に属している。実ベクトル空間は、実数ベクトルの集合であり、複素ベクト
ルの集合である複素ベクトル空間とは異なる性質を持つ。一つの平面上のすべての位置ベク
トルの全体が作る空間では、二つのベクトル r⃗1, r⃗2と二つの実数により構成された線形結合

x1r⃗1 + x2r⃗2 = r⃗ (2.2)
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は明らかに同じ空間に入っている。
線形独立
複数のベクトル v1, v2, v3, v4, · · · , vnが、線形独立であるとは、これらのどのベクトルも、
他のベクトルの線形結合として表せない、事である。
別の表現として、既知のベクトル V1, v2, · · ·から、係数 c1, c2, · · · を決める線形方程式

c1v1 + c2v2 + · · · cnvn = 0 (2.3)

の ci(i = 1, n)のすべての解が

c1 = c2 = · · · = cn = 0 (2.4)

と零になる場合だけであるとき、これらのベクトル v1, v2, v3, v4, · · · , vnは、線形独立である
という。
二つの表現は同等である。これを示すため、逆に、上の方程式を満たす零でない係数解が
少なくとも２個あるとして、それらを c1, c2としよう。この時、

c1v1 + c2v2 + · · · cnvn = 0 (2.5)

c1 ̸= 0, c2 ̸= 0 (2.6)

から、

v1 = − 1

c1
(c2v2 + · · · cnvn) (2.7)

となり、ベクトル v1は他のベクトルの線形結合となっている。よって上の二つの記述が、同
等であることがわかる。
ベクトル空間の次元
線形独立なベクトルの個数の最大値を、そのベクトル空間の次元とよぶ。次元 n の一つの
ベクトル空間では、適当に選んだ n個のベクトルを含む線形方程式

c1v1 + c2v2 + · · · cnvn = 0 (2.8)

の解が、

c1 = c2 = · · · = cn = 0 (2.9)

となるが、

c1v1 + c2v2 + · · · cn+1vn+1 = 0 (2.10)

の解が、

c1 = c2 = · · · = cn = cn+1 = 0 (2.11)
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となるわけではない。いま

cn+1 ̸= 0 (2.12)

とする。すると、両辺を cn+1で割り、

vn+1 = − 1

cn+1

(c1v1 + c2v2 + · · · cnvn) (2.13)

が得られる。このように、一つのベクトル vn+1が他のベクトルの線形結合で表されている。
例えば、平面上の位置ベクトルのなす空間では、平行でない２個のベクトルは、線形独立で
あり、また他の３個目のベクトルは、これらの線形結合で表される。よって、この空間は二
次元ベクトル空間である。
内積
ベクトルは単なる数ではない。だから、ベクトルは直接そのままで観測量と結び付くわけ
ではない。ベクトルから構成される実数が、観測量に結び付く。２個のベクトルから、内積
で一つの複素数を定義することが出来る。複素ベクトル空間の場合、２個のベクトル uと v

の内積は、ベクトル uの成分の複素共役とベクトル vの成分の複素共役を使い

(u, v) =
∑
i

ūivi (2.14)

と定義され、特殊の場合を除いて一般に複素数である。内積は、分配法則

(u, c1v1 + c2v2) =
∑
i

ci(u, vi) (2.15)

(c1u1 + c2u2, v) =
∑
i

c̄1(ui, v) (2.16)

を満たしている。
内積が零となるとき、

(u, v) = 0 (2.17)

二つのベクトル u, vは直交している。
一つのベクトル同士の内積は、実数となり、また正か零であり、

(u, u) ≥ 0 (2.18)

となっている。ここで等号が満たされ

(u, u) = 0 (2.19)

となるのは、

u = 0 (2.20)

20



の場合に限られる。
単位ベクトル
n次元空間で、大きさが１で、互いに直交するｎ個のベクトル ei, i = 1, nは、

(ei, ej) = 0, i ̸= j (2.21)

を満たすと共に、規格化の条件

(ei, ei) = 1, i = j (2.22)

を満たす。二つの条件を、クロネッカーの記号でまとめて、

(ei, ej) = δi,j (2.23)

とあらわせる。このようなベクトルを、規格化直交ベクトルとよぶ。この空間の任意のベク
トル uは、

u =
n∑

i=1

ciei (2.24)

と規格化直交ベクトルの線形結合で表され、係数が

(ej, u) =
n∑

i=1

ci(ej, ei) (2.25)

=
n∑

i=1

ciδi,j = cj (2.26)

とベクトルの内積となる。この係数をベクトルの成分という。

2.1.2 ブラ ·ケット

複素ベクトル空間のベクトルを表すのに、デイラックのブラ ·ケット記号が便利である。
通常、波動関数は、複素数ψで表わす。複素数ψは、座標や時間の関数である。この表記
法では、波動関数 ψ1と波動関数 ψ2の内積は∫

dxψ∗
1(x)ψ2(x) (2.27)

と積分で計算される。内積の定義にいつも、積分記号、体積要素、波動関数の複素共役と波
動関数の積等の複数の操作や、演算が必要であり、結構面倒である。もっと、簡便に内積や、
ベクトルを表わす方法はないだろうか？それが、デイラックのブラ ·ケット記号である。
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デイラックのブラ ·ケット記号では、複素数の波動関数の代りに、先ずベクトルの集まり
からなる抽象的な空間を考える。この空間の要素は、単純な数であるとは限らない。そのた
め、要素を、一般的な表記

|ψ⟩ (2.28)

で表わしケットベクトルとよぶ。ケットベクトルの複素共役ベクトルは、やはり抽象的なも
のであるが、反対の括弧の形、

⟨ψ| (2.29)

で表しブラベクトルとよぶ。そして、二つのケットベクトル |ψ1⟩と |ψ2⟩との内積は複素数
であるが、二つの内積をブラケット (括弧)

⟨ψ1|ψ2⟩ (2.30)

と表現する。つまり、ケットベクトル |ψ1⟩、|ψ2⟩は一つの抽象的な空間の要素であり、また
ブラベクトル ⟨ψ1|、⟨ψ2| は、ケットベクトル |ψ1⟩、|ψ2⟩と複素共役な抽象的空間の要素であ
り、もとの空間の要素と複素共役な空間の要素の一対から、内積を定義する。内積は複素数
であり、必ず一対の組から定義される。このようにブラベクトルとケットベクトルをこの順
に並べるだけで、内積になると決めておくと、内積には、積分記号も、複素共役の記号もい
らない。そのため、簡単に表記できる。以上がデイラックのブラ ·ケットの決まりである。
デイラックのブラ ·ケットの表記では、ケットベクトルの集合が、物理状態の集合と対応
している。いま無限次元空間で、一つの規格化直交ベクトルの集合を

{|un⟩}, n = 1, 2, 3, · · · ,∞ (2.31)

とし、それらの内積は

⟨un|um⟩ = δnm (2.32)

と規格化されているとする。一つのケットベクトル |ψ⟩をこの規格化直交ケットベクトルの
線形結合で

|ψ⟩ =
∑
n

cn|un⟩ (2.33)

と展開しよう。ケットベクトルの展開には、ケットベクトルしか表れない事に注意が必要で
ある。すると展開係数は、両辺に左からブラベクトル ⟨um|をかけブラケットとして、上の
規格直交性を使い

⟨um|ψ⟩ =
∑
n

cn⟨um|un⟩ = cm (2.34)
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となることがわかる。また、この結果を上の式に代入して

|ψ⟩ =
∑
n

cn|un⟩ =
∑
n

|un⟩⟨un|ψ⟩ (2.35)

が得られる。さらに、状態ベクトル |ψ⟩が任意であることより、ケットベクトルとブラベク
トルをこの順に並べた演算子が、 ∑

n

|un⟩⟨un| = 1 (2.36)

となる。このように規格化直交ベクトル全体で任意のベクトルを展開できるとき、全体で完
備系をなすという。これ以降、デイラックのブラ ·ケットの表記法を使う。ケットベクトル
|u⟩とブラベクトル ⟨v|を、この順にならべた

O = |u⟩⟨v| (2.37)

は演算子であり、ケットベクトル |ψ⟩にかけた時、結果はケットベクトル

O|ψ⟩ = |u⟩c (2.38)

c = ⟨v|ψ⟩ (2.39)

になり、ブラベクトル ⟨ψ|にかけた時、結果はブラベクトル

⟨ψ|O = d⟨v| (2.40)

d = ⟨ψ|u⟩ (2.41)

になる。

2.1.3 演算子

物理状態が、複素ベクトルで表される量子力学では、物理量は複素ベクトル空間における
Hermite演算子で表される。質点の場合、物理量としては、位置、運動量をはじめとして、
エネルギー、角運動量等であり、これらは位置座標と運動量の適当な積から構成される。

2.1.4 線形演算子

複素ベクトル空間における演算子は一つのベクトルを一つのベクトルに変換する。変換H

が線形であるとき、すなわち任意のベクトル |ui⟩, i = 1, 2に対して

H|ui⟩ = |vi⟩(i = 1, 2) (2.42)

H(c1|u1⟩+ c2|u2⟩) = c1|v1⟩+ c2|v2⟩ (2.43)
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が満たされるとき、この演算子Hを線形演算子という。線形演算子は、一つのベクトルを一
つのベクトルに変換するので、内積

⟨uβHuα⟩ = (Hβ,α) (2.44)

で特徴付けられる。これは、行列の β, α成分とみなせる。
演算子の和と積
二つの線形演算子、H1とH2があるとき、それらの和や積

H1 +H2 (2.45)

H1H2 (2.46)

は、任意のベクトル |u⟩に対して

(H1 +H2)|u⟩ = H1|u⟩+H2|u⟩ (2.47)

H1H2|u⟩ = H1(H2|u⟩ (2.48)

で定義される。一般の線形演算子の和と差では、

(H1 +H2)|u⟩ = (H2 +H1)|u⟩ (2.49)

H1(H2|u⟩) ̸= H2(H1|u⟩) (2.50)

となるので、

H1 +H2＝H2 +H1 (2.51)

H1H2 ̸= H2H1 (2.52)

となる。これを、演算子の和は可換であるが、積は非可換であるという。ただし、例外的に、
二つの演算子の積が、可換になることはある。また、後で詳しく述べるように、非可換な性
質は交換関係

[H1, H2] = H1H2 −H2H1 (2.53)

で特徴付けられる。
Hermite演算子
行列HのHermite共役H†は、

H†
β,α = H̄α,β (2.54)

と各成分の転置の複素共役をとった行列の事であり、各成分が元の成分と等しくなる時、す
なわち関係式

H̄α,β = Hβ,α (2.55)
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を満たすとき、行列をHermite行列とよぶ。Hermite演算子は、量子力学で特に重要である。
Hermite行列の例は、H11、H22、H33を実数とした 3× 3行列

H =


H11 H12 H13

H∗
12 H22 H23

H∗
13 H∗

23 H33


である。
和と積
H1, H2がHermite行列であるとき、和は

(H2 +H1)
† = H2 +H1 (2.56)

となりHermite行列であるが、積は

(H2H1)
† = H1H2 ̸= H2H1 (2.57)

となり、一般にHermite行列ではない。
固有値と固有ベクトル
Hermite行列は、固有値が実数になり、異なる固有値に対応する固有ベクトルが直交する。
すなわち、固有値方程式

Huα = αuα (2.58)

で固有値 α固有ベクトル uαは、関係式

ᾱ = α (2.59)

⟨uα, uβ⟩ = 0, α ̸= β (2.60)

を満たしている。証明は、付録で与えられている。
一方で、物理量は必ず実数の値を観測値としてもつので、複素ベクトル空間ではHermite

演算子で表される。
位置座標と運動量は代表的な物理量であり、Hermite演算子で表される。演算子としての
位置座標を、単なる数と区別して x̃と表記することにしよう。x̃はHermiteな演算子である
ので、x̃の固有状態は、

x̃|x⟩ = x|x⟩ (2.61)

を満たし、固有値 xは実数である。
運動量も演算子であるので、単なる数と区別して p̃と表記することにする。p̃もHermite

な演算子であるので、p̃の固有状態は、

p̃|p⟩ = p|p⟩ (2.62)
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を満たし、固有値 pは実数である。固有状態 |x⟩と |x⟩は、特殊な関係を満たしている。こ
れは、後で述べる位置座標と運動量の間に成立する交換関係から導かれる。
位置座標 x̃と運動量 p̃の成分の積

x̃ip̃j (2.63)

では、

(x̃ip̃j)
† = p̃jx̃i (2.64)

となり、p̃jと x̃iが可換であれば、Hermiteな演算子となる。角運動量

(ϵijkx̃j p̃k)
† = ϵijkp̃kx̃j (2.65)

では、j ̸= kであるので、後でわかるが、p̃kと x̃jが可換となり、Hermiteな演算子となる。
この節では、位置座標や運動量に演算子であることを強調するために、物理量Oを Õ と
した。しかし、いつも Õとするのは煩わしいので、これからは、演算子である場合でも、誤
解がない限り単に xiや pjと、一般的にOと表わす事にして、Õとはしない。
非Hermite演算子
Hermiteでない演算子は、二つのHermite演算子の和で表すことが出来る。いま、演算子O

が

O ̸= O† (2.66)

とHermiteでない演算子とする。この時、二つのHermite演算子、HとK を使い、Oを

O = H + iK (2.67)

H† = H,K† = K (2.68)

と分解することが出来る。それぞれは、OとそのHermite共役の和と差、

H =
O +O†

2
(2.69)

K =
O −O†

2i
(2.70)

である。また、OとそのHermite共役の積、

OO† (2.71)

O†O (2.72)

は、

(OO†)† = (O†)†O† = OO† (2.73)

(O†O)† = O†(O†)† = O†O (2.74)
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と明らかにHermite演算子である。
ユニタリー演算子
演算子が、

U †U = 1 (2.75)

となるとき、ユニタリー演算子とよぶ。二つのベクトル v1、v2の内積とそれらを変換したベ
クトルの内積は、

(Uv1, Uv2) =
∑
l

Ūv1l(Uv2)l (2.76)

= Ūlm1v1m1
Ulm2v2l

= v̄1m1
(U †U)m1m2v2m2

= (v1, v2) (2.77)

と等しい。つまり、ユニタリー演算子は、ベクトル間の内積を変えない演算子である。べク
トルの内積は、後で示すように観測量を与える。そのため、ユニタリー演算子は、量子力学
では特に重要である。
二つのユニタリー演算子の和は、

(U1 + U2)
† = U †

1 + U †
2 = U−1

1 + U−1
2 (2.78)

(U1 + U2)(U
−1
1 + U−1

2 ) = U1U
−1
1 + U1U

−1
2 + U2U

−1
1 + U2U

−1
2 (2.79)

= 1 + U1U
−1
2 + U2U

−1
1 + 1 ̸= 1

とユニタリー演算子でない。一方、二つのユニタリー演算子の積は、一般に

(U1U2)
† = U †

2U
†
1 = U−1

2 U−1
1 (2.80)

U−1
2 U−1

1 U1U2 = 1

であり、ユニタリーである。
Hermite演算子に純虚数 iと実数 tをつけた指数関数、

U = eitH , H† = H (2.81)

のHermite共役は

U † = e−itH (2.82)

U †U = e−itHeitH = 1 (2.83)

となりユニタリー演算子である。実数 tは、連続的に値を変えることができる。だから、こ
のユニタリー演算子 U(t)は、変数 tの連続関数の演算子である。
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2.2 観測量と確率

2.2.1 量子力学の第一原理

物理状態がベクトルで表される量子力学では、二つの物理状態α, βに対応する二つのベク
トル |uα⟩, |uβ⟩の内積

f = ⟨uα, uβ⟩ (2.84)

は、物理状態 αで他の物理状態 βを観測する振幅である。振幅は一般に複素数であり、直接
観測されるわけではないが、振幅の絶対値の２乗

P = |f |2 (2.85)

がこの観測がなされる確率となる。これを、量子力学の確率原理という。
何故、確率が観測値となるのか不思議であり、他の点では完全に論理的に体型たっている
量子力学で最も不可思議な事柄であり、もっともわかりにくい点でもある。しかし、今まで
多くの物理学者が長年にわたり様々な実験を通して、経験的に確かめた確率解釈は、正しい
と思わざるを得ない。このように考えて、今までのところすべてつじつまがあっている。
状態 αで状態 βを観測する確率を Pα,β とすると、確率として満たすべき条件は、確率は
正定値であり全確率が 1であること、即ち、

(1)Pα,β ≥ 0 (2.86)

(2)
∑
β

Pα,β = 1 (2.87)

が満たされ、さらに二つの独立事象が起きる確率はそれらの和となること、即ち状態αで状
態 β1か状態 β2を観測する確率が

Pα,β1 + Pα,β2 (2.88)

となることである。このように、確率は必ず正であり、またすべてがおきうる確率、即ち全
確率は 1である。
いま、自然崩壊する放射性同位元素を沢山集めて、観測するとする。これら放射性同位元
素がすべて同じ状況にある場合、ある時刻に、どの原子が崩壊するのか、わかる方法や原理
があるだろうか？同じ原子は、すべて平等であるため、一つのものを他と区別することや、
その手段は存在しない。だから、どの原子が崩壊するか、誰にもわからない。しかし、各原
子が崩壊する確率は、予測出来る。
同様に、一つの原子Aが、いろいろなモード

A → x1 + x2 + x3 (2.89)

→ x4 + x4 + x6 (2.90)

→ x7 + x8 + x9 (2.91)

→ · · · (2.92)

28



に崩壊する可能性を持つとする。x1, x2, · · ·は、それぞれ異なる物理状態である。では、ある
時刻に、どのモードの崩壊が起きるか、予め知る術や、後でそれを確認する術があるであろ
うか？これも、存在しない。わかるのは、原子の崩壊を沢山観測した時の、それぞれのモー
ドへの崩壊が起きる確率である。この原子が崩壊しない確率は、１から崩壊する全確率を差
し引いて得られる。

2.2.2 確率密度と確率の流れ、演算子の期待値

複素ベクトル ψと座標ベクトル ⟨x|の内積、

ψ(x) = ⟨x|ψ⟩ (2.93)

は、このベクトルで座標 x⃗を観測する振幅であり、座標表示の波動関数である。この絶対値
の二乗は、この状態で粒子を位置 xで観測する確率を示す。ψが一つの粒子の波動関数であ
る場合、 ∫

dx|ψ(x)|2 = 1 (2.94)

と全空間で 1に規格化される。後で述べるように、確率密度 ρ(x)と確率の流れ j(x) が、波
動関数とその複素共役、並びにある速度演算子 vを使い

ρ(x) = |ψ(x)|2 (2.95)

j(x) = ψ(x)∗vψ(x) (2.96)

と表わせ、連続の式

∂

∂t
ρ(x, t) +∇ · j(x) = 0 (2.97)

を満たしている。また、この時、∫
dxx|ψ(x)|2 = ⟨x⟩ (2.98)

は、この粒子の位置 xの平均値を表す。同様に、任意なHermite演算子H に対する

⟨ψ|H|ψ⟩ (2.99)

は、この状態で演算子Hを観測した時の平均の値（ 期待値）である。Hの固有状態

H|h⟩ = h|h⟩ (2.100)
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を使い、期待値は

⟨ψ|H|ψ⟩ (2.101)

= ⟨ψ|h⟩⟨h|H|h′⟩⟨h′|ψ⟩
=
∑

|⟨ψ|h⟩|2h (2.102)

と表せ、hについての分布関数が、

P (h) = |⟨ψ|h⟩|2 (2.103)

である。上の式 (2.102)で、Hermite演算子の固有値は実数であり、相異なる固有値に対する
固有状態が直交すること、

⟨h|H|h′⟩ = h′⟨h|h′⟩ = h′δ(h− h′)、h =実数 (2.104)

を使った。δ(h− h′)は、次節で説明されるデルタ関数である。

2.2.3 散乱振幅

時刻が t = −∞における状態 |u−β ⟩と t = +∞における状態 |u+α ⟩との内積

Sα,β = ⟨u+α ||u−β ⟩ (2.105)

は、t = −∞における状態 β が t = +∞における状態 αに遷移する散乱振幅である。
t = ±∞で用意された二つの状態ベクトルの間の遷移振幅を表わすため、この散乱振幅は、
ミクロな物理情報をマクロな方法で取り出す実験に対応する。ミクロな状態は、tが有限な
値を持つ領域に値を持つ。この領域が、極めて微小な領域である時、微小領域における影響
を受けた波は、t = ±∞にまで到達する。この領域が、マクロな空間領域であれば、マクロ
な実験における観測にかかる。

2.2.4 密度行列

一つの状態ベクトル |ψ⟩から密度演算子を

ρ = |ψ⟩⟨ψ| (2.106)

と定義する。すると、ある演算子Oのこの状態での期待値は

Tr(ρO) = ⟨ψ|O|ψ⟩ (2.107)

となる。
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2.3 正準交換関係
古典力学で、最も基本的な物理量は、位置座標 qと運動量 pであり、他の物理量は、これら
の関数で記述されていた。運動量は、正準形式でラグランジアン Lの速度についての微分、

p =
∂L

∂q̇
(2.108)

で決る qに共役な量である。
量子力学でも qと運動量 pが最も基本的な物理量であり、他の物理量はこれらの関数であ
る。当然ながら、これらはHermite演算子である。

2.3.1 量子力学の第２原理

位置座標と運動量は演算子であり、いつも交換関係

[q, p] = ih̄, h̄ =
h

2π
(2.109)

を満たす。右辺は、演算子 1に比例し、大きさはプランク定数 hを 2πでわった h̄であり、純
虚数である。だから、任意の状態 |u⟩にかけた時、状態を変化させずに、大きさと位相だけ
を変えた状態

q|u⟩ ≠ c|u⟩ (2.110)

p|u⟩ ̸= c′|u⟩
[q, p]|u⟩ = ih̄|u⟩

になる。h̄は、これから頻繁に現れる。プランク定数は、式 (1.18)の大きさをもっている。

無限領域

qが古典変数として、−∞から+∞までの値をとる変数であるとしよう。この時、qの固
有状態、

q|q1⟩ = q1|q1⟩ (2.111)

の行列要素は、

⟨q2|q|q1⟩ = q1⟨q2|q1⟩ (2.112)

である。ここで、交換関係 (2.109)を qの固有状態ではさみ、

⟨q2|[q, p]|q1⟩ = ih̄⟨q2|q1⟩ (2.113)

31



を得る。
もしも、空間が有限次元で、固有値 qiが不連続であるとすると、q2 = q1とおいて、⟨ql|ql⟩
は 1に規格できる。さらにすべての lの和をとって、左辺が∑

ql

⟨ql[q, p]|ql⟩ =
∑
l

⟨ql|(qp− pq)|ql⟩ (2.114)

=
∑
l,m

⟨ql|q|qm⟩⟨qm|p|ql⟩ −
∑
l,m

⟨ql|p|qm⟩⟨qm|q|ql⟩ = 0 (2.115)

と恒等的に零になる。一方、右辺は∑
ql

ih̄⟨ql|ql⟩ = ih̄
∑
l

= ih̄L ̸= 0 (2.116)

と、空間の次元Lに比例する定数となる。よって、右辺と左辺が異なる結果が得られ、矛盾
が生じている。この矛盾を解消するためには、前提条件を否定するしかない。だから、空間
が有限次元ではなく無限次元であり、また固有値 qiが連続であり、状態は規格化出来ない。
無限次元でこれらの行列要素は如何なるものであるだろうか？これをみるため、この左辺
を書換えて、

⟨q2|(qp− pq)|q1⟩ = (q2 − q1)⟨q2|p|q1⟩ (2.117)

を得るので、pの行列要素が満たす関係式、

(q2 − q1)⟨q2|p|q1⟩ = ih̄⟨q2|q1⟩ (2.118)

が得られる。次の次の節で、さらにこの関数について考察する。

2.3.2 交換関係

二つの演算子A,Bの交換関係は、

[A,B] = AB −BA (2.119)

で定義され、A,Bの間の関係を示す量子力学で極めて重要な量である。単なる数の交換関係
は零になる。だから、古典力学ではすべての変数は互いに可換である。交換関係は、古典力
学とは異なる量子力学の特徴を表している。
三つの演算子、A,B,Cに対して、交換関係は

[A,B] = −[B,A] (2.120)

[A,B + C] = [A,B] + [A,C] (2.121)

[A,BC] = [A,B]C +B[A,C] (2.122)
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を満たしている。上の式で、はじめの二つの式は自明であるが、3番目は自明でない。これ
が正しい事を示そう。左辺は、

[A,BC] = ABC −BCA (2.123)

右辺は

[A,B]C +B[A,C] = ABC −BAC +BAC −BCA (2.124)

= ABC −BCA (2.125)

となり、両辺が等しい事がわかる。
ジャコビの恒等式
三つの演算子、A,B,Cに対する交換関係の交換関係は、ジャコビの恒等式

[[A,B]C] + [[B,C]A] + [[C,A]B] = 0 (2.126)

を満たしている。左辺の各項は、交換関係の定義から

[[A,B]C] = (AB −BA)C − C(AB −BA) (2.127)

[[B,C]A] = (BC − CB)A− A(BC − CB) (2.128)

[[C,A]B] = (CA− AC)B −B(CA− AC) (2.129)

となり、３個の演算子の積を先頭のもので分類して

[[A,B]C] = A(BC) +B(−AC) + C(−AB +BA) (2.130)

[[B,C]A] = A(−BC + CB) +B(CA) + C(−BA) (2.131)

[[C,A]B] = A(−CB) +B(−CA+ AC) + C(AB) (2.132)

と表す。すると、和については、

[[A,B]C] + [[B,C]A] + [[C,A]B]

= A(BC −BC + CB − CB) +B(−AC + CA− CA+ AC) (2.133)

+C(−AB +BA−BA+ AB) = 0

となり零になることがわかる。このように、ジャコビの恒等式は任意の演算子の交換関係で
成立する。
例
qや pの関数の交換関係は

[q, p2] = 2ih̄p, · · · [q, pl] = ih̄lpl−1 (2.134)
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となるので、一般の pの関数では、

[q, F (p)] = ih̄F ′(p) (2.135)

また、

[q2, p] = 2ih̄q, · · · [ql, p] = ih̄lql−1 (2.136)

となるので、一般の qの関数では

[G(q), p] = ih̄G′(q) (2.137)

となる。
ポアッソン括弧と交換関係
古典力学におけるポアッソン括弧は、

{q, p}PB = 1, {q, q}PB = 0, {p, p}PB = 0 (2.138)

を満たし、さらに

{q, F (p)}PB = F ′(p), {G(q), p}PB = G′(p) (2.139)

となっている。このため、量子力学の交換関係 (2.135), (2.135)と古典力学におけるポアッソ
ン括弧 (2.139)が、

1

ih̄
[q, F (p)] ⇔ {q, F (p)}PB (2.140)

1

ih̄
[G(q), p] ⇔ {G(q), p}PB (2.141)

と関係している。この結果、古典力学における正準運動方程式と、量子力学の運動方程式が
一致することが分かる。

2.3.3 デイラックのデルタ関数

エルミート演算子の相異なる固有値に対応する状態は直交する事より q1 ̸= q2で式 (2.118)

の右辺は、零となり、

(q2 − q1)⟨q2|p|q1⟩ = ih̄⟨q2|q1⟩ = 0, q1 ̸= q2 (2.142)

となる。
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しかし、前章から

⟨q1|q1⟩ = ∞ (2.143)

⟨q1|p|q1⟩ = ∞ (2.144)

となり、また完備性の式 ∑
q2

|q2⟩⟨q2| = 1 (2.145)

の左から ⟨q1| 右から |f⟩をかけて、∑
q2

⟨q1|q2⟩⟨q2|f⟩ = ⟨q1|f⟩ (2.146)

が得られる。ここで、f(q) = ⟨q|f⟩とおくと、∑
q2

⟨q1|q2⟩f(q2) = f(q) (2.147)

となる。ここで、f = 1とおいて、∑
q2

⟨q1|q2⟩ = 1 (2.148)∑
q2

(q2 − q1)⟨q2|p|q1⟩ = ih̄ (2.149)

を満たすことがわかる。このため、これらの関数は singularな関数であり、通常のなめらか
な関数ではない。この性質を持つ関数、δ(q1 − q2)やその微分を

⟨q1|q2⟩ = δ(q1 − q2) (2.150)

⟨q2|p|q1⟩ = ih̄
d

dq1
δ(q1 − q2) (2.151)

と表す。δ(q1 − q2)をデイラックのデルタ関数とよぶ。デイラックのデルタ関数は、通常の
関数の極限として表す事が出来る。

2.3.4 座標表示における運動量演算子

座標を対角形にするとき、式 (2.151)より、運動量は微分演算子

p = −ih̄ ∂
∂q

(2.152)

で表わされる事が分かった。実際、任意の関数 f(q)に対して具体的に計算して

[q,−ih̄ ∂
∂q

]f(q) = q(−ih̄ ∂
∂q

)f(q)− (−ih̄ ∂
∂q

)qf(q) (2.153)

= −ih̄(qf ′
(q)− f(q)− qf

′
(q)) = ih̄f(q) (2.154)

となることが分かる。
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2.3.5 有限領域

角度変数は、有限領域

0 ≤ θ ≤ π (2.155)

0 ≤ ϕ ≤ 2π (2.156)

で定義された変数である。領域が有限であるので、発散はなく singularな関数は存在しない
で、状態は規格化出来る。交換関係

[θ, pθ] = ih̄ (2.157)

[ϕ, pϕ] = ih̄ (2.158)

をそのまま固有状態

pϕ|m⟩ = m|m⟩ (2.159)

|m⟩ = 1√
2π
eimϕ (2.160)

にかけると

h̄⟨m1|[ϕ, pϕ]|m2⟩ = ih̄⟨m1|m2⟩ (2.161)

h̄(m2 −m1)⟨m1|ϕ|m2⟩ = ih̄⟨m1|m2⟩ (2.162)

をえる。

⟨m|ϕ|m⟩ (2.163)

が有限ならば、m2 = m1で左辺は零になり、右辺は零ではない。このように、矛盾が導か
れる。
何故このような矛盾が引き起こされるのだろうか？有限領域で定義されている角度変数が、
物理系を記述する変数として直接現れる事はない。角度変数は、座標の一価関数ではなく、
三角関数や指数関数が座標の一価関数である。そのため、角度変数の周期関数である三角関
数や指数関数を通して物理系が表現される。これらの周期関数を使う場合は、以下に説明す
るように上の矛盾はない。
交換関係を角度変数の三角関数を使い、

[sin θ, pθ] = ih̄ cos θ (2.164)

[cos θ, pθ] = −ih̄ sin θ (2.165)

とするか、まとめた指数関数で

[eiϕ, pϕ] = i2h̄eiϕ (2.166)
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と表す場合、両辺に状態 |m⟩をかけても矛盾はないことを確認しよう。指数関数を使い、交
換関係は

⟨m1|[eiϕ, pϕ]|m2⟩ = i2h̄⟨m1|eiϕ|m2⟩ (2.167)

h̄(m2 −m1)⟨m1|eiϕ|m2⟩ = i2h̄⟨m1|eiϕ|m2⟩

となる。右辺を左辺に移項して、

(m2 −m1 + 1)⟨m1|eiϕ|m2⟩ = 0 (2.168)

となり、条件

⟨m1|eiϕ|m2⟩ ̸= 0 → (m2 −m1 + 1) = 0 (2.169)

が得られる。今度は両辺が等しくなり、矛盾はない。

2.3.6 多変数

多くの力学変数 qi, i = 1, N で記述される力学系では、運動量が

pi =
∂L(qi, q̇j)

∂q̇i
(2.170)

と定義され、交換関係

[qi, pj] = ih̄δij (2.171)

[qi, qj] = [pi, pj] = 0 (2.172)

を満たしている。

2.4 シュレーデインガー方程式
質点の物理状態を表すベクトルを、座標表示を使い複素波動関数 ψ(x, t)で表そう。

2.4.1 量子力学の第３原理

質量mの粒子が、ポテンシャル U(x)中を運動する際に複素波動関数 ψ(x, t)が従う波動
方程式は、

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) = Hψ(x, t) (2.173)

H =
p2

2m
+ U(x), p = −ih̄ ∂

∂x
(2.174)
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である。Hは古典力学で現れるハミルトニアンであり、ラグランジアンがL(xi, ẋi)と与えら
れた系では、

H = piẋi − L(xi, ẋi) (2.175)

である。ポテンシャルU(x)中でニュートンの運動方程式に従う質量mの質点では、グラン
ジアン、運動量、ハミルトニアンが、

L =
mẋ2

2
− U(x) (2.176)

pi =
∂L

∂ẋi
= mẋi

H = piẋi − L =
p2i
2m

+ U(x)

となる。また、一般座標を使い力学系を表現し、力学変数を qi運動量を pj とし、H(qi, pj)を
ハミルトニアンとする。この力学系で、状態を表す波動関数 ψ(qi, pj, t)の時間発展は、シュ
レーデインガー方程式

ih̄
∂

∂t
ψ(qi, pj, t) = H(qi, pj)ψ(qi, pj, t) (2.177)

で決る。ここでユニタリ演算子 U(t)を

U(t) = exp(
H

ih̄
t) (2.178)

と定義しよう。このユニタリ演算子は、方程式

ih̄
∂

∂t
U(t) = H(qi, pj)U(t) (2.179)

を満たすので、シュレーデインガー方程式の時刻 tでの解が

ψ(qi, pj, t) = U(t)ψ(qi, pj, 0) (2.180)

と表せる。ここで、U †(t)は、

U †(t) = exp(−H
ih̄
t) (2.181)

となるので、明らかにユニタリテイの条件

U †(t)U(t) = U(t)U †(t) = 1 (2.182)

を満たしている。また演算子 U(t)やそのエルミート共役 U †(t)は

[U(t), H] = [U †(t), H] = 0 (2.183)
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と、ハミルトニアンと交換する。
また、U(t)は、初期条件と積の関係式

U(0) = 1 (2.184)

U(t1)U(t2) = U(t1 + t2) (2.185)

を満たしている。

2.4.2 運動方程式

二つの状態 |ψ1⟩と |ψ2⟩ではさんだ一つの物理量A の行列要素

⟨ψ1(t)|A|ψ2(t)⟩ (2.186)

の時間依存性は、状態ベクトル |ψ1(t)⟩と |ψ2(t)⟩が従うシュレーデインガー方程式から決ま
る。解 (2.180)を方程式 (2.186)に代入して、

⟨ψ1(t)|A|ψ2(t)⟩ = ⟨ψ1(0)|U †(t)AU(t)|ψ2(0)⟩ (2.187)

となる。このように、時間に依存する行列要素で、時間に依存する部分を状態ベクトルに含
ませる表示法をシュレーデインガー表示という。シュレーデインガー表示では、時間に依存
する波動関数から様々な物理情報が引き出せる。
座標や運動量の期待値

qi(t) = ⟨ψ(0)|U †(t)qiU(t)|ψ(0)⟩ (2.188)

pi(t) = ⟨ψ(0)|U †(t)piU(t)|ψ(0)⟩

の時間微分は、
d

dt
⟨qi(t)⟩ =

1

ih̄
⟨ψ(0)|U †(t)[qi, H]U(t)|ψ(0)⟩ (2.189)

d

dt
⟨pi(t)⟩ =

1

ih̄
⟨ψ(0)|U †(t)[pi, H]U(t)|ψ(0)⟩

となる。ここで、交換関係

[qi, H] = ih̄
∂

∂pi
H = ih̄

pi
m

(2.190)

[pi, H] = −ih̄ ∂

∂qi
H = −ih̄∂U

∂qi

を代入して、期待値が満たす時間発展方程式
d

dt
⟨qi(t)⟩ = ⟨pi(t)

m
⟩ (2.191)

d

dt
⟨pi(t)⟩ = −⟨∂U

∂qi
(t)⟩

が得られる。この方程式は、古典力学の運動方程式に一致する。
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2.4.3 シュレーデインガー表示とハイゼンベルグ表示

上のように、時間に依存する行列要素で、時間に依存する部分を状態ベクトルに含ませる
表示法をシュレーデインガー表示という。シュレーデインガー表示では、時間に依存する波
動関数から様々な物理情報が引き出せる。
行列要素 (2.186)は、別の表記法

⟨ψ1(0)|AH(t)|ψ2(0)⟩ (2.192)

AH(t) = U †(t)AU(t) (2.193)

で計算することが出来る。この場合、行列要素は同じであるが、状態ベクトルは時間に依存
しないで、演算子が時間に依存することになる。この表示法をハイゼンベルグ表示という。
ハイゼンベルグ表示では、演算子の時間発展は、微分方程式

ih̄
∂

∂t
AH(t) (2.194)

= ih̄
∂

∂t
U †(t)AU(t) + U †(t)Aih̄

∂

∂t
U(t)

= U †(t)[A,H]U(t) = [AH(t), H]

と演算子とハミルトニアンとの交換関係で与えられる。この微分方程式を、ハイゼンベルグ
方程式という。ハイゼンベルグ表示では、演算子に関する微分方程式の解から様々な物理情
報が引き出せる。ハイゼンベルグ表示で、座標と運動量が従う運動方程式は、

d

dt
qiH(t) =

piH(t)

m
(2.195)

d

dt
piH(t) = −∂U(qiH)

∂qiH(t)

である。このように、正準交換関係は、演算子やその期待値に古典的な運動方程式を再現さ
せている。
シュレーデインガー表示では、状態ベクトルが時間発展をにない演算子は時間によらない、
逆にハイゼンベルグ表示では、状態ベクトルが時間発展によらず演算子が時間発展を担う。
これらの中間に位置する表示もある。例えば、相互作用表示では、演算子が自由場の時間発
展を担い、状態ベクトルは相互作用によって時間発展する。

2.4.4 定常状態

ハミルトニアンの固有状態は、

HψE(qi, pj) = EψE(qi, pj) (2.196)
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を満たす。ここで、ハミルトニアンがエルミートな演算子であるので、エネルギー固有値E

は実数であり異なる固有値に対応する固有状態は

⟨ψE1 |ψE2⟩ = 0, E1 ̸= E2 (2.197)

と直交する。この時、時間に依存するシュレーデインガー方程式 (2.174)は、簡単な形、

ih̄
∂

∂t
ψE(x, t) = EψE(x, t) (2.198)

となり、指数関数で時間 tに依存する解

ψE(x, t) = exp(
E

ih̄
t)ψE(x, 0) (2.199)

となる。exp(E
ih̄
t)は力学変数によらないので定常状態は、時間が経過しても同じ状態である。

定常状態は、様々な実験で直接測定にかかる状態であり、重要な働きをする。
固有値 E は、ハミルトニアン演算子の固有値であるエネルギーであり、波動関数の振動
数 νと

ν =
E

h̄2π
=
E

h
(2.200)

と関係している。

2.4.5 保存量

ジャコビの恒等式を応用して保存量を扱う。保存量は、時間と共に変化しない物理量であ
り、物理系の特徴的な性質を示すことが多い。そのため、保存量を知ることや、その性質を
知ることによって、物理系の理解が進むことが多い。物理量が演算子となる量子力学では、
保存量は時間に依存しない演算子となっている。あからさまには時間によらず、座標や運動
量を通して時間に依存する性質をもつハイゼンベルグ表示の物理量AH の時間変化は

ȦH =
1

ih̄
[H,AH ] (2.201)

となることより、右辺が零であるとき即ち

[H,AH ] = 0 (2.202)

のときAH は保存量である。また、これは、

[H,A] = 0 (2.203)
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のとき実現する。このように、量子力学では交換関係を通して物理量の性質が理解出来る。
いま、Aとは異なるBも保存量であるとし、交換関係

[H,B] = 0 (2.204)

を満たすとしよう。AとBと二つの保存量があるとき、さらにもう一つの保存量があること
がある。この第三の保存量として交換関係 [A,B]がある。これを示すのに、ジャコビの恒等
式が応用される。HとAとBについてのジャコビの恒等式から

[H, [A,B]] = −[A, [B,H]]− [B, [H,A]] = 0 (2.205)

となるため、 AとBがHと交換するとき、[A,B] もHと交換してやはり保存量となる。と
ころで、[A,B]は、性質の違いから、次の二つの場合に分類される。
(1)

[A,B] = 0 (2.206)

この場合、交換関係 [A,B]は自明なもの、0、となるので新たな保存量は導かれない。
(2)

[A,B] ̸= 0 (2.207)

この場合、交換関係 [A,B]はAともBとも異なる非自明なものである。一般には、新たな
演算子Cと二つの係数 d1, d2を使い

[A,B] = C + d1A+ d2B (2.208)

となる。このようにして、二つの保存量が有る力学系で新たな保存量を見つけるのに役立つ
事になる。
交換関係の代数
いま、上の操作を繰り返し行ない、考えている物理系がもつ保存量がすべて分かったとし、
これらを、N 個の保存量Qi, i = 1, N であるとしよう。つまり、N 個のQi以外には保存量
はないとする。このとき、保存量の交換関係

[Qi, Qj] (2.209)

は、Qiの線形結合で

[Qi, Qj] =
∑
k

fk
ijQk (2.210)

と表わされる。ここで、fk
ijはある定数である。
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証明
背理法で証明する。そのため、上を否定し、

[Qi, Qj] =
∑
k

fijkQk + Z (2.211)

となるN 個のQi以外のZが存在するとする。すると、

[H, [Qi, Qj]] = [H,
∑
k

Ck
ijQk + Z] = [H,

∑
k

Ck
ijQk] + [H,Z] = [H,Z] (2.212)

となり、Zも保存量である。これは、N 個の保存量Qi, i = 1, N が系のすべての保存量であ
る仮定と矛盾することを示している。だから、こういうことはあり得ず、

[Qi, Qj] =
∑
k

fk
ijQk (2.213)

である。
交換関係の係数 fk

ij は、N 個の保存量が持つ性質を決める重要な量であり、後で述べる、
角運動量では、fk

ijは反対称テンソル ϵijk, i, j, k = 1, 3である。
例 １運動量
自由粒子では、ハミルトニアンが

H =
1

2m
p2 (2.214)

(2.215)

であり、運動量との間で交換関係

[pi, H] = 0

を満たす。また、運動量の成分の交換関係は

[pi, pj] = 0 (2.216)

である。
運動量演算子の指数関数であるユニタリ演算子

U(a) = e−ia·p
h̄ (2.217)

は、交換関係 [xi, pj] = ih̄δijより

U(a)ψ(x)U(a)−1 (2.218)

= ψ(x) +
ai
−ih̄

[pi, ψ(x) +
aiaj
2!

[
pi
−ih̄

,
pj
−ih̄

, ψ(x)]] + · · ·

= [1 + ai
∂

∂xi
+ aiaj

∂2

∂xi∂xj
+ · · ·]ψ(x)

= ψ(x+ a)

と、座標 xを a平行移動する働きをする。
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2.4.6 ネーターの定理と保存量

解析力学で、力学変数の連続的な点変換に対して不変なラグランジアンで記述される力学
系には、必ず保存量

Qα =
∑
i,j

Cα
ijpjqj (2.219)

が存在する。
いまラグランジアン L(qi, q̇j)が、変数の連続変換

qi(t) → Uijqj(t) (2.220)

に対して不変であるとする。
Uijが δijである場合は、変換は

qi(t) → δijqj(t) = qi(t) (2.221)

となり、恒等変換 1となる。次に、恒等変換 1から無限小ずれた変換 Uijを考える。この変
換を、微少なA個のパラメーター ϵα, α = 1, Aと適当な係数Cijを使い、

Uij = δij + ϵαCα
ij (2.222)

と表わす。このとき力学変数は、

qi(t) → qi(t) + δqi(t), (2.223)

δqi(t) =
∑

ϵαCα
ijqj(t) (2.224)

と変換され、ラグランジアンは、

L(qi + δqi(t),
d

dt
(qi + δqi(t))) = L(qi(t), q̇i(t)) + δL (2.225)

δL =
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i

=
d

dt

∂L

∂q̇i
δqi + piδq̇i

=
d

dt
(piC

α
ijqj)ϵ

α

と変換される。ラグランジアンが、変換に対して不変であるときは、任意のパラメーター ϵα

に対して、

δL = 0 (2.226)
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となり、結果として

d

dt
Qα = 0, (2.227)

Qα = piC
α
ijqj (2.228)

となり、Qαが時間に依存しない保存量であることを示している。
量子論では、演算子は正準交換関係に従うが、位置座標と運動量が従う運動方程式は古典
的な運動方程式に一致する。そのため、保存量Qαは、量子論でも保存量である。
Qαがすべての保存量を含むと仮定すると、交換関係 [Qα, Qβ]もやはり保存量であること
より、これはある定数で

[Qα, Qβ] =
∑
γ

fαβγQγ (2.229)

とQαの線形結合になる。この関係式を、代数が閉じているという。また、保存量Qαは位
置座標や運動量との間に、交換関係

1

ih̄
[Qα, qi] = Cα

ijqj (2.230)

1

h̄
[Qα, pi] = Cα

ijpj (2.231)

を満たしている。上式の右辺は、位置座標が受ける微少変換量の傾き (2.224)に一致している。

2.5 問題
1 ３角不等式

ノルム

|u|2 = (u, u) (2.232)

が満たす三角不等式

|u|+ |v| ≥ |u+ v| (2.233)

を証明せよ。
ヒント：先ず、シュワルツの不等式

((u, v) + (v, u))2 − 4(u, u)(v, v) ≤ 0 (2.234)

を、次の実数パラメーター tの２次式が必ず正の値となる、正定置であることを使う。

|u+ tv|2 = |u|2 + t2|v|2 + t((u, v) + (v, u)) ≥ 0 (2.235)

から証明する。
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2 確率

二つの独立事象が、確率で記述されるために、必要なことは何か？またそれぞれの確率が、
P1、P2であるときどちらかの事象がおきる確率は和である。
量子力学に対して確率解釈を適用して矛盾がないことを示せ。
解答：
二つの独立事象が、確率で記述されるためには、１．必ずどちらかが起きること、２．両
者を区別することが可能であり、片方が起きれば他方が起きないこと、３．どちらかが起き
る確率、すなわち全確率は１である。が必要である。
確率解釈の無矛盾性は、それぞれの事象の確率 Piが次の関係式を満たすことである。

Pi ≥ 0, Piorj = Pi + Pj,
∑
i

Pi = 1 (2.236)

3 デイラックのデルタ関数

交換関係からデイラックのデルタ関数の性質を運動量の固有状態と、位置の固有状態の変
換関数について示せ、また角運動量の固有状態についてはどのような変更がなされるか？
解答：
無限領域における位置と運動量
交換関係

[p, q] = ih̄ (2.237)

の左辺に固有値 ξをもつ qの固有状態を、右辺に固有値 ξをもつ qの固有状態

⟨ξ|q = ξ⟨ξ|, q|η⟩ = η|η⟩, (2.238)

をかける。すると

⟨ξ|[p, q]|η⟩ = (η − ξ)⟨ξ|p|η⟩ (2.239)

が得られる。ところで、左辺は交換関係から、

⟨ξ|[p, q]|η⟩ = ih̄⟨ξ|η⟩ (2.240)

となる。よって、

(η − ξ)⟨ξ|p|η⟩ = ih̄⟨ξ|η⟩ (2.241)

が得られる。これより、

η − ξ ̸= 0, ⟨ξ|p|η⟩ = 0, (2.242)∫
dξ(η − ξ)⟨ξ|p|η⟩ = ih̄ (2.243)
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となる。
角度変数における位置と運動量
角度 θは−πから πまでの有限領域で値をとる。この点で、角度変数の関数は、すべて規
格化でき ∫ π

−π
dθ|f(θ)|2 = 1 (2.244)

となる。角度 θに共役な運動量を Lzとおく。これらは、交換関係

[Lz, θ] = ih̄ (2.245)

を満たすとする。はじめ θの固有状態

θ|θi⟩ = θi|θi⟩ (2.246)

を使い、上の無限領域の場合と同じ計算をしてみる。

⟨θ1|[Lz, θ]|θ2⟩ = ih̄⟨θ1|Lz|θ2⟩ (2.247)

⟨θ1|[Lz, θ]|θ2⟩ = (θ2 − θ1)⟨θ1|Lz|θ2⟩ (2.248)

4 定常状態

定常状態の性質
定常状態は、時間が経過しても変化しない状態であり、

|ψ(t, x⃗)|2 = |ψ(0, x⃗)|2, (2.249)

∂

∂t

∫
dx⃗ψ∗(t, x⃗)O(x, ∂x)ψ(t, x⃗) = 0 (2.250)

を満たす。これらの等式を満たすのは、任意の時刻における波動関数が、

ψ(t, x⃗) = eiα(t)ψ(0, x⃗) (2.251)

となるときに限られる。これを波動方程式に代入して得られる方程式

−h̄α̇(t)ψ(0, x⃗) = Hψ(0, x⃗) (2.252)

で、さらに両辺を ψ(0, x⃗)で割って等式

−h̄α̇(t) = Hψ(0, x⃗)

ψ(0, x⃗)
(2.253)
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が得られる。ここで、左辺は座標 x⃗によらない数であり右辺は tによらない数である。その
ため、両辺がこれらの変数 t, x⃗に依存しない定数である。いま、この定数をEとする。する
とこの結果、

−h̄α̇(t) = E =
Hψ(0, x⃗)

ψ(0, x⃗)
(2.254)

となり、一つの未定な定数Eをもつ二つの方程式

α(t) = −E
h̄
t, (2.255)

Hψ(0, x⃗) = Eψ(0, x⃗) (2.256)

が定常状態を表す方程式である。
非定常状態の例
異なるエネルギーEを持つ波動を複数重ね合わせた状態、

ψ(t, x⃗) =
∑
l

ale
−iEltψEl

(t, x⃗) (2.257)

は定常状態ではない。例えば、二つの状態の和

ψ(t, x⃗) = a1ψE1(t, x⃗) + a2ψE2(t, x⃗) (2.258)

は、

|ψ(t, x⃗)|2 = |a1|2|ψE1(0, x⃗)|2 + |a2|2|ψE2(0, x⃗)|2 (2.259)

+a∗1a2e
−i(E1−E2)tψ1(0, x⃗)

∗ψ2(0, x⃗) + a1a
∗
2e

+i(E1−E2)tψ1(0, x⃗)ψ2(0, x⃗)
∗

となり時間に依存する確率をもち定常状態ではない。

5 ヤコビの恒等式　

N個の物理量Qi(i = 1, N)が、

Qi, i = 1, N (2.260)

∂

∂t
Qi =

1

ih̄
[H,Qi] = 0 (2.261)

を満たすとする。
このとき、交換関係

[H,QiQj] = [H,Qi]Qj +Qi[H,Qj] = 0 (2.262)

から、QiQjも保存量である (?)。
また、ヤコビの恒等式

[H, [Qi, Qj]] + [Qi, [Qj, H]] + [Qj[H,Qi]] = 0 (2.263)

より、交換関係 [Qi, Qj]も保存量である。
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6 エーレンフェストの定理

運動方程式、交換関係から、量子力学の方程式を古典力学の運動方程式と関連づける
ハミルトニアンが

H =
p⃗2

2M
+ V (x⃗) (2.264)

であるポテンシャル V 中にある質量M の質点の従う方程式を考えよう。
古典力学の運動方程式は、ポアッソン括弧を使い

ṗi = {H, pi}PB = −∂H
∂qi

= −∂V
∂qi

(2.265)

q̇i = {H, qi}PB =
∂H

∂pi
=

pi
2M

(2.266)

である。ここで、ポアッソン括弧の関係式

{qi, qj}PB = {pi, pj}PB = 0, {qi, pj}PB = δij (2.267)

を使った。
一方量子力学の運動方程式は、交換関係を使い

ṗi =
1

ih̄
[H, pi] = −∂H

∂qi
= −∂V

∂qi
(2.268)

q̇i =
1

ih̄
[H, qi] =

∂H

∂pi
=

pi
2M

(2.269)

となる。ここで、交換関係の関係式

[qi, qj] = [pi, pj] = 0, [qi, pj] = ih̄δij (2.270)

を使った。
よって運動方程式は、古典力学と量子力学で同じものになる。

7 表示

表示の問題、表示の変換、シュレーデインガー表示、ハイゼンベルグ表示、中間表示（ 含
む相互作用表示）

8 行列の対角化

行列の固有値問題、対角化
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9 パウリ行列

パウリ行列

σ3 =

(
1 0

0 −1

)

σ2 =

(
0 1

1 0

)

σ2 =

(
0 −i
i 0

)

を対角化せよ。

10 交換関係

交換関係に関する分配則

[A,BC] = [A,B]C +B[A,C] (2.271)

[A,BC] = {A,B}C −B{A,C} (2.272)

を証明せよ。ただし、

[A,B] = AB −BA (2.273)

{A,B} = AB +BA (2.274)

である。
また aiと a†jの間に次の交換関係、並びに biと b†jの間に次の反交換関係

[ai, aj] = [a†i , a
†
j] = 0, [ai, a

†
j] = δij (2.275)

{bi, bj} = {b†i , b
†
j} = 0, {bi, b†j} = δij (2.276)

が成立しているとする。この時、分配則を繰り返し使うことにより、以下の交換関係

[a†iAijaj, a
†
kBklal] = a†i [A,B]ijaj (2.277)

[b†iAijbj, b
†
kBklbl] = b†i [A,B]ijbj (2.278)

を証明せよ。
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問題　 11 フーリエ級数とフーリエ変換

−l ≤ x ≤ lで定義された関数 f(x)がこの区間で連続でありまた f(−l) = f(l)を満たし、
かつ f ′(x)が不連続となる点が有限個しかない場合、

f(x) = a0/2 +
∞∑
n=1

(an cos
nπ

l
x+ bn sin

nπ

l
x) (2.279)

とフーリエ級数で表わせる。この時。次の関係を示せ。
(1)

am =
1

l

∫ l

−l
f(x) cos

mπ

l
xdx (2.280)

bm =
1

l

∫ l

−l
f(x) sin

mπ

l
xdx (2.281)

(2)

1

l

∫ l

−l
dx|f(x)|2 = a2o/2 +

∑
l

(a2l + b2l ) (2.282)

(3)f(x) = x2であるとき、係数 a0, al, blを求めよ。

問題　 12 フーリエ級数とフーリエ変換

−l ≤ x ≤ lで定義された関数 f(x)がこの区間で連続でありまた f(−l) = f(l)を満たし、
かつ f ′(x)が不連続となる点が有限個しかない場合、

f(x) =
n=∞∑
n=−∞

(cne
inπx

l ) (2.283)

とフーリエ級数で表わせる。この時。次の関係を示せ。
(1)

cm =
1

2l

∫ l

−l
f(x)e

imπx
l dx (2.284)

(2)

1

2l

∫ l

−l
dx|f(x)|2 =

∑
l

c2l (2.285)

(3)l → ∞の極限を考えて、

f(x) =
1

(2π)1/2

∫ ∞

−∞
a(k)eikxdk (2.286)

a(k) =
1

(2π)1/2

∫ ∞

−∞
f(x)e−ikxdx

を示せ。
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第3章 一次元運動

粒子の運動は、一次元空間で最も単純である。シュレーデインガー方程式は、難しい偏微
分方程式であるが、一次元空間では比較的やさしくなり、しかも解析的に解ける場合がいく
つかある。量子力学の特徴的な性質は、次元に無関係であり、一次元でもすべて現れる。そ
のため、量子力学の原理的な面やシュレーデインガー方程式の解法や解の性質を知るのに一
次元の問題を調べるのは有益である。また、近年の目ざましい技術の進歩の結果、一次元物
理系を作成できるようになって来た。そのため、一次元シュレーデインガー方程式で得られ
た結果を、直接実験的に検証することも可能である。
質量mの粒子は、空間一次元では一つの空間座標 xと時間 tの波動関数 ψ(x, t)で表わさ
れる。波動関数はシュレーデインガー方程式、

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) = Hψ(x, t) (3.1)

H =
p2

2m
+ U(x), p = −ih̄ ∂

∂x
(3.2)

に従う。ここで、Hは、古典力学で重要な働きをするハミルトニアンである。量子力学では、
運動エネルギー p2

2m
、ポテンシャルU(x)、ハミルトニアンはエルミートな演算子である。H

がエルミートであるので、固有値であるエネルギーは実数であり、また方程式 (3.1)の解は、
時間によらない全確率 ∫

dxρ(x, t) (3.3)

をもつ。全確率が時間によらず一定の値となることは、この系で確率密度 ρ(x, t)と確率の流
れ j(x, t)が、波動関数とその複素共役の積で

ρ(x, t) = ψ∗(x, t)ψ(x, t) (3.4)

j(x, t) = ψ∗(x, t)
−ih̄
2m

∂

∂x
ψ(x, t)− −ih̄

2m

∂

∂x
ψ∗(x, t)ψ(x, t) (3.5)

となっていて、連続の式を満たすことよりわかる。実際、上のシュレーデインガー方程式
(3.1) より、

∂

∂t
ρ =

∂

∂t
ψ∗(x, t)ψ(x, t) + ψ∗(x, t)

∂

∂t
ψ(x, t) (3.6)
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=
−1

ih̄
((
−ih̄
2m

∂

∂x
)2 + U(x))ψ∗(x, t)ψ(x, t) +

1

ih̄
ψ∗(x, t)((

−ih̄
2m

∂

∂x
)2 + U(x))

=
−1

ih̄
((
−ih̄
2m

∂

∂x
)2ψ∗(x, t)ψ(x, t) + ψ∗(x, t)(

−ih̄
2m

∂

∂x
)2ψ(x, t))

∂

∂x
j =

1

ih̄
((
−ih̄
2m

∂

∂x
)2ψ∗(x, t)ψ(x, t) + ψ∗(x, t)(

−ih̄
2m

∂

∂x
)2ψ(x, t)) (3.7)

となり、ポテンシャルに無関係な関係式である連続の式

∂

∂t
ρ(x, t) +

∂

∂x
j(x, t) = 0 (3.8)

を満たす。連続の式は、まさに確率が保存することを示している。連続の式より、空間積分
した全確率は、

∂

∂t

∫
dxρ(x, t) = −

∫
dx

∂

∂x
ρ(x, t) = −[ρ(x)]∞x=−∞ = 0 (3.9)

となり時間によらない。ここで、十分遠方では ψ = 0とする。

3.1 平面波
自由な粒子では、U(x) = 0であり、波動方程式は、

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) =

p2

2m
ψ(x, t) (3.10)

である。xを対角形とする座標表示で、波動方程式は、

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) = − h̄2

2m
(
∂

∂x
)2ψ(x, t) (3.11)

となる。この方程式は線形であるので、２つの方程式の解 ψ1と ψ2の線形結合、

ψ = c1ψ1 + c2ψ2 (3.12)

は、やはり同じ方程式の解となる。
定常状態は、時間が経過しても変わらない状態を表わし、波動関数は時間について指数関
数型

ψ(x, t) = exp(
Et

ih̄
)ψ(x, 0) (3.13)

である。ここで、座標の関数 ψ(x, 0)は、Eをエネルギー固有値とする常微分方程式

− h̄2

2m
(
∂

∂x
)2ψ(x, 0) = Eψ(x, 0) (3.14)

を満たす。Eは、古典力学のエネルギーに対応する量子力学のエネルギーである。
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3.1.1 進行波

ここで、方程式 (3.11)の特解として、平面波

ψ(x, t) = e−i(E
h̄
t−kx) (3.15)

解を求めよう。式 (3.15)を波動方程式 (3.11) に代入して、エネルギーと運動量並びに波数ベ
クトルとの関係

E =
p2

2m
, p = h̄k (3.16)

を得る。エネルギーが運動量の二乗に比例するのは、古典力学と等価である。この波で、位
相の変化が一定であるのは、

E

h̄
t− kx = C (3.17)

を満たす xと tである。これを解いて、xが tに比例して変化し波が、＋方向に進行するこ
とが分かる。さらに波の振動数 νと波長 λ は、

ν =
E

2πh̄
=
E

h
(3.18)

λ =
2π

k
(3.19)

と、アインシュタインの関係式とドブロイの関係式に一致する振動数や波長を持つ。なお、
プランク定数の値 (1.18)より、波長の値は、例えば、電子や陽子が摂氏２０度（２９３ K）
のエネルギーE = 3

2
kT を持つ場合には、

λ =
h

p
(3.20)

p =

√
2m

3

2
kT

=
√
3mkT

λ =
h√

3mkT
(3.21)

= ;電子 (3.22)

= ;陽子 (3.23)

のようになる。この大きさは、非常に小さな値である。
平面波では、確率密度と流れは、xや tに依存しない一定の値

ρ(x, t) = 1 (3.24)

j(x, t) = v, v =
p

m
(3.25)
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であり、また流れは速度に比例している。平面波は、エネルギーHと運動量 pの固有状態で
あり、

He−i(E
h̄
t−kx) =

p2

2m
e−i(E

h̄
t−kx) (3.26)

pe−i(E
h̄
t−kx) = h̄ke−i(E

h̄
t−kx) (3.27)

を満たす。平面波のエネルギーや運動量の固有値は古典粒子の値に一致しまた、運動量と速
度の関係も古典粒子のものと同じである。自由粒子は、平面波であらわされ、エネルギーや
運動量の固有値は、古典力学と同じ値を持っている。
縮退
エネルギーの式 (3.16)から、運動量が+pの状態と−pの状態は、同じエネルギーを持つ
異なる状態である。−方向に進行する波、

ψ(x, t) = e−i(E
h̄
t+kx) (3.28)

は、式 (3.15)の波と同じエネルギー h̄2k2

2m
を持つ。但し、確率密度と流れが、xや tに依存し

ない点は同じであるが、値は

ρ(x, t) = 1 (3.29)

j(x, t) = − p

m
(3.30)

となり、流れの向きは逆である。
このように、自由な波には同じエネルギーをもつ複数の異なる状態が存在する。これを、
縮退した状態が存在すると表現し、同じエネルギーをもつことなる状態の数を縮退数（度）
という。後で述べるように、縮退度は高次元空間ではより大きくなり、またエネルギーの値
により変化する。

3.1.2 定在波

二つの縮退した状態は、同じエネルギーをもつので、それらの線形結合

ψ(x, t) = A+e
−i(E

h̄
t+kx) + A−e

−i(E
h̄
t−kx) (3.31)

もやはり同じエネルギーを持っている。係数を変えると波の性質は、様々に変わる。２係数
が、A+ = A− = A、と等しい時、関数は

A+(e
−i(E

h̄
t+kx) + e−i(E

h̄
t−kx)) = 2Ae−iE

h̄
t cos kx (3.32)

となり、また２係数がA+ = −A− = Aのとき、関数は

A+(e
−i(E

h̄
t+kx) − e−i(E

h̄
t−kx)) = −2iAe−iE

h̄
t sin kx (3.33)
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となる。これらは、時間に無関係に波動関数の値が零になる節をもつ定在波である。節の位
置は、式 (3.32)で

x =
(n+ 1

2
)π

k
(3.34)

であり、式 (3.33)で

x =
nπ

k
(3.35)

となる。定在波の確率密度と確率の流れは、

ρ(x, t) = 4|A|21
2
(1± cos 2kx) (3.36)

j(x, t) = 4|A|21
2
sin 2kx (3.37)

となり、これらを波長より充分長い領域で平均した値は

ρ(x, t) = 4|A|21
2

(3.38)

j(x, t) = 0 (3.39)

である。密度は一定であり、局所的に+や−に変化した流れであり、また全体としては流
れがない事がわかる。

有限系

次に、一次元系の長さが有限である場合を考察しよう。有限の長さ aを持つ一次元系の場
合、端がある。端で波動関数が満たす条件を境界条件という。境界条件は、波動方程式とは
独立なものであり、物理系がどのように作成されたかに依って決まる。以下に、境界で密度
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ρ(x, t)|x=境界が零となる固定端、流れ j(x, t)|x=境界が零となる自由端、両端が連結されてい
て端がない周期条件の三種類の境界条件を考察する。物理系で実現する波動は、同じ波動方
程式でも境界条件を変えると異なる。境界条件に応じて固有関数が決まる。この事情は、弦
や膜における古典的な振動や、各種の波動現象で共通である。
固定端
固定された端では、密度 ρ(x, t)|x=境界が零となる。そのため、波動関数が零となる。よっ
て、境界条件は

ψ(0) = ψ(a) = 0 (3.40)

となる。

これを式 (3.31)に代入して、

A+ + A− = 0 (3.41)

A+e
ika + A−e

−ika = A+(2i sin ka) = 0 (3.42)

となるので、これらを満たすのは、特別な kの値、

sin ka = 0 (3.43)

ka = nπ, n =整数 (3.44)

に限られる。このとき、エネルギーは、

E =
p2n
2m

, pn =
h̄π

a
n (3.45)

ととびとびの値をとり、規格化された関数は、

un(x) =

√
2

a
sin knx, kn =

nπ

a
(3.46)

となり、また内積が

(un, um) = δn,m (3.47)
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となる。これらを、固定端の場合のエネルギーの固有値と固有関数という。
この状況は、有限の長さの古典的な弦の振動で、定常状態ではとびとびの振動数を持つ固
有振動が実現するのと同じである。図のように、この場合、両端が固定されているので、波
長の半整数倍が弦の長さとなる。

自由端
流れ j(x, t)|x=境界が零となる自由端の場合では、波動関数の微分が零となる。よって、境
界条件は

ψ′(0) = ψ′(a) = 0 (3.48)

である。

これを式 (3.31)に代入して、

A+ − A− = 0 (3.49)

A+e
ika − A−e

−ika = A+(2i) sin ka = 0 (3.50)

となるので、これらを満たすのは、特別な kの値、

sin ka = 0 (3.51)

ka = nπ, n =整数 (3.52)

に限られる。このとき、エネルギーは、

E =
p2n
2m

, pn =
h̄π

a
n (3.53)
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ととびとびの値をとり、関数は、

un =

√
2

a
cos knx, kn =

nπ

a
(3.54)

となり、内積は (3.47)に一致する。これらを、自由端の場合のエネルギーの固有値と固有関
数という。
周期条件
x = 0と x = aがつながっている一次元系では、周期境界条件

ψ(x+ a) = ψ(x) (3.55)

が満たされる。

周期境界条件を式 (3.31)に代入して、

eika = 1 (3.56)

となるので、これらを満たすのは、特別な kの値、

ka = 2nπ, n =整数 (3.57)

に限られる。このとき、エネルギーは、

E =
p2n
2m

, pn =
h̄π

a
2n (3.58)

ととびとびの値をとり、関数は、

un =

√
1

a
e±iknxkn =

nπ

2a
(3.59)

となり、内積は (3.47)に一致する。これらを、周期境界条件の場合のエネルギーの固有値と
固有関数という。この関数はさらに、運動量演算子の固有状態であり、

pun = pnun, pn = h̄k (3.60)

を満たしている。
それぞれの境界条件のもとで、固有関数が規格化直交系をなす。
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3.2 波束
次に、平面波を重ね合わせた波を考察しよう。重ね合わせの原理より、波動方程式 (3.11)

の一般解は任意関数 a(k)を使い、

ψ(x, t) =
∫
dka(k)e−i(

E(k)
h̄

t−kx), E =
h̄2k2

2m
(3.61)

と表せる。実際、この関数が波動方程式 (3.11)を満たす事は、

(ih̄
∂

∂t
+

h̄2

2m

∂

∂x

2

)ψ(x, t) (3.62)

=
∫
dka(k)(E(k)− h̄2k2

2m
)e−i(

E(k)
h̄

t−kx) = 0

と確認できる。波 (3.61)は異なるエネルギーを重ねあわせた関数であるので、当然のことな
がら定常状態ではない。だから、波動関数、確率密度、確率の流れは時刻と共に変化する。
a(k) の形に依存して、波動関数が時間と共にどのように変化するかが決まる。

3.2.1 最小波束

今、関数 a(k)として中心が k0で拡がりが 1√
α
のガウス関数

a(k) = Ne−α(k−k0)2 (3.63)

N = (
π

α
)−1/4 (3.64)

の場合を考察する。ガウス関数は k = k0 で最大になり、k ̸= k0 でなめらかに変化して
k − k0 → ±∞で急速に零に近ずく関数である。

xの関数 (3.61)は kの関数 (3.63)をフーリエ変換した関数であり形は、

ψ(x, t) =
∫
dkNe−α(k−k0)2−i( h̄k

2

2m
t−kx) (3.65)
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= Ñ exp(− 1

4(α− ih̄t
2m

)
(x− v0t)

2 − i(
h̄k20
2m

t− k0x))

v0 =
p0
m
, Ñ = N(

π

α− ih̄t
2m

)1/2 (3.66)

であり、t = 0では、

ψ(x, 0) = N(
π

α
)1/2 exp(− 1

4α
x2 − ik0x) (3.67)

となり、座標表示でもガウス型の関数となる。
次にこの関数の時間発展をおってみよう。

小さな時間 t

α ≫ h̄t

2m
(3.68)

となる早い時刻では、波動関数は、

ψ(x, t) = Ñ exp(− 1

4α
(x− v0t)

2 − i(
h̄k20
2m

t− k0x)) (3.69)

v0 =
p0
m
, Ñ = N(

π

α
)1/2 (3.70)

となり、関数は、速度 v0で移動する中心の回りに幅
√
αで拡がった関数を表す。拡がり

√
α

が小さい時、波は速度 v0の小さな粒子として振る舞う。通常の場合は、この時間領域を考察
するので十分である。
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大きな時間 t

h̄t

2m
≫ α (3.71)

となる極めて遅い時刻では、波動関数は、

ψ(x, t) = Ñ exp(− 1

4−ih̄t
2m

(x− v0t)
2 − i(

h̄k20
2m

t− k0x)) (3.72)

v0 =
p0
m
, Ñ = N(

π
−ih̄t
2m

)1/2 (3.73)

と xについてゆっくりと振動する関数となる。振動の形から見積もる波束の大きさは、時間
に比例して

2h̄t

m
(3.74)

で与えられ、徐々に大きくなる。ガウス波束は、早い時刻では、波束の形を保ちながら時刻
と共に平行移動を行ない、その後ゆっくりと波束が大きくなり、十分時間が経過した後では、
十分拡がる。

3.2.2 不確定性関係

時刻 t = 0における波動関数 (3.69)の座標の拡がり δx と運動量の拡がり δpは、

(∆x)2 = ⟨ψ|(x− ⟨x⟩)2|ψ⟩ (3.75)

(∆p)2 = ⟨ψ|(p− ⟨p⟩)2|ψ⟩ (3.76)

⟨O⟩ = ⟨ψ|O|ψ⟩ (3.77)

で計算される。両者の積は、

∆x∆p =
h̄

2
(3.78)

(3.79)

と幅 αに依存しない一定の値となる。だから、

∆x→ 0 (3.80)

とすると、

∆p→ ∞ (3.81)
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となり、逆に

∆p→ 0 (3.82)

とすると

∆x→ ∞ (3.83)

になる。両者が同時に零に近ずくことはあり得ない。この等式は、xと pの交換関係に起源
を持ち、一般の波動関数の場合は、必ずしも等号が成立するわけではなく、等号か不等号が
成立する。
一般的な不確定性関係
座標の拡がりと運動量の拡がりの積は、任意の関数で普遍的な不等式を満たしている。い
ま、x0と p0を xや pの平均値を示す定数として、

⟨ψ|x− x0|ψ⟩ = 0, (3.84)

⟨ψ|p− p0|ψ⟩ = 0, (3.85)

⟨ψ|ψ⟩ = 1 (3.86)

とする。ここで、状態 ψ に任意のパラメーター sを持つ演算子 (x− x0 + is(p− p0)) 状態 ψ

にかけた状態Ψ のノルムを f(s)、

f(s) = ⟨Ψ||Ψ⟩ (3.87)

⟨Ψ| = ⟨ψ|(x− x0 + is(p− p0)), |Ψ⟩ = (x− x0 − is(p− p0))|ψ⟩ (3.88)

とおく。状態のノルムはいつも正符号の値をとる正定値性から、パラメーター sの実二次式
f(s)は正定値である。簡単のために、

x̃ = x− x0, p̃ = p− p0 (3.89)

とおく。すると、

f(s) = ⟨ψ|x̃2|ψ⟩+ s2⟨ψ|p̃2|ψ⟩+ s⟨ψ| − i[x̃, p̃]|ψ⟩ (3.90)

= ⟨ψ|x̃2|ψ⟩+ s2⟨ψ|p̃2|ψ⟩+ sh̄

= ⟨ψ|p̃2|ψ⟩(s+ h̄

2⟨ψ|p̃2|ψ⟩
)2 + ⟨ψ|x̃2|ψ⟩ − h̄2

4⟨ψ|p̃2|ψ⟩
(3.91)

となるので、f(s)の最小値は

⟨ψ|x̃2|ψ⟩ − h̄2

4⟨ψ|p̃2|ψ⟩
≥ 0 (3.92)
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となる。これより、拡がりの積についての不等式√
⟨ψ|p̃2|ψ⟩

√
⟨ψ|x̃2|ψ⟩ ≥ h̄

2
(3.93)

が成立することがわかる。この不等式をハイゼンベルの不確定性関係とよぶ。
ここで、ある sで状態 |Ψ⟩のノルムが零になるとき、等号が成立する。これはまた、ある s

で、

|Ψ⟩ = (x̃− isp̃)|ψ⟩ = 0 (3.94)

(x− isp)|ψ⟩ = (x0 − isp0)|ψ⟩ (3.95)

となる場合である。これは微分方程式で

(x+ s
∂

∂x
)ψ(x) = (x0 − ip0)ψ(x) (3.96)

となり、さらにこの解は、

ψ(x) = Ne−ip0x− 1
2s

(x−x0)2 (3.97)

となる。ここに得られた関数は前節の関数 (3.69) に一致する。

3.2.3 一般の波束

では、上で見た座標の拡がりと運動量の拡がりの積が示す不確定性関係が、最小値より大
きくなる波束は、如何なる形をしているのだろうか？ガウス波束に近いものでは、ガウス波
束の a(k)に適当な関数をかけた

a(k) = Ne−α(k−k0)2Hn(
√
α(k − k0)) (3.98)

N = (
π

α
)−1/4 × C (3.99)

を使えば良い。

3.3 箱型ポテンシャルによる束縛状態
この節からは、ポテンシャル中の質点の運動を考察する。最も簡単な場合は、一定な値を
持つポテンシャルである。
ポテンシャルが、全空間で一定で

U(x) = V0 (3.100)
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である場合は、

H − V0 (3.101)

を新たなハミルトニアンとみなせば、自由場と完全に同じになる。もともと、ポテンシャル
U は、力 F が

F = − ∂

∂x
U(x) (3.102)

となるように決定されている。一定のポテンシャルは、力を与えないので、波動関数が V0に
よらずに同等な関数となるこの結果は当然である。
次に、ポテンシャルが、部分的に一定で、

U(x) = 0, x ≤ 0 (3.103)

= −V0, 0 ≤ x ≤ a

= 0, a ≤ x

である箱型ポテンシャルを考察する。ポテンシャルは x = 0と x = aの２点で不連続である。
ここで、V0 > 0とする。この場合、力 F は

F = V0(δ(x)− δ(x− a)) (3.104)

となり、x = 0で正方向に x = aで負方向に短距離の力が働く。このとき、古典力学では、

位置と速度は、時間の連続関数であり、x = 0と x = aの間で、往復運動する解があり、量
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子力学では、波動関数とその微分は時間と座標の連続関数であり、x = 0と x = aの間で値
を持つ波動関数の解が存在すると予想される。この解は、この有限領域で値を持ち、x→ ∞
や x→ −∞で大きさが零となる束縛状態である。

3.3.1 束縛状態

前節で、境界条件を満たす波動方程式のエネルギーは、とびとびの値をとる例を見てきた。
この章で考察する束縛状態は、やはり境界条件

|ψ(x)| → 0, |x| → ∞ (3.105)

を満たし、
∫
dx|ψ(x)|2が有限である。この場合も、エネルギーはとびとびの値をとる。

箱形ポテンシャルの問題でこの束縛状態を求める。それぞれの空間領域では、ポテンシャ
ルが一定であるので、領域ごとに、シュレーデインガー方程式 (3.1)を解くのはやさしい。定
常状態のシュレーデインガー方程式

(− h̄2

2m
(
d

dx
)2 + U)ψ(x) = Eψ(x) (3.106)

を書換えて、

(
d

dx
)2ψ(x) = (

2m(E − U)

h̄2
)ψ(x) (3.107)

となるので、解はそれぞれの領域で

ψ(x) = eik
′x (3.108)

k′ = ±1

h̄

√
2m(E − U), E − U > 0 (3.109)

k′ = ±i1
h̄

√
(−)2m(E − U), E − U < 0 (3.110)

と求まる。

いま、エネルギーが−V0 < E < 0の範囲にある場合を考える。各領域での波動関数は、

ψ(x) = B−e
1
h̄

√
−2mEx, x < 0 (3.111)
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= A+e
i
h̄

√
2m(E+V0)x + A−e

− i
h̄

√
2m(E+V0)x, 0 < x < a (3.112)

= B+e
− 1

h̄

√
−2mEx, a < x (3.113)

となる。ここで、0 < xと a < xで、収束する関数を選択した。係数B−、A+、A−、B+は未
定の定数であり、関数が全領域で連続となる条件で決定される。x = 0における関数の左極
限と右極限は、

ψ(0− ϵ) = B− (3.114)

ψ(0 + ϵ) = A+ + A− (3.115)

であり、関数の微分の左極限と右極限は

ψ
′
(0− ϵ) = B−

1

h̄

√
−2mE (3.116)

ψ
′
(0 + ϵ) = (A+ − A−)

i

h̄

√
2m(E + V0) (3.117)

となる。また x = aで関数と関数の微分は、

ψ(a− ϵ) = A+e
i
h̄

√
2m(E+V0)a + A−e

− i
h̄

√
2m(E+V0)a (3.118)

ψ(a+ ϵ) = B+e
− 1

h̄

√
−2mEa, (3.119)

と

ψ
′
(a− ϵ) =

i

h̄

√
2m(E + V0)(A+e

i
h̄

√
2m(E+V0)a − A−e

− i
h̄

√
2m(E+V0)a) (3.120)

ψ
′
(a+ ϵ) = −1

h̄

√
−2mEB+e

− 1
h̄

√
−2mEa (3.121)

となる。よって、関数とその微分が連続である条件

ψ(0− ϵ) = ψ(0 + ϵ) (3.122)

ψ
′
(0− ϵ) = ψ

′
(0 + ϵ) (3.123)

ψ(a− ϵ) = ψ(a+ ϵ) (3.124)

ψ
′
(a− ϵ) = ψ

′
(a+ ϵ) (3.125)

に上の値を代入して、定数B+, B−, A+, A−に関する斉次線形方程式

B− = A+ + A− (3.126)

B−
1

h̄

√
−2mE = (A+ − A−)

i

h̄

√
2m(E + V0) (3.127)

A+e
i
h̄

√
2m(E+V0)a + A−e

− i
h̄

√
2m(E+V0)a = B+e

− 1
h̄

√
−2mEa (3.128)

i

h̄

√
2m(E + V0)(A+e

i
h̄

√
2m(E+V0)a − A−e

− i
h̄

√
2m(E+V0)a) = −1

h̄

√
−2mEB+e

− 1
h̄

√
−2mEa

(3.129)
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が得られる。この式で、零でない定数が存在するためには、係数に関する行列式が零になる
必要がある。これより、Eに対する関係式√

(−E)(E + V0)

2E + V0
= tan

√
2m(E + V0)a (3.130)

が満たされる必要がある。式 (3.130)を満たすEでは、すべての定数が零になるわけではない
が、他の値では、すべての定数が零になる。つまり、式 (3.130)を満たすEで方程式 (3.106)

を満たす関数が存在し、他のEでは ψ = 0以外の解は存在しない。方程式 (3.106)を満たす
このEが、エネルギー固有値である。

3.3.2 束縛状態のエネルギー

式 (3.130)を満たすエネルギー固有値Eは、ポテンシャルをきめるパラメーター V0と aで
決まる。

3.4 箱型ポテンシャルによる散乱状態
この章で考察する散乱状態は、波動関数が |x|が大きな領域でも有限な大きさを持つ境界
条件

|ψ(x)| ̸= 0, |x| → ∞ (3.131)

69



を満たす。当然ながらこの波動関数では、
∫
dx|ψ(x)|2は発散する。古典力学において、E > 0

では質点が無限遠 |x(t)| → ±∞に到達する運動となる。逆に、質点が無限遠から飛来した
後、無限遠に飛んで行く散乱現象を表わす。量子力学でも、E > 0では、散乱現象を表わす。

3.4.1 散乱状態

エネルギーが 0 < Eの範囲にある場合、|ψ(x)x→±∞| ̸= 0となり、無限遠方に到達する粒
子に対応する。この場合、各領域での波動関数は、数係数B+, B−, A+, A−, C+, C−をかけた

ψ(x) = B+e
i 1
h̄

√
2mEx +B−e

−i 1
h̄

√
2mEx, x < 0 (3.132)

= A+e
i
h̄

√
2m(E+V0)x + A−e

− i
h̄

√
2m(E+V0)x, 0 < x < a (3.133)

= C+e
i 1
h̄

√
2mEx + C−e

−i 1
h̄

√
2mEx, a < x (3.134)

となる。この波動関数で表わされる状態の確率密度は、

ρ = |B+|2 + |B−|2 +B+B
∗
−e

2i 1
h̄

√
2mEx +B−B

∗
+e

−2i 1
h̄

√
2mEx, x < 0 (3.135)

= |A+|2 + |A−|2 + A+A
∗
−e

2 i
h̄

√
2m(E+V0)x + A−A

∗
+e

−2 i
h̄

√
2m(E+V0)x, 0 < x < a(3.136)

= |C+|2 + |C−|2 + C+C
∗
−e

2i 1
h̄

√
2mEx + C−C

∗
+e

−2i 1
h̄

√
2mEx, a < x (3.137)

となる。ここで、この式の右辺の第 3項、4項は xの振動関数であり、波長はミクロな大き
さである。波長より充分長い適当な xの領域で平均すれば、零になる。だから、確率密度は、
右辺の第 1項と２項で決まる

ρ = |B+|2 + |B−|2, x < 0 (3.138)

= |A+|2 + |A−|2, 0 < x < a (3.139)

= |C+|2 + |C−|2, a < x (3.140)

となる。確率の流れに対しても座標について振動する部分を取り除いて得られる、

j = |B+|2(
√
2E

m
) + |B−|2(−

√
2E

m
), x < 0 (3.141)

= |A+|2(

√
2(E + V0)

m
) + |A−|2(−

√
2(E + V0)

m
), 0 < x < a (3.142)

= |C+|2(
√
2E

m
) + |C−|2(−

√
2E

m
), a < x (3.143)

となると考えて良い。右辺の第一項目は、正方向に進行する波を表わし、第２項目は、負方
向に進行する波を表わすことが分かる。
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次に、振幅を表わす係数B+, B−, A+, A−, C+, C−を求める。これらの係数は、前節と同じ
に波動関数とその微分の連続性から決まる。ここで特に、x < 0での正方向に進行する波の
振幅を 1に規格化し、x > 0での負方向に進行する波が存在しない条件、B− = 1,+C− = 0

となる解

ψ(x) = ei
1
h̄

√
2mEx +B−e

−i 1
h̄

√
2mEx, x < 0 (3.144)

= A+e
i
h̄

√
2m(E+V0)x + A−e

− i
h̄

√
2m(E+V0)x, 0 < x < a (3.145)

= C+e
i 1
h̄

√
2mEx, a < x (3.146)

を求めよう。

この解は、−∞から+方向に進む波 ei
1
h̄

√
2mExが、ポテンシャルの影響で、反射して−∞

にまで戻る成分B−e
−i 1

h̄

√
2mExと透過して∞にまで達する成分C+e

i 1
h̄

√
2mExにわかれる波を

表している。反射する成分の振幅はB−であり、透過する成分の振幅は C+である。これら
のそれぞれ大きさは、入射する波の振幅 1より小さくなり、またその和が 1、

|B−|2 + |C+|2 = 1 (3.147)

となることが、期待される。
x = 0の両側での関数の値は、

ψ(0− ϵ) = 1 +B− (3.148)

ψ(0 + ϵ) = A+ + A− (3.149)

となり、関数の微分の値は

ψ′(0− ϵ) = (1−B−)i
1

h̄

√
2mE (3.150)

ψ′(0 + ϵ) = (A+ − A−)
i

h̄

√
2m(E + V0) (3.151)

となる。
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また x = aの両側での関数の値は

ψ(a− ϵ) = A+e
i
h̄

√
2m(E+V0)a + A−e

− i
h̄

√
2m(E+V0)a (3.152)

ψ(a+ ϵ) = C+e
i 1
h̄

√
2mEa (3.153)

となり関数の微分の値は、

ψ′(a− ϵ) = (
i

h̄

√
2m(E + V0))A+e

i
h̄

√
2m(E+V0)a − A−e

− i
h̄

√
2m(E+V0)a) (3.154)

ψ′(a+ ϵ) = (i
1

h̄

√
2mE)C+e

i 1
h̄

√
2mEa (3.155)

となる。関数とその一階微分が連続であるとき、これらが一致することから、

1 +B− = A+ + A− (3.156)

(1−B−)i
1

h̄

√
2mE = (A+ − A−)

i

h̄

√
2m(E + V0) (3.157)

A+e
i
h̄

√
2m(E+V0)a + A−e

− i
h̄

√
2m(E+V0)a = C+e

i 1
h̄

√
2mEa (3.158)

(
i

h̄

√
2m(E + V0))(A+e

i
h̄

√
2m(E+V0)a − A−e

− i
h̄

√
2m(E+V0)a) = (i

1

h̄

√
2mE)C+e

i 1
h̄

√
2mEa

(3.159)

と４つの等式が得られる。この方程式は、4つの未知数B−, A+, A−, C+の線形項と零次項を
含む非斉次方程式であり、斉次方程式 (3.129)とは異なり、任意のE(> 0)の値で零でない解
をもつ。つまり、E > 0では、どんな Eの値でも解が存在する。ここで求めた解は、ポテ
ンシャルの領域の外部から波を入射させた条件において、実現する全領域での波を示してい
る。どんなEの値でも、対応する波がある。

3.4.2 散乱確率：透過率と反射率

等式 (3.156)ー (3.159)から、係数A+とA−が満たす関係式、並びにA+, A−とB−やC+

との間の関係

A+(1 +

√
1 +

V0
E
) + A−(1−

√
1 +

V0
E
) = 2 (3.160)√

1 +
V0
E
(A+e

i
h̄

√
2m(E+V0)a − A−e

− i
h̄

√
2m(E+V0)a) = A+e

i
h̄

√
2m(E+V0)a + A−e

− i
h̄

√
2m(E+V0)a

(3.161)

B− = A+ + A− − 1 (3.162)

C+ = e−
i
h̄

√
2mEa(A+e

i
h̄

√
2m(E+V0)a + A−e

− i
h̄

√
2m(E+V0)a) (3.163)
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が得られる。上の式 (3.161)(3.162)を解いて係数A+, A−が

A+ = 2
1 +

√
1 + V0/E

(1 +
√
1 + V0/E)2 − (1−

√
1 + V0/E)2e

2 i
h̄

√
2m(E+V0)a

(3.164)

A− = 2
(−1 +

√
1 + V0/E)e

2 i
h̄

√
2m(E+V0)a

(1 +
√
1 + V0/E)2 − (1−

√
1 + V0/E)2e

2 i
h̄

√
2m(E+V0)a

(3.165)

と得られ、さらに係数B−, C+が

B− =
−V0

E
+ (−1 +

√
(1 + V0

E
))e2

i
h̄

√
2m(E+V0)a

(1 +
√
1 + V0/E)2 − (1−

√
1 + V0/E)2e

2 i
h̄

√
2m(E+V0)a

(3.166)

C+ = 4

√
1 + V0/E

(1 +
√
1 + V0/E)2 − (1−

√
1 + V0/E)2e

2 i
h̄

√
2m(E+V0)a

(3.167)

と得られる。
反射率は、

|B−|2 = (3.168)

透過率は、

|C+|2 = (3.169)

である。

3.5 ポテンシャル中の運動

3.5.1 ポテンシャル1

ポテンシャル

U = −U0/ cosh
2 αx (3.170)

のもとでの、質点が従う方程式は、

d2

dx2
ψ +

2m

h̄2
(E +

U0

cosh2 αx
)ψ = 0 (3.171)
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である。ここで、U0はポテンシャルの深さ αはポテンシャルの拡がりを表すパラメーター
である。

この方程式のE < 0の束縛状態の解をここで求めよう。この解は、解析的に解くことがで
きる。変数を

ξ = tanhαx (3.172)

と変換すると、方程式は

d

dξ
[(1− ξ2)

d

dξ
ψ] + [s(s+ 1)− ϵ2

1− ξ2
]ψ = 0 (3.173)

となる。ここで、新たなパラメーター

ϵ =

√
−2mE

h̄α
,
2mU0

α2h̄2
= s(s+ 1) (3.174)

と

s =
1

2
(−1 +

√
1 +

8mU0

α2h̄2
) (3.175)

で方程式を表した。さらに、波動関数を

ψ = (1− ξ2)
ϵ
2ω(ξ) (3.176)

と変換して合流型の超幾何微分方程式

u(1− u)ω(′′) + (ϵ+ 1)(1− 2u)ω(′) − (ϵ− s)(ϵ+ s+ 1)ω = 0, (3.177)

u =
1 + ξ

2

が得られ、解が合流型の超幾何級数で

ψ = (1− ξ2)
ϵ
2F [ϵ− s, ϵ+ s+ 1, ϵ+ 1,

1− ξ

2
] (3.178)

E = − h̄
2α2

8m
[−(1 + 2n) +

√
1 +

8mU0

α2h̄2
]2
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と求まる。ここで、整数 nは

n ≤ s (3.179)

を満たす正の数である。
此の結果、束縛状態の数は [s]こであり、ポテンシャルの深さU0と幅 1

α
の積と共に増加す

る。大きい質量mで、基底状態のエネルギーE0、とエネルギーギャップ∆Eは、

E0 = −U0 +∆E (3.180)

∆E =
h̄√
m

(3.181)

となる。エネルギーギャップは、大きな質量では、質量の平方根に反比例して小さくなる。
波動関数の広がりも、やはり質量の平方根に反比例する。

3.5.2 ポテンシャル2

質点に近似的に一様な加速を与えるポテンシャルは、

V (x) =
V0

1 + e−ax
(3.182)

である。これは、x→ ±∞で定数

V (x) → 0, x = ∞ (3.183)

V (x) → V0, x = −∞, (3.184)

になり、有限な x の領域でなめらかに変化する関数である。もしも、パラメーター a が非常
に小さいならば、有限な xでポテンシャルは座標の一次関数となり一定の力を与える。一定
の力により加速される波束の変化を知るため、境界条件

ψ = constant× eik1x;x→ +∞. (3.185)

を満たす解を求める。新たな変数 χ

χ = −e−αx, (3.186)

を導入して、方程式を書き換えて超幾何微分方程式が得られる。固有解が超幾何級数を使い
あらわせ、漸近形が

ψ = χ
−ik0
α (C1(−χ)

i(k0−k1)

α + C2(−χ)i(k0+k1)) (3.187)

C1 =
Γ(−2ik1

α
)Γ(1− 2 ik2

α
)

Γ(−i(k1−k2)
α

)Γ(1 + −i(k1−k2)
α

)
(3.188)

C2 =
Γ(2ik1

α
)Γ(1− 2 ik2

α
)

Γ( i(k1−k2)
α

)Γ(1 + i(k1−k2)
α

)
(3.189)

h̄k2 =
√
2m(E − U0), h̄k1 =

√
2mE (3.190)
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と求まる。

3.6 波束の散乱
平面波を重ねあわせて得られた波束は、前節で見たように、有限な大きさを持ち、近似的
に粒子を表わしている。では、波束がポテンシャルを通過する時、変化するだろうか？もし
波束がポテンシャルの影響を受けるならば、どのような影響を受けるか明らかにしておく事
は大事である。具体的に方程式を解くことが出来る、箱形ポテンシャル、と前節で解を求め
たいくつかのポテンシャルで、波束の安定性を調べる。特に、加速した時の波束の変化を求
めておくことは、応用の点からも重要である。
δp × δqを最小とする最小波束は、いつも最小波束に留まるのか、それとも、ポテンシャ
ルの影響で非最小波束に変化するのか、も興味深い問題である。δp × δqは、古典力学では
断熱不変量であったが、波束では、どのように振る舞うのだろうか？

3.6.1 箱形ポテンシャル

幅aで高さ又は深さV0の箱形ポテンシャル (3.103)中の波動関数から波束が x > 0とx < 0

で

ψwp =
∫
dkN(k)(eikx + e−ikxB−(k))e

−iEt, x << 0 (3.191)

ψwp =
∫
dkN(k)(eikxC+(k))e

−iEt, x >> 0, (3.192)

N(k) = N1e
− (k−k0)

2

2σ (3.193)

N1 = . (3.194)

となる。これらの関数形は、数値的に求まり波束が
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3.6.2 一定のポテンシャル

次に、一定の高さのポテンシャルによる波束の加速を調べる。ポテンシャル V0

U(x) = V0, x ≤ 0 (3.195)

= 0, a ≤ x.

中での波動関数として

ψ(x) = eikx +B−e
−ikx, x < 0 (3.196)

= C+e
ik′x, a < x (3.197)

,ここで x < 0 では、右に進行する波と左に進行する反射する振幅B−の波、x > 0 では右に
進行する振幅C+の波である。波数ベクトル k, k′ は、エネルギーやポテンシャルと

E =
p2

2m
+ V0 =

p′2

2m
, (3.198)

p = h̄k, p′ = h̄k′ (3.199)

と関係していて、振幅は

B− =
k − k′

k + k′
(3.200)

C+ =
2k

k + k′
(3.201)

となる。
これらの波から、波束が

ψwp =
∫
dkN(k)(eikx +

k − k′

k + k′
e−ikx), x < 0 (3.202)

=
∫
dkN(k)

2k

k + k′
eik

′x, a < x

N(k) = N1e
− (k−k0)

2

2σ (3.203)

N1 = (3.204)

となる。
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3.6.3 ポテンシャルの山

次のポテンシャル

U = − U0

cosh2 αx
(3.205)

中の Schroedinger 方程式

d2

dx2
ψ +

2m

h̄2
(E − U(x))ψ = 0 (3.206)

は解析的に解かれる. この解に基づいて、波束の散乱を調べる。
パラメーター ϵと sを

ϵ =
(−2mE)1/2

h̄α
(3.207)

s =
1

2
(−1 + (1 +

8mU0

α2h̄2
)
1/2

) (3.208)

k =

√
2mE

h̄
, χ = tanhαx (3.209)

と導入しよう。すると解が

ψ = (1− χ2)
ϵ
2ω(χ) (3.210)

ω = F (ϵ− s, ϵ+ s+ 1, ϵ+ 1,
1

2
(1− χ)) (3.211)

と、合流型超幾何関数 F (a, b, c, x)を使い表わせる. 漸近形が、

ψ = N(e−ikxA1(k) + eikxA2(k)), x << 0 (3.212)

ψ = Ne−ikxB1(k), x >> 0 (3.213)

であり、また、振幅が

A1(k) =
Γ( ik

α
)Γ(1− ik

α
)

Γ(−s)Γ(1 + s)
(3.214)

A2(k) =
Γ(− ik

α
)Γ(1− ik

α
)

Γ(− ik
α
− s)Γ(− ik

α
+ 1 + s)

(3.215)

B1(k) = 1. (3.216)

である。
時間に依存する位相部をかけて e−iEtψ となり、波束が

ψwp =
∫
dkN(k)(e−ikxA1(k) + eikxA2(k))e

−iEt, x << 0 (3.217)

ψwp =
∫
dkN(k)(e−ikxB1(k))e

−iEt, x >> 0, (3.218)
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N(k) = N1e
− (k−k0)

2

2σ (3.219)

N1 = (3.220)

となり、具体的に計算機で波束 ψwpが計算される.

3.6.4 一様な加速

一様な加速を近似的に示すポテンシャル (3.182)、での波束が

ψwp =
∫
dkN(k)χ

−ik0
α (C1(−χ)

i(k0−k1)

α + C2(−χ)i(k0+k1)) (3.221)

N(k) = N1e
− (k−k0)

2

2σ (3.222)

N1 = (3.223)

となる。積分を数値的に求めて、
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3.7 束縛状態のまとめ
様々な、ポテンシャル中における束縛状態のエネルギーや波動関数をまとめておく。

箱型ポテンシャル

U(x) = U0, 0 ≥ x, x ≥ a (3.224)

U(x) = 0, 0 < x < a

ψ = C × e±κx (3.225)

κ =

√
(
2m

h̄2
)(U0 − E)

E = (3.226)

なめらかな対称なポテンシャルの谷

U = −U0/ cosh
2 αx (3.227)

ξ = tanhαx (3.228)

解が合流型の超幾何級数で

ψ = (1− ξ2)
ϵ
2F [ϵ− s, ϵ+ s+ 1, ϵ+ 1,

1− ξ

2
] (3.229)

E = − h̄
2α2

8m
[−(1 + 2n) +

√
1 +

8mU0

α2h̄2
]2

と求まる。ここで、整数 nは

En ≤ 0 (3.230)

を満たす正の数である。
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なめらかな非対称なポテンシャルの谷

U = A(e−2ax − 2e−ax) (3.231)

ξ =
2
√
2mA

ah̄
e−ax (3.232)

解が合流型の超幾何級数で

s =

√
−2mE

ah̄
(3.233)

ψ = e−ξ/2ξsF (−n, 2s+ 1, ξ) (3.234)

E = −A[1− ah̄√
2mA

(n+ 1/2)]2

と求まる。ここで、整数 nは

En ≤ 0 (3.235)

を満たす正の数である。

3.8 問題
問題 1 箱型ポテンシャル

箱形ポテンシャル

V (x) = V1;x ≤ 0, x1 ≤ x (3.236)

= 0∅ ≤ x ≤ x1

におけるエネルギー固有値と固有解を求めよ。次に、極限 V1 → ∞での固有解と固有値を求
めよ。
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問題 2　周期箱型ポテンシャル

周期的な箱形ポテンシャル

V (x) = V0, Nb < x < Nb+ a,N：整数 (3.237)

= 0, Nb+ a < x < (N + 1)b

中での質量M の質点の 1次元運動をもとめよ。
周期的に並んだポテンシャルでは、一体エネルギーが連続的な値を持つエネルギー領域と、
固有値がないエネルギー領域に分かれることを示せ。

問題 3一様な電場

なめらかな加速ポテンシャルでのシュレーデインガー方程式を、超幾何級数を使い求めよ。
また、階段ポテンシャル極限での関数や、傾きを零とする極限での関数形を求めよ。

問題 4 周期ポテンシャルと波束

問題 2の周期的な箱形ポテンシャルでの波束の解を求めよ。

問題 5　波束

一般的な波束

問題 6 ドブロイ波長

ドブロイ波長は、

λ =
h

p
=

2πh̄c

pc
(3.238)

である。ここで、

h̄c = 200MeV fm, fm = 10−15M (3.239)

と、電子質量mec
2 = 0.5MeV を代入して、速さ vが光速の半分の場合、光速の 10−5倍の場

合について、ドブロイ波長を計算せよ。
解答
(I)

v=0.5 c
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λ =
2π × 200MeV fm

me(0.5)cc
=

2π × 200MeV fm

(0.5)0.5MeV
=

6× 200

0.25
fm (3.240)

= 4.8× 10310−15M = 4.8× 10−12M

(II)

v = 10−5c = 3× 103M/sec

λ =
2π × 200MeV fm

me(10−5)cc
=

2π × 200MeV fm

(10−5)0.5MeV
=

6× 200

0.5× 10−5
fm (3.241)

= 2.4× 10810−15M = 2.4× 10−7M

問題 7 ポテンシャル

ポテンシャル

V (x) = −V0/cosh2(αx) (3.242)

中での粒子のエネルギー固有値と固有関数を求めよ。
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第4章 調和振動子

調和振動子は、簡単なポテンシャルでありながら様々な物理に関係している。ある物体に
ポテンシャル V (x)による力が働いているとき、安定点は、力が消失する条件

V
′
(x)|x=x0 = 0 (4.1)

を満たす。安定点 x0の近傍では、ポテンシャルは近似的に

V (x) = V0 +
1

2
V

′′
(x0)(x− x0)

2 (4.2)

と二次式で表わせる。この領域で物体は微少振動を行なう。微少振動の量子力学は、固有値
や固有解を初め解析的にかつ厳密に解くことが出来る。また一般の微少振動に拡張するのも
比較的やさしい。本章では、一次元調和振動子の量子論を考察する。

4.1 定常状態
調和振動子は、kを定数とした 2次式のポテンシャル

V =
k

2
x2 (4.3)

で表される。kは正の値をとるバネ定数である。

古典力学では、運動エネルギーは正定値である。そのため、エネルギー、

E =
p2

2m
+
k

2
x2 (4.4)
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がある値Eであるとき、位置座標は有限な領域

|x| ≤ x0, x0 = (
2E

k
)1/2 (4.5)

に限られる。特に、質点が原点に静止している

x(t) = 0 (4.6)

p(t) = 0 (4.7)

解のエネルギーは

E = 0 (4.8)

である。一般の解では、Eは任意な値となる。
ところが、量子力学における定常状態のエネルギーは、古典力学とは大きく異なる。波動
関数は e

Et
ih̄ ψ(x)と時間の指数関数であり、ψ(x)はシュレーデインガー方程式

(− h̄2

2m

∂2

∂x2
+
k

2
x2)ψ = Eψ (4.9)

に従う。この方程式の解は、|x| → ∞で必ず、

(E − k

2
x2) < 0 (4.10)

となるので、
∂2

∂x2ψ

ψ
> 0 (4.11)

となる必要がある。この波動関数は、有限な xの領域で値をもち、無限の xでは零となる、
束縛状態である。|x| → ∞で、eipx と振る舞う自由粒子となる解は存在しない点で、古典力
学と同じ性質を満たしている。

量子力学が古典力学と異なる点は、Eの値が不連続な値に制限されることである。実際、
波動関数が、規格化条件、 ∫ ∞

−∞
dx|ψ(x)|2 <∞ (4.12)

を満たすのは、Eが特別な値となる場合に限られる。これは次節で示される。
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4.2 微分方程式の解法：エルミート多項式

4.2.1 漸近形

定常状態の固有値方程式を解く前に、いくつかの関数の２階微分を行なって見よう。

− h̄2

2m

∂2

∂x2
e−αx = −(h̄α)2

2m
e−αx (4.13)

− h̄2

2m

∂2

∂x2
e−σx2

=
h̄2σ

m
e−σx2 − (2h̄σ)2

2m
x2e−σx2

(4.14)

この結果から、関数 e−αxは上の定常状態の固有値方程式 (4.9)の解にはなり得ない。しかし、
式 (4.14)は、方程式 (4.9)におけるパラメーターを

k =
(2h̄σ)2

m
(4.15)

E =
h̄2σ

m
(4.16)

とおくと方程式 (4.9)と同等な式となっている。つまり、関数

e−σx2

, σ =

√
mk

h̄
(4.17)

は定常状態の方程式 (4.9)の固有値

E = h̄

√
k

m
(4.18)

に対応する固有関数である。この関数 e−σx2
は、非常になめらかで、無限遠点以外では、零

とならない。後でわかるように、この状態は、最低のエネルギーをもつ基底状態である。ま
た、励起状態は、有限な xで零となる節をもつ固有関数であることもわかる。
一つの特解がわかったので、次に一般解を求める。一般の解として、漸近形を変えない関
数形をとる。その為、f(x)を未知の関数として

ψ = f(x)e−σx2

(4.19)

とおく。これを微分方程式 (4.9)に代入して、

(f
′′
(x)− 4σxf

′
(x)− 2σf(x) +

2mE

h̄2
f(x))e−σx2

= 0 (4.20)

が得られる。よって、f(x)が微分方程式

(f
′′
(x)− 4σxf

′
(x) + (β − 2σ)f(x) = 0 (4.21)

β =
2mE

h̄2
(4.22)

を満たせばよい。
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4.2.2 エルミート多項式

方程式 (4.21)の解として、多項式

f(x) =
p∑

n=0

anx
n (4.23)

を仮定して見よう。係数 anは、今のところ未定であるが、この多項式が微分方程式 (4.21)を
満たす条件で決まる。この関数 f(x)e−σx2

の漸近形は、f(x)が有限次の多項式であれば e−σx2

とほぼ同じである。
多項式の微分や２階微分、

f
′
(x) =

p∑
n=1

nanx
n−1 (4.24)

f
′′
(x) =

p∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 (4.25)

を微分方程式に代入して、xに関する恒等式∑
n

((n+ 2)(n+ 1)an+2 + (β − 2σ − 4σn)an)x
n = 0 (4.26)

をえる。この結果、係数に関する漸化式とその解

(n+ 2)(n+ 1)an+2 + (β − 2σ − 4σn)an = 0 (4.27)

an+2 =
−β + 2σ + 4σn

(n+ 2)(n+ 1)
an (4.28)

が得られる。この関係式から、(i)解が多項式になる場合と、(ii)多項式にならない場合に分
類される。
(i)多項式
ある整数 n0より大きい nでの係数が零となる

−β + 2σ + 4σn0 = 0 (4.29)

の場合であり、an ̸= 0, n ≤ n0で an = 0, n ≥ n0 + 2となるので、f(x)は多項式である。こ
れは、βが

β = 4σ(n0 + 1/2) (4.30)

となる場合であり、この時エネルギーが

E =
h̄2

2m
4σ(n0 + 1/2) (4.31)
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となっている。このエネルギーでは、波動関数の規格化条件 (4.1)が満たされている。
(ii)無限級数
すべての係数が零とならない場合

−β + 2σ + 4σn ̸= 0 (4.32)

では、すべての係数 anが零でないので、f(x)は多項式ではなく無限級数となる。この無限
級数の性質は、十分大きな nでの anの振る舞いで決まる。nが十分大きいとき、漸化式は

an+2 =
−β + 2σ + 4σn

(n+ 2)(n+ 1)
an → 4σ

n
an (4.33)

となり、さらに係数が

a2n+2 =
2σ

n
a2n =

(2σ)n

n!
a0 (4.34)

となる。この結果、f(x)は

f(x) =
∑
n

(2σ)n

n!
a0x

2n = a0e
2σx2

(4.35)

と指数関数となり、さらに ψ(x)が

ψ(x) = f(x)e−σx2

= a0e
σx2

(4.36)

とやはり指数関数となる。しかもこの指数関数は、x→ ±∞ の領域で発散する。その為、規
格化条件 (4.1)は満たされない。
規格化条件 (4.1)を満たすのは、エネルギーEが、(5.129)となる場合に限られる。この値
が、エネルギー固有値である。
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4.3 生成 ·消滅演算子
4.3.1 生成 ·消滅演算子

定常状態の方程式 (4.9)で、変数 xを y

y = αx (4.37)

α =
(mk)1/4

h̄1/2
(4.38)

に変換してあらわすと、簡単な形

[− ∂2

∂y2
+ y2]ψ = βψ (4.39)

β = 2

√
m

k

E

h̄
(4.40)

になる。この式の左辺を因数分解して

[(− ∂

∂y
+ y)(

∂

∂y
+ y)]ψ = (β − 1)ψ (4.41)

と書き、さらに簡単な交換関係

[a, a†] = 1 (4.42)

を満たす新たな互いに共役な演算子

a† =
1√
2
(− ∂

∂y
+ y) (4.43)

a =
1√
2
(
∂

∂y
+ y)

を使い、固有値方程式は

βψ = [2a†a+ 1]ψ (4.44)

となる。
上の固有値は、a†aで決まる。a†aが満たす交換関係、

[a, a†a] = a, [a†, a†a] = −a† (4.45)

と、交換関係 (4.42)を使い、調和振動子の固有値と固有関数が簡単にわかる。
βの固有状態

[2a†a+ 1]ψβ0 = β0ψβ0 (4.46)
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に aや a†をかけた状態は、やはり固有状態であり、

[2a†a+ 1]aψβ0 = (β0 − 2)aψβ0 (4.47)

[2a†a+ 1]a†ψβ0 = (β0 + 2)a†ψβ0

となる。このように、aや a†は、固有状態にかかって固有値を 2あげたり下げたりする演算
子である。そのため、aは消滅演算子、a†は生成演算子とよばれる。
規格化された状態 ψβでは、⟨ψβ0|ψβ0⟩ = 1であり、

β = ⟨ψβ|[2a†a+ 1]ψβ⟩ (4.48)

= 2|a|ψ⟩|2 + 1 > 0

であるので、βは必ず正符号である。
以上の事柄から最低固有値 β0は、より低い固有値がない基底状態であり

aψβ0 = 0 (4.49)

を満たす。この時、

[2a†a+ 1]ψβ0⟩ = |ψβ0⟩ (4.50)

と βの固有値が 1である。
ここで、Hermite演算子

n = a†a (4.51)

の性質をまとめておく。nの固有値は整数であり固有状態

n|n⟩ = n|n⟩ (4.52)

は、基底状態

a|0⟩ = 0 (4.53)

n|0⟩ = 0 (4.54)

から構成される。a†は nの値を 1あげる生成演算子であるので、未定である定数N で、

a†|n⟩ = N |n+ 1⟩ (4.55)

と表せる。規格化定数N は、状態の規格化

⟨n|aa†|n⟩ = |N |2⟨n+ 1|n+ 1⟩ = |N |2 (4.56)
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と交換関係 [a, a†] = 1から決まる左辺の値

⟨n|aa†|n⟩ = ⟨n|a†a+ 1|n⟩ = n+ 1 (4.57)

から、

|N |2 = (n+ 1) (4.58)

となる。
さらに上の結果を繰り返し使い、

|n⟩ = N ′(a†)n|0⟩ (4.59)

|N ′| =
√

1

n!

となる。
座標表示の固有関数
固有値方程式 (4.49)を満たす基底状態の解を座標 yの関数として求めるのは、簡単である。

(
∂

∂y
+ y) ψβ0 = 0 (4.60)

から、

ψβ0 = Ne−y2/2 (4.61)

であることがわかる。このように、方程式 (4.60)は一階方程式であるため、２階方程式 (4.9)

よりも、簡単に解くことが出来た。

4.3.2 零点エネルギー

調和振動子のエネルギー固有値は、必ず正の値を持ちまた不連続になっている。古典力学
と、量子力学との大きな差が、これらに見える。最小のエネルギーを零点エネルギーといい、
様々な物理現象に顔をだす。様々な物理系の零点エネルギーを見積もろう。
ミクロな物理系
マクロな物理系

4.4 行列要素
演算子 a、a†、と nが満たす交換関係を使い a、a† を、状態 |n⟩に作用させると、

a|n⟩ =
√
n|n− 1⟩, a|0⟩ = 0 (4.62)

a†|n⟩ =
√
n+ 1|n+ 1⟩ (4.63)
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となる。これらから、aと a†の行列要素が

⟨m|a|n⟩ =
√
nδm−n+1 (4.64)

⟨m|a†|n⟩ =
√
n+ 1δm−n−1 (4.65)

と求まり、その結果 aと a†の任意な関数の行列要素が計算できる。また、これらより座標 y

の行列要素は、

⟨m|y|n⟩ = 1√
2
⟨m|a+ a†|n⟩ (4.66)

=
1√
2
(
√
nδm−n+1 +

√
n+ 1δm−n−1)

と、微分 ∂
∂y
の行列要素は、

⟨m| ∂
∂y

|n⟩ = 1√
2
⟨m|a− a†|n⟩ (4.67)

=
1√
2
(
√
nδm−n+1 −

√
n+ 1δm−n−1)

と計算できる。これらは、以下の行列になる。

4.5 コヒーレント状態

4.5.1 消滅演算子 aの固有状態

コヒーレント状態は、消滅演算子 aの固有状態であり、固有値方程式

a|z⟩ = z|z⟩ (4.68)
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を満たす状態である。演算子 aは、a ̸= a†とエルミートではないので、固有値 zは複素数で
あり、相異なる固有値に対応する固有状態が直交するわけではない。a†の指数関数

|z⟩ = Neza
† |0⟩ (4.69)

に、演算子 aをかけて

a|z⟩ = N [a, eza
†
]|0⟩ (4.70)

= Nzeza
† |0⟩

= z|z⟩

が得られる。だから、この状態 (4.69)が演算子 aの固有状態である。さらに aを左から繰り
返しかけることにより、この状態が、演算子 aの巾乗の固有状態でもある、

al|z⟩ = zl|z⟩。 (4.71)

ことが分かる。

4.5.2 ハウスドルフ公式

演算子の指数関数の計算を行なう際、ハウスドルフ公式が頻繁に使われる。この公式は、
演算子A とBが、

[[A,B], A] = [[A,B], B] = 0 (4.72)

を満たすとき、これらの演算子の指数関数が、等式

eAeB = e(A+B+ 1
2
[A,B]) (4.73)

を満たすことをいう。
この等式を証明するのに、新たな実数パラメーター tの関数

f(t) = etAetB (4.74)

を使うのが便利である。ここで、f(t)が満足する微分方程式を求める。f(t)を tで微分して、

d

dt
f(t) = AetAetB + etABetB (4.75)

= AetAetB + etABe−tAetAetB

= (A+ etABe−tA)f(t)

(4.76)

94



が得られる。演算子AやBの位置に注意を払う必要がある。ここで、右辺の第２項を tでテ
イラー展開すると、

etABe−tA = B + t[A,B] +
t2

2
[A, [A,B]] + · · · (4.77)

である。さらに、関係式 (4.72)を使うと、右辺で第２項までが残り他は消えることが分かる。
その結果

etABe−tA = B + t[A,B] (4.78)

となる。これを上の f(t)の微分方程式に代入して一階微分方程式

d

dt
f(t) = (B + t[A,B])f(t) (4.79)

が得られる。簡単にこの微分方程式が解け、解が

f(t) = e(tB+t2/2[A,B])f(0) (4.80)

と求まる。明らかに f(0) = 1であるので、

f(t) = e(tB+t2/2[A,B]) (4.81)

となり最後に t = 1を代入して、

eAeB = e(A+B+1/2[A,B]) (4.82)

となる。また、AとBを入れ替えて、同様に

eBeA = e(A+B−1/2[A,B]) (4.83)

となる。さらに、両者をまとめて

eAeB = eBeAe+[A,B] (4.84)

が成立する。ハウスドルフ公式は、AやBが生成消滅演算子であるときや、正準交換関係を
満たす時、頻繁に使われる。

4.5.3 規格化定数：ハウスドルフ公式の応用

ハウスドルフ公式から、式 (4.69)の規格化定数が簡単に求まる。いま、

⟨z|z⟩ = |N |2⟨0|ez̄aeza† |0⟩ (4.85)
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の左辺は、状態の規格化条件と公式 (4.84)と a|0⟩ = 0から

⟨z|z⟩ = 1 (4.86)

となり、右辺はハウスドルフ公式から

|N |2ez̄z[a,a†]⟨0|eza†ez̄a|0⟩ = |N |2ez̄z (4.87)

となる。だから、

|N |2ez̄z = 1 (4.88)

|N | = e−
1
2
z̄z (4.89)

となり、結果として規格化された状態

|z⟩ = e−
1
2
z̄zeza

†|0⟩ (4.90)

となる。また、この状態はユニタリ演算子 U(z)で

|z⟩ = U(z)|0⟩ (4.91)

U(z) = eza
†−z̄a (4.92)

と表すことも出来る。
代数と行列要素
上で定義したユニタリ演算子 U(z)の積は

U(z1)U(z2) = ez1a
†−z̄1aez2a

†−z̄2a (4.93)

= ez1a
†−z̄1a+z2a†−z̄2a− 1

2
(z2z̄1−z1z̄2)

= U(z1 + z2)e
− 1

2
(z2z̄1−z1z̄2)

= U(z2)U(z1)e
−(z2z̄1−z1z̄2)

となる。だから U(z)は非可換な演算子である。
また、異なる状態の内積は

⟨z1|z2⟩ = ez̄1z2−
1
2
(z̄1z1+z̄2z2) (4.94)

となる。
ここで、計算例として、

⟨0|eikx|0⟩ (4.95)

を求めよう。ハウスドルフの公式を使い、

⟨0|eikx|0⟩ = ⟨0|eik/
√
2(a+a†)|0⟩ (4.96)

= ⟨0|eik/
√
2(a†)eik/

√
2(a)e−k2/4[a,a†]|0⟩

= e−k2/4

となる。
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4.6 多次元調和振動子

4.6.1 変数分離

球対称な三次元調和振動子のポテンシャルは、

V (r) =
1

k
r2 =

1

2
k(x2 + y2 + z2) (4.97)

である。このポテンシャルは、x座標、y座標、z座標の２乗の和であるので、変数分離型を
している。そのため、この物理系のハミルト二アンは、

H =
∑
i

H(i) (4.98)

H i = (
p2i
2m

+
k

2
x2i )

と各変数ごとの一次元調和振動子ハミルト二アンの和である。だから、デカルト座標で固有
値方程式を解く場合は、固有関数を３変数の関数の積

ψ(x) = X(x)Y (y)Z(z) (4.99)

とおく。その結果、それぞれが、一次元調和振動子の固有関数

H iX(xi) = EiX(xi) (4.100)

となるとき、各固有関数の積

H
∏
i

X(xi) = (
∑
i

Ei)
∏
i

X(xi) (4.101)

は三次元調和振動子ハミルト二アンの固有状態になり、固有値は和
∑

iE
iである。

4.6.2 エネルギーの縮退

n1、n2、 n3を x方向 y方向 z方向の状態を示す整数として、ブラケット記号で状態を、

|ψ⟩ = |n1⟩1|n2⟩2|n1⟩3 (4.102)

と表す。この状態は、エネルギー

E = h̄ω(N + 3/2) (4.103)

N = n1 + n2 + n3 (4.104)
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をもつ。そのため、同じN をもつ異なる状態が存在する。例えば、ちいさなN では、
N = 1

(n1, n2, n3) = (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) (4.105)

の 3状態が同じエネルギーをもち、
N = 2

(n1, n2, n3) = (2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2) (4.106)

= (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)

の 6状態が同じエネルギーをもつ。この状態の数を縮退度といい、大きなNでは縮退度は極
めて大きくなる。

4.7 一定の力

4.7.1 線形ポテンシャル

一定の力が働く質点の運動は、古典力学では等加速度運動として簡単にとくことができる
が、量子力学ではそれほど簡単ではない。この物理系のハミルト二アンは、

H =
p2

2m
+ Fx (4.107)

であり、定常状態のシュレーデインガー方程式は、

−h̄2

2m

d2

dx2
ψ(x) + Fxψ(x) = Eψ(x) (4.108)
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である。ここで変数を xから新たな変数 x̃

x̃ =

√
2mF

h̄
(x− E

F
) (4.109)

と変換して、方程式を

ψ
′′ − x̃ψ = 0 (4.110)

と見やすい形に書いておこう。この解は、Appendix Dの解法により、ラプラス変換で

ψ = constant
∫
C
dtex̃t−t3/3 (4.111)

と表わせる。Appendix Dの関数 P やQは、今の場合、

P = t2, Q = −1, Z = −e−t3/3, V = ex̃t−t3/3 (4.112)

であり、積分経路は、積分の収束性からきまり、t3の実数部が正になる tの複素数の領域で
ある。
積分表示を使い、解の漸近形は条件

∂

∂t
(x̃t− t3

3
)|t=t0 = 0 (4.113)

を満たす停留点 t0、

x̃− t2 = 0, t0 = ±
√
x̃ (4.114)

と、この点での最速下降線の方向できまる。最速下降線の方向は、

(
∂

∂t
)2
t3

3
|t=t0 = 2t0e

2iβ (4.115)

が最大の値をとる βで決まり、これらは、x̃ > 0と x̃ < 0で異なり、

t0 = −
√
x̃, β =

π

2
; x̃ > 0 (4.116)

t0 = ±i
√
|x̃|, β = ±π

4
; x̃ < 0 (4.117)

である。これらを使い、解の漸近形が

ψ =
1

2
x̃−1/4e−2/3x̃3/2

; x̃ > 0 (4.118)

ψ = |x̃|−1/4 sin(
2

3
|x̃|3/2 + π

4
); x̃ < 0 (4.119)

と求まる。x̃ > 0では、解は急激に零に近ずく関数であり、x̃ < 0では解は無限領域で値を
もち平面波に近い性質をもつ。しかしながら、x̃ < 0における位相は平面波よりも x̃→ −∞
で急激に振動する関数であり、また一定の値 π

4
が表れることに注意が必要である。この一定

の値は、後で準古典近似を議論する際に重要である。
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4.7.2 なめらかに変化する力

4.8 問題
問題 １ 波動関数

質量M、ばね定数 kの調和振動子の固有状態の具体的な関数形を求めよう。ハミルトニア
ンは、

H =
p2

2M
+
k

2
x2 (4.120)

であり、シュレーデインガー方程式は

(− h̄2

2M
(
∂

∂x
)2 +

k

2
x2)ψ = Eψ (4.121)

である。固有状態を

ψ(x) = H(x)e
−( x2

R2
0

)
(4.122)

と置くと、基底状態、H(x) = 1

第 1励起状態、H(x) = 2x

ｌ次高励起状態H(x) = 4x2 − 2；ｌ次多項式である。これを確認せよ。

問題 ２：エルミート関数の諸性質

エルミート多項式の母関数は、

e−t2+2tξ =
∞∑
n=0

Hn(ξ)

n!
tn (4.123)

である。これを使い以下の関係を示せ。
(1)

Hn+1(ξ)− 2ξHn(ξ) + 2nHn−1(ξ) = 0 (4.124)

d

dξ
Hn(ξ) = 2nHn−1(ξ) (4.125)

Hn+1(ξ) = 2ξHn(ξ)−
d

dξ
Hn(ξ) (4.126)
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(2)

H0(ξ) = 1 (4.127)

H1(ξ) = 2ξ (4.128)

H2(ξ) = 4ξ2 − 2 (4.129)

H3(ξ) = 8ξ3 − 12ξ (4.130)

(3)

Hn(ξ) = (−1)neξ
2 dn

dξn
e−ξ2 (4.131)

(4) ∫ ∞

−∞
dξHn(ξ)Hm(ξ)e

−ξ2 = 2nn!(π)1/2δnm (4.132)

(5) Hn(ξ)が満たす２次微分方程式を導け。

問題 ３： 励起エネルギー

励起エネルギーの値、

問題 ４： 行列要素の計算

定常状態 |n⟩と |m⟩での座標 x と運動量 pの行列要素、

⟨n|x|m⟩ = (4.133)

⟨n|p|m⟩ = (4.134)

の計算は、生成演算子と消滅演算子を使うと比較的簡単である。

x =
a+ a†

2
(4.135)

p =
a− a†

2i
(4.136)
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問題 ５： 中心を平行移動

中心が x = aである調和振動子のハミルトニアン

H =
p2

2M
+
k

2
(x− a)2 (4.137)

のシュレーデインガー方程式

(− h̄2

2M
(
∂

∂x
)2 +

k

2
(x− a)2)ψ = Eψ (4.138)

の解は、座標を並行移動した

ψ(x− a) = H(x− a)e
−(

(x−a)2

R2
0

)
(4.139)

である。

問題　 6： 2次元振動子

２次元調和振動子のハミルトニアンは、

H =
p2x + p2y
2m

+
k

2
(x2 + y2) (4.140)

である。固有解を変数分離形

ψ = X(x)Y (y) (4.141)

で求めよ。

問題　 7： 2次元振動子の極座標解

２次元調和振動子のハミルトニアンは、

H =
p2x + p2y
2m

+
k

2
(x2 + y2) (4.142)

である。固有解を極座標における変数分離形

ψ = R(r)Θ(θ) (4.143)

で求めよ。
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問題　 8 ハウスドルフ公式

i, j = 1, 2に対して

[ai, aj] = 0, [ai, a
†
j] = δij, [a

†
i , a

†
j] = 0 (4.144)

が成立している。

⟨0|ec⃗a⃗ed⃗a⃗†|0⟩ (4.145)

を計算せよ。
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第5章 三次元運動

質量mを持つ質点の三次元空間での運動は、３変数のシュレーデインガー方程式で記述
される。３次元シュレーデインガー方程式は、１次元シュレーデインガー方程式と本質的に
は同じである。しかし、数学的には、空間座標の３変数と時間の１変数との４変数の偏微分
方程式は、空間１次元の２変数の偏微分方程式よりも、だいぶ複雑で、内容が豊富なものと
なる。
この物理系のハミルト二アンは、V (x)をポテンシャルとして、

H =
p2

2m
+ V (x) (5.1)

である。座標 xiと運動量 pjとの交換関係

[xi, pj] = ih̄δij (5.2)

は、座標を単なる実数で表す表示（座標表示）では

p = −ih̄∇ (5.3)

と、運動量は座標についての微分で表現される。このとき、シュレーデインガー方程式は、
時間について 1階で空間について２階の偏微分方程式

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) = Hψ(x, t) (5.4)

となっている。
上の波動方程式で、Hがエルミート演算子であるため、波動関数の絶対値の二乗を積分し
た内積は一定に保たれ、また保存則を満たす確率の密度と流れが存在している。実際、内積
の時間変化は、

ih̄
∂

∂t

∫
dx⃗ψ†(x, t)ψ(x, t) (5.5)

=
∫
dx⃗(

∂

∂t
ψ†(x, t)ψ(x, t) + ψ†(x, t)

∂

∂t
ψ(x, t))

=
∫
dx⃗(ψ†(−H†)(x, t)ψ(x, t) + ψ†(x, t)Hψ(x, t))

= 0
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と零になる。上の変形で、Hがエルミート演算子である条件式

H† = H (5.6)

を使った。
さらに、波動関数とその複素共役から確率密度 ρ(x, t)と確率の流れベクトル j(x, t)が

ρ(x, t) = ψ†(x, t)ψ(x, t) (5.7)

j(x, t) = ψ†(x, t)
p

2m
ψ(x, t)− (

p

2m
ψ†)ψ(x, t) (5.8)

と定義される。波動関数が波動方程式を満たすことから、これらは、連続の式

∂

∂t
ρ(x, t) +∇j(x, t) (5.9)

=
∂

∂t
ψ†(x, t)ψ(x, t) + ψ†(x, t)

∂

∂t
ψ(x, t)

+∇ψ†(x, t)
p

2m
ψ(x, t) + ψ†(x, t)∇ p

2m
ψ(x, t)−∇ p

2m
ψ†(x, t)ψ(x, t)− p

2m
ψ†(x, t)∇ψ(x, t)

= − p2

ih̄2m
ψ†(x, t)ψ(x, t) + ψ†(x, t)

p2

ih̄2m
ψ(x, t)ψ†(x, t)∇ p

2m
ψ(x, t)−∇ p

2m
ψ†(x, t)ψ(x, t)

= ∇ · p

2m
ψ†(x, t)ψ(x, t)− ψ†(x, t)∇ · p

2m
ψ(x, t) + ψ†(x, t)∇ p

2m
ψ(x, t)−∇ p

2m
ψ†(x, t)ψ(x, t)

= 0

を満たす。その結果、確率密度 ρ(x, t)を全空間で積分した確率

P =
∫
dxρ(x, t) (5.10)

の時間微分は、ガウスの定理を適用して、

∂

∂t
P =

∫
dx⃗ρ̇(x⃗, t) (5.11)

=
∫
dx⃗∇ · j⃗ =

∫
表面

dS⃗ · j⃗ (5.12)

と表面積分に変形される。波動関数がゼロになる充分大きな表面をえらぶと、右辺はゼロに
なる。その結果、全確率は

∂

∂t
P = 0 (5.13)

P =
∫
dxρ(x, t) (5.14)

と時間に依存しない定数である。
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ρ(x, t)は状態ψを位置 xに観測する確率を表している。確率は正定値でなければならない
が、実際、ρ(x)は複素数と複素共役の積であるので正定値である。またPは全空間での全確
率、即ち場所を指定せずに全空間の何処かで粒子を観測する確率を表す。全確率Pが時間に
よらず一定であるので、確率は保存する。
定常状態は、波動関数の時間についての依存性が指数関数、

ψ(x, t) = e
−iEt

h̄ ψ(x) (5.15)

となる状態である。定常状態の波動関数は、時間が経過したとき時間に比例する位相項だけ
が変化して、本質的には同じ関数ψ(x, t+ a) = e

iEa
h̄ ψ(x, t)にとどまっている。このため、定

常状態では、確率密度 ρ(x, t)や流れ j(x, t)は、

ρ(x, t+ a) = ρ(x, t) (5.16)

j(x, t+ a) = j(x, t) (5.17)

と時間に依存しない。
定常状態の波動関数は、空間座標について２階の偏微分方程式

Hψ(x) = Eψ(x) (5.18)

を満たしている。この方程式は、座標だけの微分方程式であるので、(5.4)式よりもやさし
い。実験で、定常状態の情報が得られる事が多いので、この形の方程式の解について調べる
事も多い。

5.1 自由粒子
自由な粒子は、シュレーデインガー方程式

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) = − h̄2

2m
∇2ψ(x, t) (5.19)

に従う。デカルト座標では、ラプラシアンは、

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(5.20)

となるので、それぞれの変数の微分の分離した和である変数分離形をしている。
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5.1.1 平面波

ここで、この方程式の特解として、平面波

ψ(x, t) = e−i(E
h̄
t−k·x) (5.21)

解を求めよう。方程式 (5.19)に代入して、

E =
p2

2m
,p = h̄k (5.22)

が得られる。これは、一次元の平面波の積、

ψ(x, t) = ψ1(x, t)ψ2(y, t)ψ3(z, t) (5.23)

ψ1(x, t) = e−i(
E(kx)

h̄
t−kxx) (5.24)

ψ2(y, t) = e−i(
E(ky)

h̄
t−kyy) (5.25)

ψ3(z, t) = e−i(
E(kz)

h̄
t−kzz) (5.26)

になっている。この際、全エネルギーは、各エネルギーの和、

E(k) = E(kx) + E(ky) + E(kz) (5.27)

E(kx) =
h̄kx

2

2m
,E(ky) =

h̄ky
2

2m
,E(kz) =

h̄kx
2

2m
(5.28)

である。今の場合、ハミルト二アンは、各変数だけに依存する演算子の和であり、固有関数
はそれぞれの関数の積であり、エネルギー固有値は各エネルギーの和である。全エネルギー
が一定になるのは、運動量の３成分の二乗の和が一定である一つの球面上の図のような点で
ある。

また、平面波 (5.21)は、ハミルト二アンの固有状態であると共に、運動量の固有状態でも
あり、

He−i(E
h̄
t−k·x) = E(k)e−i(E

h̄
t−k·x) (5.29)

pe−i(E
h̄
t−k·x) = h̄ke−i(E

h̄
t−k·x) (5.30)
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を満たしている。これより、上の第一式の左辺にpをかけ、また上の第二式の左辺にHをか
けて得られる、

pHe−i(E
h̄
t−k·x) = h̄kE(k)e−i(E

h̄
t−k·x) (5.31)

Hpe−i(E
h̄
t−k·x) = E(k)h̄ke−i(E

h̄
t−k·x) (5.32)

の両関係式の右辺が等しいことから、

[p, H]e−i(E
h̄
t−k·x) (5.33)

= (h̄kE(k)− E(k)h̄k)e−i(E
h̄
t−k·x)

= 0 (5.34)

となる。実際、ハミルト二アンと運動量の交換関係は、

[H,p] = 0 (5.35)

と零になり両演算子は互いに可換である。その為、両演算子の同時固有状態が存在している。

5.1.2 ホイゲンスの原理

次に、この方程式の一般解として、平面波を重ね合わせた

ψ(x, t) =
∫
dkdEa(k, E)e−i(E

h̄
t−k·x) (5.36)

の形で解を求めよう。ここで、振幅 a(k, E)は波数ベクトルkとエネルギーEの関数であり、
ψ(x, t)がシュレーデインガー方程式の解となるようにきめる。上の式 (5.36)を代入すると、
方程式 (5.19)は、 ∫

dEdk(E − p2

2m
)a(k, E)e−i(E

h̄
t−k·x) = 0,p = h̄k (5.37)

となるので、エネルギーの関係式 (5.22) を満たすEを与える振幅、

a(k, E) = δ(E − h̄2k2

2m
)a(k) (5.38)

で、ψ(x, t)はシュレーデインガー方程式の解となっている。この時、波動関数は

ψ(x, t) =
∫
dka(k)e−i(

E(k)
h̄

t−k·x) (5.39)

となる。a(k)は kの任意の関数であるが、t = 0における波動関数と

ψ(x, 0) =
∫
dka(k)eik·x (5.40)
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と関係している。この式は、フーリエ変換の関係式であり、逆変換から

a(k) = (
1

2π
)3
∫
dxψ(0,x)e−ik·x (5.41)

となる。このa(k)を再代入して、任意の tでの波動関数ψ(t,x)が、t = 0での波動関数ψ(0,x)

に重みG(t,x)をかけて重ね合わせた形

ψ(x, t) =
∫
dξψ(ξ, 0)G(t, ξ − x) (5.42)

G(t, ξ − x) = (
1

2π
)3
∫
dke−i(

E(k)
h̄

t−k·(ξ−x)) (5.43)

と表されることがわかる。ここでG(t,x)は、波動方程式と初期条件

[ih̄
∂

∂t
− −h̄2

2m
∇2]G(t,x) = 0 (5.44)

G(0,x) = δ(x) (5.45)

を満たすことが式 (5.43)よりわかる。だから、G(t, ξ − x)は、t = 0で ξ = xを波源として
伝播する波を表している。これより、式 (5.42)は、t = 0で空間の各点 ξでの波 ψ(ξ, 0)に、
この点を波源として伝播する波G(t, ξ−x)をかけて積分したものである。この関係式は、量
子力学的なホイゲンスの原理を示している。
量子力学における波は、確率保存を示す波であるので、ホイゲンスの原理にも、この特徴
が現れる。これは、重みの関数G(t, ξ−x)の時間発展が、もともとユニタリ演算子で記述さ
れていることを示す関係式∫

dxG(t, ξ1 − x)G∗(t, ξ2 − x) (5.46)

=
1

(2π)6

∫
dk1dk2

∫
dxe−i(

E(k1)

h̄
t−k1·(ξ1−x))ei(

E(k2)

h̄
t−k2·(ξ2−x))

=
1

(2π)6

∫
dk1dk2(2π)

3δ(k1 − k2)e
−i(

E(k1)

h̄
t−k1·(ξ1))ei(

E(k2)

h̄
t−k2·(ξ2))

=
1

(2π)3

∫
dk1e

ik1·(ξ1−ξ2)

= δ(ξ1 − ξ2)

から見て取れる。G(t,x)の具体的な形は、次の節で計算される式 (5.58)である。上の式 (5.46)

は、G(t,x)が時間推進のユニタリ演算子の行列要素であることから簡単に導かれ、（章末の問
題参照）確率が保存することを意味している。実際、関係式 (5.46)から、波動関数の内積は∫

dx|ψ(x, t)|2 (5.47)

=
∫
dxdξ1ψ

∗(ξ1, 0)G
∗(t,x− ξ1)dξ2G(t,x− ξ2)ψ(ξ2, 0)
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=
∫
dξ1dξ2ψ

∗(ξ1, 0)δ(ξ1 − ξ2)ψ(ξ2, 0)

=
∫
dξ1|ψ(ξ1, 0)|2

と時間によらず一定であることがわかる。また、この関数に θ(t)をかけた関数

GR(t,x) = θ(t)G(t,x) (5.48)

は

[ih̄
∂

∂t
− −h̄2

2m
∇2]GR(t,x) = ih̄δ(t)δ(x) (5.49)

を満たす。GR(t,x)は、(ih̄ ∂
∂t
− −h̄2

2m
∇2)のグリーン関数の一つである。グリーン関数は、後

の章で述べる散乱問題で重要な役割を演ずる。

ガウス波束

次に４章の一次元ガウス波束を三次元ガウス波束に拡張しよう。
幅

√
αの三次元球対称なガウス関数

a(k) = Ne−α(k−k0)
2

(5.50)

N = (
π

α
)−3/4

の場合を考察する。関数 (5.39)の関数形は、

ψ(x, t) =
∫
dkNe−α(k−k0)

2−i( h̄k
2

2m
t−k·x) (5.51)

= Ñ exp(− 1

4(α + ih̄t
2m

)
(x− v0t)

2 − i(
h̄k2

0

2m
t− k0 · x))

v0 =
p0

m
, Ñ = N(

π

α+ ih̄t
2m

)3/2 (5.52)

であり、t = 0では、

ψ(x, 0) = N(
π

α
)3/2 exp(− 1

4α
x2 − ik0 · x) (5.53)

となり、座標表示でもガウス型の関数となる。この関数の時間発展をおってみよう。
小さな時間 t

α ≫ h̄t

2m
(5.54)
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となる早い時刻では、波動関数は、

ψ(x, t) = Ñ exp(− 1

4α
(x− v0t)

2 − i(
h̄k2

0

2m
t− k0 · x)) (5.55)

v0 =
p0

m
, Ñ = N(

π

α
)3/2

となり、関数は、速度 v0で移動する中心の回りに幅
√
αで拡がった関数を表す。拡がり

√
α

が小さい時、波は速度 v0の小さな粒子として振る舞う。通常の場合は、この時間領域を考
察するので十分である。
大きな時間 t

h̄t

2m
≫ α (5.56)

となる極めて遅い時刻では、波動関数は、

ψ(x, t) = Ñ exp(− 1

4 ih̄t
2m

(x− v0t)
2 − i(

h̄k2
0

2m
t− k0 · x)) (5.57)

v0 =
p0

m
, Ñ = N(

π
−ih̄t
2m

)3/2

と xについてゆっくりと振動する関数となる。振動の形から見積もる波束の大きさは、時間
に比例して

2h̄t

m
(5.58)

で与えられ、徐々に大きくなる。ガウス波束は、早い時刻では、波束の形を保ちながら時刻
と共に平行移動を行ない、その後ゆっくりと波束が大きくなり、十分時間が経過した後では、
十分拡がる。

5.1.3 重ねあわせの原理と干渉

二つの波 ψ1と ψ2で、波 ψ1は t = 0での座標が中心 x1 の近傍で値をもつ

ψ1(x, t) =
∫
dkNe−α(k−k0)

2−i( h̄k
2

2m
t−k·(x−x1)) (5.59)

= Ñ exp(− 1

4(α + ih̄t
2m

)
(x− x1 − v0t)

2 − i(
h̄k2

0

2m
t− k0 · (x− x1)))

とし、波 ψ2は t = 0での座標が中心 x2の近傍で値をもつ

ψ2(x, t) =
∫
dkNe−α(k−k0)

2−i( h̄k
2

2m
t−k·(x−x2)) (5.60)

= Ñ exp(− 1

4(α + ih̄t
2m

)
(x− x2 − v0t)

2 − i(
h̄k2

0

2m
t− k0 · (x− x2)))
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のとする。これら二つの波 ψ1と ψ2の和

ψ = ψ1 + ψ2 (5.61)

の性質は、それぞれの波とは大きく異なる。特に、波の特徴である干渉を示す波が形成され
ている。波束で、この様子を具体的に観察してみよう。

5.1.4 重ねあわせの原理と粒子の軌道（軌跡）の観測

時間方向に連続的に行なう観測
粒子を観測する測定器は、粒子が形成する軌道を通して粒子の飛跡を測定する。もしも軌
道がなかったり見えなかったら、粒子として同定することはできないだろう。では、何故粒
子は一つの（古典）軌道に沿って観測されるのだろうか？もしも、粒子がいつも完全な平面
波で記述されているならば、空間における場所が定まらず、観測が局所的な測定でなされる
としても、その軌跡が古典軌道になる保証はない。しかし、粒子が有限な波束で記述される
ならば、粒子はいつもその波束の有限な内部で観測される。もしも、波束が粒子のように古
典軌道にそって運動するならば、粒子の軌道が観測されることになる。
粒子が測定器で観測されるのは、実際粒子が形成する軌道による。波束は有限な大きさを
もつので、波動関数が有限な振幅をもつその内部で測定器と反応し、その結果軌道が形成さ
れる。測定器との反応は、有限な幅で拡がった位置の空間領域で行なわれ、また有限な運動
量幅の運動量が測定された結果、この運動量が粒子から失われる。この結果初期状態として
形成された粒子の状態は、位置と運動量が定まらない拡がりをもつ波束である。だから、観
測される粒子を表現するには、波束による記述が必要であり、波束の記述により粒子軌道を
実現する振幅が構成される。
時間方向に拡がった観測
測定器の反応が瞬間的ではなく、有限の時間幅で起きるとしよう。この場合の測定器を表
す波束の波動関数には空間的な広がりと時間的な広がりを共に導入する必要がある。このよ
うな波の干渉は、時間的に局所的な波動関数を使う場合とは、異なる。
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5.2 球座標
多くの場合、ポテンシャルは球対称であり、力が中心力となっている。中心力の場合の波
動方程式は、球座標 r, θ, ϕを使うと簡単になる。付録で与えられているように、球座標では
ラプラシアンは、

∇2Ψ(x) =
1

r2
∂r(r

2∂rΨ(x)) +
1

r2
d2θ,ϕΨ(x) (5.62)

dθ,ϕ
2Ψ(x) =

1

sinθ
∂θ(sinθ∂θΨ(x)) +

1

sinθ2
∂φ

2Ψ(x) (5.63)

と変数 r, θ, ϕに関する一見複雑な２階微分で表せる。角度変数に関する微分項は、次に説明
する角運動量演算子Lの自乗L2に比例して

L2 = −h̄2dθ,ϕ2 (5.64)

となっている。ラプラシアンで、動径座標 rと角度座標 θ, ϕが分離していることがわかる。
そのため、波動方程式の解は、rの関数と角度座標 θ, ϕの関数の積の形の変数分離形で求め
る事ができる。

5.2.1 球座標での変数分離

定常状態では、波動方程式は、

− h̄2

2m
(
1

r2
∂r(r

2∂rΨ(x)) +
1

r2
dθ,ϕ

2Ψ(x)) + V (r)Ψ(x) = EΨ(x) (5.65)

となるので、微分方程式を解くにあたり、関数Ψ(x)は変数 rと角度 θ, ϕを分離した形

Ψ(x) = R(r)Y (θ, ϕ) (5.66)

を仮定するとより簡単になる。この形を上の方程式に代入して、

− h̄2

2m
Y (θ, ϕ)(

1

r2
∂r(r

2∂rR(r) +
1

r2
R(r)dθ,ϕ

2Y (θ, ϕ)) + V (r)R(r)Y (θ, ϕ)

= ER(r)Y (θ, ϕ) (5.67)

の両辺をR(r)Y (θ, ϕ)で割って、等式

− h̄2

2m

1

R(r)
(∂r(r

2∂rR(r)+) + (V (r)− E)r2 = − 1

Y (θ, ϕ)
dθ,ϕ

2Y (θ, ϕ)) (5.68)
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を得る。この等式は、任意の rと θ、ϕで成立する。一方で、左辺は rの関数であり、右辺は
角度の関数である。そのため、両辺が r, θ, ϕによらない定数になる。この時、R(r)は変数 r

についての２階微分方程式

− h̄2

2m
((

1

r2
∂r(r

2∂rR(r)))−
1

r2
l(l + 1))R(r) + V (r)R(r) = ER(r) (5.69)

を満たし、Y (θ, ϕ)は角度についての２階微分方程式

dθ,ϕ
2Y (θ, ϕ) = −l(l + 1)Y (θ, ϕ) (5.70)

を満たす。角度に依存する関数 Y (θ, ϕ)は、ポテンシャルに依存しない微分方程式を満たし
ている。l(l+1)は変数分離を行なう場合の未知の定数である。未知の定数は、変数分離に際
しては任意の実数として扱われるが、今の場合式 (5.70)を満たすことから、特別の値 l(l+1)

に限定される。これは、次節で詳しく説明されるように、角運動量が満たす交換関係から決
ることである。また後の節で、この微分方程式の解も求める。

5.2.2 波動関数の規格化

変数分離形の二つの関数

Ψ1(x) = R(r)1Y1(θ, ϕ) (5.71)

Ψ2(x) = R(r)2Y2(θ, ϕ) (5.72)

の内積は、

(Ψ1(x),Ψ2(x)) =
∫
r2dr sin θdθdϕ(R(r)1Y1(θ, ϕ), R(r)2Y2(θ, ϕ) (5.73)

=
∫ ∞

0
r2drR(r)∗1R(r)2

∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dϕY1(θ, ϕ)

∗Y2(θ, ϕ) (5.74)

と r積分と θ, ϕ積分の積となる。rの積分要素に r2がかかり、θの積分要素に sin θがかかる
事に注意する必要がある。

5.3 動径波動関数
次に、動径座標 rに関する方程式

− h̄2

2m
(
1

r2
∂r(r

2∂rR(r)) + (
h̄2

2m

1

r2
l(l + 1) + V (r))R(r) = ER(r) (5.75)

を考察する。これは、一次元空間におけるシュレーデインガー方程式とよく似ているが、い
くつかの点で相違点
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(1)rの一階微分を含む事、
(2)ポテンシャル V (r)以外に、角度変数の分離のパラメーター lに依存する大きさをもつ
座標の関数、 h̄2

2m
1
r2
l(l + 1)を含む事、

(3)波動関数の規格化 (5.74)の際、積分要素に r2がかかること、
があり、通常の一次元系とは異なる特徴をもつ。
(1)については、R(r)を rでわった、関数 u(r)

R(r) =
u(r)

r
(5.76)

を使い方程式を書き換えると、微分が

∂rR(r) =
u

′
(r)r − u(r)

r2
(5.77)

∂r(r
2∂rR(r)) = ∂r(u

′
(r)r − u(r)) (5.78)

= u
′′
(r)r

となることより、方程式は

− h̄2

2m
(
u

′′
(r)

r
+ (

h̄2

2m

1

r2
l(l + 1) + V (r))

u(r)

r
= E

u(r)

r

− h̄2

2m
u

′′
(r) + (

h̄2

2m

1

r2
l(l + 1) + V (r))u(r) = Eu(r) (5.79)

と一次元で一階微分項を含まない２階微分方程式になる。
(2)については、原点で発散する関数 h̄2

2m
1
r2
l(l+1)は、角運動量の大きさに依存する斥力ポ

テンシャル、いわゆる遠心力ポテンシャルを表している。
(3)の関数の規格化については、u(r)を使うと、∫ ∞

0
r2drR(r)∗1R(r)2 =

∫ ∞

0
dru∗1(r)u(r)2 (5.80)

と簡単になるが、一方で変数 rは、半無限領域

r ≥ 0 (5.81)

をとる。この点で、通常の一次元変数とは異なる。

5.3.1 原点近傍

さて、原点の近傍で、V (r)が発散しないなめらかな関数であるとしよう。この領域で、

R(r) = rγ (5.82)
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とおいて、冪 γを求める。微分方程式から、rが小さい領域では、

(γ(γ + 1)− l(l + 1))rγ−2 = 0 (5.83)

となり、γは

γ = l,−l − 1 (5.84)

となる。後者の γ = −l− 1の解は、原点で発散する。だから、原点を含む領域における規格
化された波動関数には向かない。しかし、原点を含まない領域での波動関数には、適してい
る。一方、前者の γ = lの関数は、原点の近傍で、なめらかであり

R(r) = rl (5.85)

と、有限であり l ≥ 1ならば原点で零となる。このため、原点を含む領域を表わす波動関数
として適している。さらに、粒子の存在確率が、原点の近傍の領域において零となる事は、
角運動量の積 l(l + 1)に比例する強い斥力ポテンシャルのために、粒子が原点に近ずけない
事を示している。この性質は、古典力学において遠心力ポテンシャルのために、質点が原点
から遠ざけられる事に対応している。

5.3.2 漸近形

次に、V (r)が原点から遠く離れた領域で零となる関数であるとしよう。この領域で、u(r)
が満たす方程式は

− h̄2

2m
∂r

2u(r) = Eu(r) (5.86)

である。解の性質は、正エネルギーと負エネルギーで大きく異なる。
正エネルギー
E ≥ 0の場合、関数は進行波で

u(r) = Ne±ikr, k =

√
2mE

h̄
(5.87)

となり、定在波では、

u(r) = N cos kr,N sin kr (5.88)

となる。N は、規格化定数であり、適用する状況に応じた値をとる。

117



進行波では、R(r)の確率密度や流れは、

ρ(r) = |N |2 1
r2

(5.89)

j(r) = ±|N |2erv
1

r2
+O(

1

r3
) (5.90)

v =
h̄k

m

となり、大きな rの領域で、r2に逆比例する値を持つ。流れの方向は、動径方向であり流れ
の大きさは、速さ vに比例する。確率 ρ(r)を半径Rの球の内部で積分すると、半径 rの球の
表面積が r2に比例するため、∫ R

0
drr2 sin θdθdϕρ(r) = 4π|N |2R (5.91)

と半径によらない値となり、半径Rの球面をきる確率の流れ、即ち jを同じ球面で面積分し
たものは、 ∫

r=R
j · dS = ±4π|N |2v (5.92)

となる。つまり、球面を横切る確率は、早さ v = h̄k
m
に比例して、外向きの場合と内向きの

場合がある。
負エネルギー
E ≤ 0の場合 r → ∞で発散しない関数は、

R(r) =
e−kr

r
, k =

√
−2mE

h̄
(5.93)

となる。関数は、遠方で急激に減少して零となる。この関数の確率密度や流れは、

ρ(r) =
e−2pr

r2
(5.94)

j(r) = 0 (5.95)

となり、密度は rと共に急激に小さくなり、また流れは零である。確率 ρ(r)を半径R = ∞
の球の内部で積分すると、 ∫ ∞

0
drr24πρ(r) = 4π|N |2 1

2p
(5.96)

と一定の値になり、また半径Rの球面をきる確率の流れは、∫
r=R

j · dS = 0 (5.97)

となる。つまり、有限な半径の球面を横切る確率は、零である。このように、E ≤ 0の場合
は、空間の内部に留まる状態、即ち束縛状態を表している。
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5.3.3 自由球面波

ポテンシャルが零である場合、エネルギーは正定値となり方程式は

− h̄2

2m
(
1

r2
∂r(r

2∂rR(r)) + (
h̄2

2m

1

r2
l(l + 1))R(r) = ER(r) (5.98)

である。これは、球ベッセル関数の微分方程式形

∂r
2R(r) +

2

r
∂rR(r)−

1

r2
l(l + 1)R(r) +

2mE

h̄2
R(r) = 0 (5.99)

をしている。r = czとおいて変数変換して、

∂z
2R(z) +

2

z
∂zR(z)−

1

z2
l(l + 1)R(z) + c2

2mE

h̄2
R(z) = 0 (5.100)

となり、係数を

c2 = (
2mE

h̄2
)−1, c =

h̄

p
=

1

k
(5.101)

と選ぶと、方程式は球ベッセルの方程式

∂z
2R(z) +

2

z
∂zR(z) + (1− l(l + 1)

z2
)R(z) = 0 (5.102)

に一致する。この方程式には、独立な関数が、定在波で

R(z) = jl(z), nl(z) (5.103)

と二つある。前者 jlは、原点近傍で rlと振る舞い有限であり、後者 nlは、原点近傍で r−l−1

と振る舞い発散する。
球ベッセル関数、jl、は lが小さいとき、

j0(ρ) =
sinρ

ρ
, (5.104)

j1(ρ) =
sinρ

ρ2
− cosρ

ρ
, (5.105)

j2(ρ) = (
3

ρ3
− 1

ρ
)sinρ− 3

ρ2
cos ρ, (5.106)

であり、原点で発散する球ベッセル関数、nl、は lが小さいとき、

n0(ρ) = −cosρ
ρ

, (5.107)

n1(ρ) = −cosρ
ρ2

− sinρ

ρ
, (5.108)

n2(ρ) = −(
3

ρ3
− 1

ρ
)cosρ− 3

ρ2
sin ρ, (5.109)
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である。
進行波では、線形結合をとって、

R+(r) = jl(kr) + inl(kr) (5.110)

R−(r) = jl(kr)− inl(kr) (5.111)

となる。R+(r)は原点から外向に進行する波であり、l = 0や l = 1では、

l = 0;R+(r) = −ie
ikr

kr
(5.112)

l = 1;R+(r) = −eikr 1

kr
(1 + i

1

kr
) (5.113)

となり、R−(r)は外から原点に内向に進行する波であり、

l = 0;R−(r) = i
e−ikr

kr
(5.114)

l = 1;R−(r) = e−ikr 1

kr
(1 + i

1

kr
) (5.115)

となる関数である。有限な角運動量、l ̸= 0、の進行波は、有限な r では l毎に異なる振る
舞いをするが、r → ∞では l = 0の球面波と同じ r依存性をもつ。むろん、角度依存性は
Ylm(θ, φ)で決まり、lやmに依存する。
後で述べる散乱問題では、有限な領域におけるポテンシャルの影響を受けた波が形成され
る。この波は、jlと nlを (5.113)とは異なる重みをつけて重ねあわせた波動関数である。

5.3.4 固有値方程式

全領域で、方程式 (5.75)を満たす関数の振る舞いは、ポテンシャルにより異なる。一定の
球型ポテンシャル、1

r
の形のクーロンポテンシャルと r2の形の調和振動子の場合は、この関

数を、解析的に求める事ができる。一定の球型ポテンシャルと r2の形の調和振動子は、次の
節で扱われ、クーロンポテンシャルは、次の章で扱われる。他の場合は、数値的な、方法を
必要とする。

5.4 球形ポテンシャル中の束縛状態
球形ポテンシャル

V = V0, r ≤ R (5.116)

= 0, r ≥ R (5.117)
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中の質点の従う動径方向の微分方程式は、r ≤ Rと R < rを同じ表式で

− h̄2

2m
(
1

r2
∂r(r

2∂rR(r)) + (
h̄2

2m

1

r2
l(l + 1))R(r) =

p̃2

2m
R(r) (5.118)

となる。ただし、右辺の定数係数は、r = Rの中では有限のポテンシャルの影響で外で異
なり、

p̃2

2m
= (E − V0), r ≤ R, (5.119)

= E,R < r (5.120)

である。
いま V0 < 0として V0 < E < 0のエネルギーをもつ束縛状態を求めよう。内部と外部の運
動量として

p̃in = ±
√
2m(E − V0), r ≤ R, (5.121)

p̃out =
√
−2mE,R < r (5.122)

とおき、さらに、

kin =
pin
h̄

(5.123)

kout =
pout
h̄

(5.124)

とおいて、r < Rで有界でR < rで収束する波動関数が

Nl(kin)jl(kinr), r ≤ R, (5.125)

Ml(kout)(jl(ik̃outr) + inl(ik̃outr)), R < r (5.126)

となる。２階微分方程式の解は、関数値とその一階微分が連続になる。その為、r = Rでの
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波動関数とその一階微分は連続性の条件

Nl(kin)jl(kinR) =Ml(kout)(jl(ik̃outR) + inl(ik̃outR)) (5.127)

Nl(kin)
∂

∂r
jl(kinr)|r=R =Ml(kout)

∂

∂r
(jl(ik̃outr) + inl(ik̃outr))|r=R (5.128)

を満たす。これらは、規格化定数Nl,Mlによるが、両辺の比は規格化定数に依存しない。そ
のため、関係式

∂
∂r
jl(kinr)|r=R

jl(kinR)
=

∂
∂r
(jl(ik̃outr) + inl(ik̃outr))|r=R

jl(ik̃outR) + inl(ik̃outR)
(5.129)

が導かれる。この式で、エネルギーが決定される。
l = 0では、上の式は簡単になる。このとき、j0(kr) = D sin kr

r
であり、j0(ikr)+ in0(ikr) =

C e−kr

r
であるので、固有値をきめる式 (5.129)は、

kinR cos kinR− sin kinR

R sin kinR
=
koutR + 1

R
(5.130)

となり、さらに変形して

kinR cos kinR− sin kinR

sin kinR
= koutR + 1 (5.131)

kinR(tan kinR)
−1 − 1 = koutR + 1 (5.132)

となり、さらに

tan(kinR)

kinR
=

1

koutR + 2
(5.133)

が得られる。この両辺は、変数Eの関数として図のようになり、両関数の交点から、固有値
が決まる。

束縛状態であるE < 0の固有状態の数は、V0が負で絶対値が大きければ大きいほど大き
くなることがわかる。特に、左辺が発散するのは、

tan
√
2m(E − V0)R = ∞ (5.134)
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となるときであり、エネルギーはこの時、

E = V0 +
(2n+ 1)2π2

8mR2
(5.135)

となっている。同様に左辺が零となるのは、

tan
√
2m(E − V0)R = 0 (5.136)

となるときであり、エネルギーはこの時、

E = V0 +
(2n)2π2

8mR2
(5.137)

となっている。だから、エネルギー固有値は、この値の間にあることになる。

5.5 動径座標についての方程式

5.5.1 球対称調和振動子の基底状態

球対称な三次元調和振動子のポテンシャルは、

V (r) =
1

k
r2 =

1

2
k(x2 + y2 + z2) (5.138)

である。このポテンシャルは、r → ∞で発散するので、一定のエネルギーの値Eより大き
くなり、固有値方程式の解は、すべて

|ψ(x)| → 0, |x| → ∞ (5.139)

となり、さらに積分が収束して ∫
dx⃗|ψ(x)|2 = finite (5.140)

となる束縛状態である。この事情は、古典力学において、三次元調和振動子の解がすべて閉
じた閉軌道をなすのと、同じである。
動径座標 rに関する波動方程式 (5.75)にポテンシャルを代入して、

− h̄2

2m
(
1

r2
∂r(r

2∂rR(r)) + (
h̄2

2m

1

r2
l(l + 1) +

k

2
r2)R(r) = ER(r) (5.141)

が得られる。
次に、角運動量が零である l = 0場合の方程式を考察する。このとき、方程式は、

− h̄2

2m
(
1

r2
∂r(r

2∂rR(r)) +
k

2
r2R(r) = ER(r) (5.142)
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となり１次元調和振動子のシュレーデインガー方程式とほぼ同じ形になる。そのため、特殊
解として、１次元の場合と同じ形

R(r) = e−cr2 (5.143)

を仮定する。これを、方程式に代入するため、この関数の１階微分と 2階微分を計算して

R′(r) = −2cre−cr2 (5.144)

R′′(r) = (−2c+ (−2cr)2)e−cr2 (5.145)

が得られる。このため、シュレーデインガー方程式は

− h̄2

2m
(−2c+ 4c2r2 − 4c)e−cr2 +

k

2
r2e−cr2 = Ee−cr2 (5.146)

となり、係数が

− h̄2

2m
(4c2) +

k

2
= 0 (5.147)

c =

√
mk

2h̄
(5.148)

を満たすとき、方程式 (5.146)は任意の rで成立する。つまり、e−cr2は c =
√
mk
2h̄
のとき、方

程式 (5.146)の解となっている。このとき、エネルギーは

E =
h̄2

2m
(6c) = 3× h̄

2

√
k

m
(5.149)

である。この解は、動径座標 rの関数として、r → ∞で急激に小さくなり、また有限の rで
は零になることはない関数であり、基底状態である。このエネルギーは、最低固有状態のエ
ネルギーであり、また必ず正定値である。3次元調和振動子の零点エネルギーと呼ばれる。3

次元調和振動子のハミルトニアンは、3方向の調和振動子の和であり、零点エネルギーも 1

次元振動子の零点エネルギーの丁度 3倍となっている。

5.5.2 水素原子の基底状態

クーロンポテンシャルは、

V (r) = −α
r
, α > 0 (5.150)

である。ここでは、異符号電荷の場合で、引力が働いている。このポテンシャルは、r → ∞
で零となるので、負エネルギーE < 0の固有値方程式の解は、すべて

|ψ(x)| → 0, |x| → ∞ (5.151)
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となり、さらに積分が収束して ∫
dx⃗|ψ(x)|2 = finite (5.152)

となる束縛状態である。この事情は、古典力学における万有引力の下での運動で、負エネル
ギーの解が、閉じた楕円運動であるのと同じである。
動径座標 rに関する波動方程式 (5.75)にポテンシャルを代入して、

− h̄2

2m
(
1

r2
∂r(r

2∂rR(r)) + (
h̄2

2m

1

r2
l(l + 1)− α

r
)R(r) = ER(r) (5.153)

が得られる。
次に、角運動量が零である l = 0場合の方程式を考察する。このとき、方程式は、

− h̄2

2m
(
1

r2
∂r(r

2∂rR(r))−
α

r
R(r) = ER(r) (5.154)

となり前問とは大きく異なる形になる。しかし、r → ∞で急激に小さくなる固有関数があ
るはずである。そのため、特殊解として、前問を少し修正し形

R(r) = e−cr (5.155)

を仮定する。これを、方程式に代入するため、この関数の１階微分と 2階微分を計算して得
られる

R′(r) = −ce−cr (5.156)

R′′(r) = (−c)2e−cr (5.157)

を代入して、シュレーデインガー方程式は

− h̄2

2m
(c2 − 2c

1

r
)e−cr − α

r
e−cr = Ee−cr (5.158)

となり、係数が

− h̄2

2m
(−2c)− α = 0 (5.159)

c =
mα

h̄2
(5.160)

を満たすとき、方程式 (5.158)は任意の rで成立する。つまり、e−crは c = mα
h̄2 のとき、方程

式 (5.158)の解となっている。このとき、エネルギーは

E = − h̄2

2m
c2 = −mα

2

2h̄2
(5.161)

である。この解は、動径座標 rの関数として、r → ∞で急激に小さくなり、また有限の rで
は零になることはない関数であり、基底状態である。このエネルギーは、水素原子の最低固
有状態のエネルギーである。他の多くの励起状態の波動関数や、エネルギー固有値について
は、後の章で考察する。
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5.6 角運動量

5.6.1 角運動量

球対称ポテンシャル、V (r)、中で運動する質点の角運動量について調べよう。角運動量の
次の三つの成分

Lx = ypz − zpy (5.162)

Ly = zpx − xpz (5.163)

Lz = xpy − ypx (5.164)

は、ハミルトニアンとの間に交換関係

[H,Li] = 0 (5.165)

を満たす。このため角運動量の各成分は時間によらない保存量である。
次に、角運動量の二つの成分の間の交換関係を計算すると

[Lx, Ly] = ih̄Lz (5.166)

と、角運動量のもう一つの成分が求まることがわかる。角運動量の各成分は

Li = ϵijkxkpl (5.167)

と一般的に表され、位置や運動量の各成分との間で交換関係は、

[Li, xj] = ϵikl[xkpl, xj] = ih̄ϵiklxkδjl = ih̄ϵikjxk (5.168)

[Li, pj] = ϵikl[xkpl, pj] = ih̄ϵiklplδjk = ih̄bϵijlpl (5.169)

となる。これらは、角運動量ベクトルと、交換関係

[Li, Aj] = ih̄ϵikjAk (5.170)

を満たす演算子の例である。このような演算子Aiをベクトル演算子とよぶ。この交換関係
は、角運動量が座標回転を引き起こす生成子であり、座標回転で演算子Aiがベクトルとし
て変換を受ける事を表している。さらにこれらより、スカラー量であるA2は

[Li, A
2
j ] = Aj[Li, Aj] + [Li, Aj]Aj = ih̄ϵijk(AjAk + AkAj) = 0 (5.171)

と角運動量と可換であることがわかる。A2の任意な関数も

[Li, F (A
2
j)] = 0 (5.172)

126



となる。
角運動量間では、交換関係

[Li, Lj] = [Li, ϵjklxkpl] (5.173)

= ϵjkl[Li, xkpl] = ϵjklxk[Li, pl] + ϵjkl[Li, xk]pl

= ih̄(ϵjklϵilmxkpm + ϵjklϵikmxmpl)

= ih̄ϵijkLk

が満たされている。角運動量は、上の演算子Aiの一つであり、また、閉じた代数関係を満
たしている。

5.6.2 角運動量の行列表現

角運動量ベクトルの３成分が満たす閉じた代数は、強い関係式であり、この代数を満たす
有限次元の行列を、交換関係だけを使い求めることができる。いかに、それらの行列を求め
よう。
先ず、交換関係の両辺の行列の traceを計算して、

Tr[Li, Lj] = ih̄ϵijkTrLk (5.174)

を得る。ここで、左辺は任意の有限次元行列で成立する関係式、

Tr[A,B] =
∑
i

[A,B]ii =
∑
i.l

(AilBli −BilAli) = 0 (5.175)

から、

TrLk = 0 (5.176)

となる。つまり、この３個の行列は、traceが零となる行列である。
以下、簡単のために Li

h̄
をLiと表して計算する。これは h̄ = 1なる単位系をとるのと同じ

である。さて、昇降演算子

L+ = L1 + iL2, L− = L1 − iL2 (5.177)

を使うと、見通し良く計算できる。昇降演算子は交換関係

[L3, L+] = L+, [L3, L−] = −L− (5.178)

[L+, L−] = 2L3
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を満たし、また角運動量ベクトルの大きさが、昇降演算子を使い

L2 =
∑
i

L2
i (5.179)

= L+L− + L3(L3 − 1) = L−L+ + L3(L3 + 1) (5.180)

と書ける。
交換関係を満たす行列 Li(i = 1, 2, 3)を求めるにあたり、
（１） 行列の一意性、
（２）直交基底ベクトル
（３）対角行列とその成分
に着目する。
（１）一つの行列Liが、交換関係 (5.174)を満たすとき、一つのユニタリ行列U で変換し
た行列

L̃i = U †LiU (5.181)

U †U = 1 (5.182)

は、同じ交換関係

[L̃i, L̃j] = ih̄ϵijkL̃k (5.183)

を満たす。
（２）直交基底ベクトル
上のように、一つの行列がわかれば良いので、行列を計算しやすい直交基底ベクトルを
選ぶ。
（３）対角行列とその成分
L3を対角行列にするとき、固有値方程式

L3|b⟩ = b|b⟩ (5.184)

の解である固有値が、どのように分布するか知ることが、大切である。

さて、交換関係

[L2, Li] = 0 (5.185)
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[Li, Li] = 0 (5.186)

から、L2とLiの一つは互いに可換である。そのため、同時に対角形にする事ができる。い
ま、L2とL3に着目して、これらを対角形とする表示を求める。このため、これらの固有値
を (a, b)、固有ベクトルを |a, b⟩,

L2|a, b⟩ = a|a, b⟩ (5.187)

L3|a, b⟩ = b|a, b⟩ (5.188)

とおいて、固有値や固有ベクトルの関係式や、この固有ベクトルによる角運動量の行列表示
を求める。
この空間における演算子Liやそれらの任意な積はすべてL2と可換であるので、固有ベク
トル |a, b⟩に演算子 Liかその積をかけた状態は、

L2Ll
1L

m
2 L

n
3 |a, b⟩ = aLl

1L
m
2 L

n
3 |a, b⟩ (5.189)

となる。そのため、この空間では、L2の固有値 aは一定の値に固定されている。しかし、b
はいくつかの値をとる。それらの値を大きさの順に b1, b2, · · · bN とすると、このベクトル空
間は、

|a, b1⟩, |a, b2⟩, |a, b2⟩, · · · |a, bN⟩ (5.190)

から成っている。昇降演算子と L3との交換関係から、

L3(L−)|a, b⟩ = ([L3, L−] + L−L3)|a, b⟩ (5.191)

= (b− 1)L−|a, b⟩

となり、L−は L3の固有値を 1下げ、

L3(L+)|a, b⟩ = ([L3, L+] + L+L3)|a, b⟩ (5.192)

= (b+ 1)L+|a, b⟩

と、L+は L3の固有値を 1あげる。このため、bi+1 = bi + 1であることがわかり、まだ不定
の規格化定数N をのこして、

L+|a, b⟩ = N |a, b+ 1⟩ (5.193)

L−|a, b⟩ = N
′|a, b− 1⟩ (5.194)

と書ける。規格化定数は、状態の規格化から決り、後で具体形を求める。
ここで、L3の上限値と下限値を持つベクトル |a, bN⟩, |a, b1⟩に着目する。これらは

L+|a, bN⟩ = 0, (5.195)

L−|a, b1⟩ = 0
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を満たす。何故ならば、もし前者の等式が成立しないとすれば、

L+|a, bN⟩ ≠ 0 (5.196)

となり、L3の固有値 bN +1を持つ状態が存在することになる。これは、bN がL3の上限値で
あることに矛盾する。だから、上の等式が成立する。後者の等式についても、同様である。
ここでは、便宜上

bmax = bN , bmin = b1 (5.197)

とおく。このとき、L+や L−を使う表示 (5.180) から、さらに

L2|a, bmax⟩ = (b2max + bmax)|a, bmax⟩, (5.198)

L2|a, bmin⟩ = (b2min − bmin)|a, bmin⟩

を満たす。よって最大固有値と最小固有値と aの間に、等式

a = (b2max + bmax) = (b2min − bmin) (5.199)

が成立する。これを変形して、

b2max + bmax − b2min + bmin = 0 (5.200)

(bmax + bmin)(bmax − bmin + 1) = 0 (5.201)

を得、二つの解

bmax = −bmin, bmax = bmin − 1 (5.202)

が得られる。後者の解は、条件を満たさないので除外する。その結果、一般に

bmax = −bmin = l (5.203)

とおいて、aが

a = l(l + 1) (5.204)

となる。この時、基底ベクトルの数は 2l + 1であり、ベクトル空間の次元は 2l + 1となる。
だから、角運動量 Liは 2l + 1× 2l + 1行列となる。また、lは整数か半整数である。
次に、状態の規格化から規格化定数N,N

′
を求める。式の内積から、

|N |2⟨a,m+ 1|a,m+ 1⟩ = (a−m2 −m)⟨a,m|a,m⟩ (5.205)

|N ′|2⟨a,m− 1|a,m− 1⟩ = (a−m2 +m)⟨a,m|a,m⟩ (5.206)
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規格化されているベクトルを使い

|N |2 = (a−m2 −m) (5.207)

|N ′|2 = (a−m2 +m) (5.208)

が得られ、

|N | =
√
l(l + 1)−m(m+ 1) (5.209)

|N ′| =
√
l(l + 1)−m(m− 1) (5.210)

となる。定数の位相は決らないが、実数になるようにベクトルの位相をきめる。すると、最
終的に

N =
√
l(l + 1)−m(m+ 1) (5.211)

N
′
=
√
l(l + 1)−m(m− 1) (5.212)

が得られる。よって、

L+|a,m⟩ =
√
l(l + 1)−m(m+ 1)|a,m+ 1⟩ (5.213)

L−|a,m⟩ =
√
l(l + 1)−m(m− 1)|a,m− 1⟩ (5.214)

となり、さらに元の角運動量の成分を使い

Lx|a,m⟩ =
1

2
(L+ + L−)|a,m⟩ (5.215)

=
1

2
(
√
l(l + 1)−m(m+ 1)|a,m+ 1⟩+

√
l(l + 1)−m(m− 1)|a,m− 1⟩

Ly|a,m⟩ =
1

2i
(L+ − L−)|a,m⟩ (5.216)

=
1

2i
(
√
l(l + 1)−m(m+ 1)|a,m+ 1⟩ −

√
l(l + 1)−m(m− 1)|a,m− 1⟩

となる。以上より、角運動量の行列要素が、

⟨a,m1|Lx|a,m2⟩ =
1

2
(
√
l(l + 1)−m(m+ 1)δm1,m2+1 +

√
l(l + 1)−m(m− 1)δm1,m2−1)

(5.217)

⟨a,m1|Ly|a,m2⟩ =
1

2i
(
√
l(l + 1)−m(m+ 1)δm1,m2+1 −

√
l(l + 1)−m(m− 1)δm1−m2−1)

(5.218)

⟨a,m1|Lz|a,m2⟩ = m2δm1,m2 (5.219)
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とまとめられる。Lxと Lyは、対角成分が零であるので TrLi = 0, i = 1, 2 である。また Lz

は対角行列であるが、対角成分の和は明らかに零である。以上の結果に l = 1/2h̄と l = 1h̄

を代入して具体的な行列をもとめよう。ここで、h̄をあからさまにいれておく。
例 1：l=1/2

lz = 1/2h̄

(
1 0

0 −1

)

lx = 1/2h̄

(
0 1

1 0

)

ly = 1/2h̄

(
0 −i
i 0

)

例 1：l=1

lz = h̄


1 0 0

0 0 0

0 0 −1



lx =
h̄√
2


0 1 0

1 0 1

0 1 0



ly =
h̄√
2


0 −i 0

i 0 −i
0 i 0



5.6.3 球座標による角運動量状態

球座標を使い角運動量の状態をもとめる。デカルト座標と球座標は

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ (5.220)

r =
√
x2 + y2 + z2 (5.221)

tan θ =

√
x
2
+ y2

z
, tanϕ = −y

x
(5.222)
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で関係している。これらを使い、微分演算子を球座標に変換して、

px = −ih̄( ∂
∂x

) (5.223)

= −ih̄(∂r
∂x

∂

∂r
+
∂θ

∂x

∂

∂θ
+
∂ϕ

∂x

∂

∂ϕ
)

= −ih̄(sin θ cosϕ ∂
∂r

+
cos θ cosϕ

r

∂

∂θ
− sinϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
)

py = −ih̄( ∂
∂y

) (5.224)

= −ih̄(cos θ sinϕ ∂
∂r

+
cos θ sinϕ

r

∂

∂θ
+

cosϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
)

pz = −ih̄( ∂
∂z

) (5.225)

= −ih̄(cos θ ∂
∂r

− sin θ

r

∂

∂θ
)

が得られる。この結果、角運動量は

l± = e±iϕ(± ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂ϕ
) (5.226)

lz = −ih̄ ∂
∂ϕ

(5.227)

l2 = −{ 1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+

1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
)} (5.228)

となる。
l2と lzの固有関数は、

Ylm =
1

2π
eimϕΘlm(θ) (5.229)

l2Ylm = l(l + 1)Ylm (5.230)

lzYlm = mYlm (5.231)

とさらに角度変数を分離して表せる。この一連の方程式を解くのにあたり、前節の手法、即
ち、先ず、Yllや、Yl−lを求め、次にこれらの状態に昇降演算子をかけて逐次他のすべての状
態を求めることにする。Yllは最大のmの値を持つ状態であり、Yl−lは最小のmの値を持つ
状態であり、1階微分方程式、

l+Yll = 0, l−Yl−l = 0 (5.232)

を満たす。1階微分方程式を解くのは、二階微分方程式を解くよりはるかにやさしい。その
為、簡単に解を求められる。Θllについては、方程式

dΘll

dθ
− lcotθΘll = 0 (5.233)
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を変形した後、積分して

1

Θll

dΘll

dθ
= l cot θΘll (5.234)

logΘll = log sinl θ

Θll = N sinl θ (5.235)

となりよって、

Yll =
1

2π
eilϕΘll(θ) (5.236)

と解が求まる。一般の解は、演算子 l−を Ylmにかけて、得られる関係式

l−Ylm =
√
(l −m+ 1)(l +m)Yl,m−1 (5.237)

を使えば良い。この結果得られる関係式、

Ylm = [
1

(2l)!
]−1/2

√√√√(l −m)!

(l +m)!
(l−)

l−mYll (5.238)

と、恒等式

(l−)f(θ)e
imϕ = ei(m−1)ϕ sin θ−m d

d cos θ
(f(θ) sinm θ) (5.239)

を使い、

Ylm(θ, ϕ) =
1

2π
eimϕΘlm(θ) (5.240)

Θlm(θ) = Nlm
1

2ll! sinm θ

dl−m

d cosl−m θ
sin2l θ (5.241)

Nlm = (−i)l
√√√√(2l + 1)(l +m)!

2(l −m)!
(5.242)

が得られる。ただし、規格化条件∫
sin θdθ|Θlm(θ)|2 = 1 (5.243)

を満たすように規格化定数をきめた。これは、規格化条件∫
sin θdθdϕ|Ylm(θ, ϕ)|2 = 1 (5.244)

に対応する。
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Yl,−l(θ, ϕ)を出発しても同じようにして、Yl,m(θ, ϕ)が得られる。
一価性と軌道角運動量
球座標でもとめた角運動量の固有状態 Ylm(θ, ϕ)が、一価関数になるためには、

Ylm(θ, ϕ+ 2π) = Ylm(θ, ϕ) (5.245)

eim(2π) = 1,m =整数 (5.246)

とmは整数でなけねばならない。前節で求めた交換関係に基ずく角運動量の一般論の際に
は、半整数も許されたが、今の場合には、半整数は許されない。今求めている軌道角運動量
は、整数の値だけをとり、半整数の値をとるのは、後で述べるスピン角運動量である。

5.6.4 Legendre微分方程式

２階微分方程式 (5.230)を直接解いてΘ(θ)lm を求めることもできる。方程式は、x = cos θ

とおいてm = 0では簡単な Legendreの微分方程式

(1− x2)P
′′

l − 2xP
′

l + l(l + 1)Pl = 0 (5.247)

になり解が付録で与えられたように、

P2n =
n∑

r=0

(−1)n−r (2n+ 2r − 1)!!

(2r)!(2n− 2r)!!
x2r (5.248)

P2n+1 =
n∑

r=0

(−1)n−r (2n+ 2r + 1)!!

(2r + 1)!(2n− 2r)!!
x2r+1 (5.249)

と表せる。得られた結果は、式 (5.241)でm = 0としたものに一致する。

5.6.5 角運動量ハミルトニアン

ハミルトニアンが

H =
1

2I
ΣiLi

2 (5.250)

で与えられる物理系を考察する。たとえば、半径がRに固定された球面上の質量mの質点
の自由な運動の場合、

I = mR2 (5.251)

である。この系では、力学変数はLiであり、座標 xiは全く顔を出さない。Liの時間依存性
がわかれば、運動がわかることになる。
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角運動量の特徴は三つの成分が閉じた代数関係 [Li, Lj] = ih̄ϵijkLkをなすことである。こ
のため、運動方程式は、

L̇i =
1

ih̄
[H,Li] = 0 (5.252)

であり、簡単に積分できて

Li(t) = Li(0) (5.253)

となる。
ハミルトニアンの固有状態は、角運動量の二乗L2の固有状態 |l,m⟩であり、

H|l,m⟩ = 1

2I
h̄2l(l + 1)|l,m⟩ (5.254)

と、固有値は 1
2I
h̄2l(l + 1)である。

5.7 スピン角運動量
電子は、位置と運動量のベクトル積である軌道角運動量に加えてスピン角運動量 sをもつ。
スピンは、電子の位置や運動量とは、独立な自由度であり、スピン演算子 sの成分は、角運
動量の交換関係

[si, sj] = iϵijksk (5.255)

を満たすが、位置、運動量と可換であり、軌道角運動量とも可換である。スピンの各成分は
交換関係

[si, xj] = [si, pj] = 0 (5.256)

[si, Lj] = 0 (5.257)

を満たしている。
スピンは角運動量であるため、その大きさは、h̄の半整数倍か整数倍である。電子のスピ
ンの大きさは、1

2
h̄であり、s3の固有値も±1

2
h̄をとる 2× 2の行列を構成する二次元ベクトル

空間で表される。このため、ξの値を、±1/2の２つの値をとるとして、電子は、ψ−1/2(x, t)

と ψ1/2(x, t)の２つの成分をもつ波動関数

ψξ(x, t) (5.258)

で表される。陽子や中性子のスピンの大きさも 1
2
h̄であり、２つの成分をもつ波動関数で表

される。
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1
2
h̄の大きさを持つ電子のスピン角運動量は、2× 2の行列、

(si)ξ,η; ξ, η = −1/2, 1/2 (5.259)

で表される。このとき、スピン角運動量のスピン自由度を表す変数 ξに依存する波動関数へ
の作用は、

((si)ψ(x, t))ξ =
∑
η

(si)ξ,ηψη(x, t) (5.260)

と定義される。

5.8 角運動量の合成

5.8.1 角運動量状態の直積

全角運動量 Jが二つの角運動量L1とL2の和

J = L1 + L2 (5.261)

である系で、角運動量L1の基底ベクトル |l1,m1⟩1

L2
1|l1,m1⟩1 = l1(l1 + 1)|l1,m1⟩1 (5.262)

L3
1|l1,m1⟩1 = m1|l1,m1⟩1

と角運動量L2の基底ベクトル |l2,m2⟩2

L2
2|l2,m2⟩2 = l2(l2 + 1)|l2,m2⟩2 (5.263)

L3
2|l2,m2⟩2 = m2|l2,m2⟩2

がわかっている時、これらの固有状態から全角運動量の固有状態を構成出来る。その方法を、
この節で考察する。二つの角運動量は独立なので、

[Li
1, L

j
2] = 0 (5.264)

が成立している。
全角運動量の z成分と、大きさの二乗は、

J (3) = L
(3)
1 + L

(3)
2 (5.265)

J2 = (L1 + L2)
2 = L2

1 + L2
2 + 2L1 · L2

= L2
1 + L2

2 + 2L3
1L

3
2 + L

(+)
1 L

(−)
2 + L−

1 L
+
2
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となる。つまり、全角運動量の z成分では、変数が分離しているが、角運動量の大きさの二
乗では、変数が分離しないで、両変数の積の項が含まれている。このため、角運動量の二つ
の状態の直積 |l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2 は角運動量の z成分の固有状態であり

J (3)|l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2 = (L
(3)
1 + L

(3)
2 )|l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2 (5.266)

= (m1 +m2)|l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2

となるが、角運動量の大きさの二乗では

J2|l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2 = (L1 + L2)
2|l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2 (5.267)

= (L2
1 + L2

2 + 2L1 · L2)|l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2
= (l1(l1 + 1) + l2(l2 + 1) + 2m1m2)|l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2
+(L

(+)
1 L

(−)
2 + L

(−)
1 L

(+)
2 )|l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2

となり、右辺最後の項のため、例外を除いては固有状態ではない。つまり、二つの状態の直
積 |l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2は、全角運動量演算子の様々な大きさ jを含んでいる。このとき、表
現は既約表現ではないという。このベクトル空間を各 j毎のベクトル空間の和の形で表せれ
ば、各 jに属する空間内の任意のベクトルに全角運動量演算子にかけたとき同じ jの空間内
にあり、既約表現をなしている。二つの角運動量の直積に含まれる既約表現の全体を求める
にはどうしたら良いだろうか？

5.8.2 全角運動量 l1 + l2の状態

もしも、右辺最後の項が零になれば上の直積は、全角運動量の固有状態になる。この場合
の結果にもとずいて、一般の既約表現を求めることができる。この項が零となるのは、

L
(+)
1 |l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2 = 0 (5.268)

L
(+)
2 |l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2 = 0 (5.269)

を実現するm1 = l1,m2 = l2の場合か

L
(−)
1 |l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2 = 0 (5.270)

L
(−)
2 |l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2 = 0 (5.271)

を実現するm1 = −l1,m2 = −l2 の場合である。それぞれは、

J2|l1, l1⟩1 ⊗ |l2, l2⟩2 = (l1 + l2)(l1 + l2 + 1)|l1, l1⟩1 ⊗ |l2, l2⟩2 (5.272)

J3|l1, l1⟩1 ⊗ |l2, l2⟩2 = (l1 + l2)|l1, l1⟩1 ⊗ |l2, l2⟩2 (5.273)

138



を満たす全角運動量ベクトルの固有状態

|l1 + l2、l1 + l2⟩ = |l1, l1⟩1 ⊗ |l2, l2⟩2 (5.274)

となるか、また

J2|l1,−l1⟩1 ⊗ |l2,−l2⟩2 = (l1 + l2)(l1 + l2 + 1)|l1,−l1⟩1 ⊗ |l2,−l2⟩2 (5.275)

J3|l1,−l1⟩1 ⊗ |l2,−l2⟩2 = (−l1 − l2)|l1,−l1⟩1 ⊗ |l2,−l2⟩2 (5.276)

を満たす全角運動量ベクトルの固有状態

|l1 + l2,−l1 − l2⟩ = |l1,−l1⟩1 ⊗ |l2,−l2⟩2 (5.277)

となる。これらは、全角運動量の大きさが l1 + l2であり、全角運動量の z成分が、最大値の
l1 + l2か最小値の−l1 − l2である。このように、これらの状態は直積で簡単に構成できる。
これは、直積ベクトルで、全角運動量の大きさが l1 + l2であり、全角運動量の z成分が、最
大値の l1 + l2となるのは、唯一 |l1, l1⟩1 ⊗ |l2, l2⟩2だけであることからもわかる。同様に、全
角運動量の z成分が、最小値の−l1 − l2となるのは、唯一 |l1,−l1⟩1 ⊗ |l2,−l2⟩2だけである。
他の状態については、積 |l1,m1⟩1⊗|l2,m2⟩2は、全角運動量の z成分m1+m2をもつので、
全角運動量の大きさについては、m1 +m2から l1 + l2までの様々な組み合わせがありうる。
そのため、これらの線形結合を取ることにより、全角運動量の良い状態が構成できる。この
状態は、適当な重みをかけて作った状態

|j,m1 +m2⟩ =
∑

Cj
m1,m2

|l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2 (5.278)

に、固有値方程式

J2
∑

Cj
m1,m2

|l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2 = j(j + 1)
∑

Cj
m1,m2

|l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2 (5.279)

を要請して解けば良い。しかし、これは相等面倒である。むしろ、前の節で展開した昇降演
算子を応用するのがやさしいので、この方法を以下で用いる。全角運動量の昇降演算子 J (±)

は、それぞれの昇降演算子L
(±)
i の和であるので、状態へ作用させる計算が簡単に行なえる。

全角運動量に関する関係式

J (+)|j,m⟩ =
√
j(j + 1)−m(m+ 1)|j,m+ 1⟩ (5.280)

J (−)|j,m⟩ =
√
j(j + 1)−m(m− 1)|j,m− 1⟩ (5.281)

から、

|j,m+ 1⟩ = 1√
j(j + 1)−m(m+ 1)

J (+)|j,m⟩ (5.282)
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=
1√

j(j + 1)−m(m+ 1)
(L

(+)
1 + L

(+)
2 )

∑
Cj

m1,m2
|l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2

|j,m− 1⟩ = 1√
j(j + 1)−m(m− 1)

J (−)|j,m⟩ (5.283)

=
1√

j(j + 1)−m(m− 1)
(L

(−)
1 + L

(−)
2 )

∑
Cj

m1,m2
|l1,m1⟩1 ⊗ |l2,m2⟩2

が得られる。|j, j − 1⟩については、

|j, j − 1⟩ = 1√
j(j + 1)− j(j − 1)

J (−)|j, j⟩ (5.284)

=
1√

j(j + 1)−m(m− 1)
(L

(−)
1 + L

(−)
2 )|l1, l1⟩1 ⊗ |l2, l2⟩2

=
1√

j(j + 1)−m(m− 1)

(
√
l1(l1 + 1)− l1(l1 − 1)|l1, l1 − 1⟩1 ⊗ |l2, l2⟩2 + (

√
l2(l2 + 1)− l2(l2 − 1)|l1, l1⟩1 ⊗ |l2, l2 − 1⟩2

となり、さらに同じ方法を繰り返して使い、|j,m⟩が得られる。

5.8.3 全角運動量が l1 + l2より小さい状態

次に、上の |j, j − 1⟩と直交する状態が、

|ψ⟩ (5.285)

= (
√
l2(l2 + 1)− l2(l2 − 1)|l1, l1 − 1⟩1 ⊗ |l2, l2⟩2 − (

√
l1(l1 + 1)− l1(l1 − 1)|l1, l1⟩1 ⊗ |l2, l2 − 1⟩2

と構成できる。この状態に J (+)をかけると

J (+)|ψ⟩ (5.286)

= (
√
l2(l2 + 1)− l2(l2 − 1)

√
l1(l1 + 1)− l1(l1 − 1)|l1, l1⟩1 ⊗ |l2, l2⟩2

−
√
l1(l1 + 1)− l1(l1 − 1)

√
l2(l2 + 1)− l2(l2 − 1)|l1, l1⟩1 ⊗ |l2, l2⟩2

= 0

と零になる。このため、

J2|ψ⟩ (5.287)

= (J (−)J (+) + L3(L3 + 1))|ψ⟩
= (l1 + l2 − 1)(l1 + l2)|ψ⟩
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となり、この状態は J2の固有状態 |l1 + l2 − 1, l1 + l2 − 1⟩である。最後に、この状態を規格
化して、

|l1 + l2 − 1, l1 + l2 − 1⟩ (5.288)

=
1√

l2(l2 + 1)− l2(l2 − 1) + l1(l1 + 1)− l1(l1 − 1)

(
√
l2(l2 + 1)− l2(l2 − 1)|l1, l1 − 1⟩1 ⊗ |l2, l2⟩2 −

√
l1(l1 + 1)− l1(l1 − 1)|l1, l1⟩1 ⊗ |l2, l2 − 1⟩2)

が得られる。以下、この操作をくりかえして J2の固有状態 |j,m⟩, j = |l1 − l2|, · · · l1 + l2)が
得られる。

5.8.4 縮退度

異なる直積ベクトルの数は、(2l1 + 1)× (2l2 + 1)である。これらから、全角運動量の既約
表現として、j = l1 + l2から j = |l1 − l2|までのベクトルが構成される。その独立ベクトル
の数は

j=l1+l2∑
j=l1−l2

(2j + 1) = (2l1 + 1)× (2l2 + 1) (5.289)

となり、両者は一致する。

5.8.5 スピンと軌道角運動量の合成

スピンと軌道角運動量の合成を行なう。いかで、スピンの大きさを 1/2とし、軌道角運動
量の大きさを lとする。
j = l+ 1/2, j3 = l+ 1/2

先ず、l3 = lと s3 = 1/2との直積

|l + 1/2, l + 1/2⟩ = |l, l⟩ ⊗ |1/2,+1/2⟩ (5.290)

は、全角運動量が l + 1/2、その第３成分が l + 1/2となる。
j = l+ 1/2, j3 = l− 1/2

全角運動量が同じ l + 1/2でその第３成分を一つ下げた状態は、降下演算子をかけること
より、

|l + 1/2, l − 1/2⟩ = 1√
(l + 1/2)(l + 3/2)− (l + 1/2)(l − 1/2)

L−|l + 1/2, l + 1/2⟩

(5.291)

=
1√

(2l + 1)
L−|l + 1/2, l + 1/2⟩
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と得られる。次に、降下演算子をそれぞれの演算子の和で表して、

L−|l + 1/2, l + 1/2⟩ = (ll− + l
1/2
− )|l, l⟩ ⊗ |1/2,+1/2⟩ (5.292)

=
√
l(l + 1)− (l(l − 1))|l, l − 1⟩ ⊗ |1/2,+1/2⟩+

√
3/4 + 1/4|l, l⟩ ⊗ |1/2,−1/2⟩

=
√
2l|l, l − 1⟩ ⊗ |1/2,+1/2⟩+ |l, l⟩ ⊗ |1/2,−1/2⟩

となるので、状態 |l + 1/2, l − 1/2⟩は

|l + 1/2, l − 1/2⟩ = N(
√
2l|l, l − 1⟩ ⊗ |1/2,+1/2⟩+ |l, l⟩ ⊗ |1/2,−1/2⟩)

N =
1√

1 + 2l
(5.293)

となる。
j = l− 1/2, j3 = l− 1/2

上の状態 |l+1/2, l− 1/2⟩と直交して第３成分が同じ l− 1/2である状態は、上とは異なる
係数による線形結合で、

|l − 1/2, l − 1/2⟩ = N(|l, l − 1⟩ ⊗ |1/2,+1/2⟩ −
√
2l|l, l⟩ ⊗ |1/2,−1/2⟩)

となる。 この状態は全角運動量の大きさが l − 1/2である。
j = l− 1/2, j3 = l− 3/2

さらに、この状態に降下演算子をかけて、全角運動量の大きさが l−1/2で第３成分を l−3/2

とする状態が得られる。

L−|l − 1/2, l − 1/2⟩ = NL−(|l, l − 1⟩ ⊗ |1/2,+1/2⟩ −
√
2l|l, l⟩ ⊗ |1/2,−1/2⟩)

= NL−(|l, l − 1⟩ ⊗ |1/2,+1/2⟩ −
√
2l|l, l⟩ ⊗ |1/2,−1/2⟩)

(5.294)

以下このような、操作を繰り返して任意の状態 |J,M⟩が構成される。この時の式 (5.278)

の係数は、よく表にされて示される。
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5.9 座標軸の回転と角運動量

5.9.1 3軸回りの有限回転

角運動量演算子 Liは

[Li, xj] = ih̄ϵijkxk (5.295)

を満たすので、角運動量演算子 L3を指数にもつユニタリ演算子 U3(β)

U3(β) = e−iβ
h̄
L3 (5.296)

は、座標系に作用して座標の第３軸回りに有限の大きさの角 β回転する。
無限小の角 δβでは、ユニタリ演算子により座標は

U3(δβ)x1U3(δβ)
−1 (5.297)

(1− i
δβ

h̄
L3)x1(1 + i

δβ

h̄
L3) (5.298)

= x1 − i
δβ

h̄
[L3, x1]

= x1 + (δβ)x2

となり、微少変化量 δβに対する座標の微係数が、角運動量との交換関係で与えられる。
有限な βでは、U3(β)とその逆を x1の両辺にかけると

U3(β)x1U3(β)
−1 (5.299)

= x1 − i
β

h̄
[L3, x1] +

(−iβ
h̄
)2

2!
[L3, [L3, x1]] +

(−iβ
h̄
)n

n!
[L3, [L3, [· · · , x1]] · · ·]

= x1 + (β)x2 −
(β)2

2!
x1 +

= x1 cos β + x2 sin β (5.300)

となり、x2では

U3(β)x2U3(β)
−1 (5.301)

= x2 − i
β

h̄
[L3, x2] +

(−iβ
h̄
)2

2!
[L3, [L3, x2]] +

(−iβ
h̄
)n

n!
[L3, [L3, [· · · , x2]] · · ·]

= x2 − (β)x1 −
(β)2

2!
x2 +

= x2 cos β − x1 sin β (5.302)

となる。これは、3軸回りの角度 βの回転である。つまり、ユニタリ演算子 U3(β)は、座標
軸を z軸回りに有限角 β回転する演算子である。
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5.9.2 オイラー角

一般の有限回転は、初めに３軸周りに α、次に２軸周りに β、最後に３軸周りの γ回転で
表わすことができる。この演算を表わすユニタリ演算子は、

U3(γ)U2(β)U3(α) (5.303)

であり３つの角度 α, β, γによる第３軸、第 2軸、第 3軸回りの回転の積で表される。この角
度を、オイラー角という。これらの変換により座標が

U3(α) =


cosα − sinα 0

sinα cosα 0

0 0 1



U2(β) =


cos β 0 sin β

0 1 0

− sin β 0 cos β



U3(γ) =


cos γ − sin γ 0

sin γ cos γ 0

0 0 1


をかけた座標に変換される。また角運動量の基底で波動関数は、

U2(β)|l,m⟩ =
∑
m′
dlm,m′(β)|l,m′⟩ (5.304)

と同じ lをもつベクトルの空間内で変換される。ここで、dlm,m′(β) は d関数という。

5.10 問題
問 １ グリーン関数

デイラックのブラケットの記号を使い、式 (5.43)のG(t,x)は、

G(t,x) = ⟨0|e−iH
h̄
t|x⟩ (5.305)

H =
(−ih̄)2

2m
∇2

と表されること、並びにこれを使いG(t,x)が満たす諸関係式を証明せよ。
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問 ２　波束

波束の効果を、
(1)相対論的な自由粒子で調べよ。ただしエネルギーはE(p) =

√
p2 +m2と与えられる。

(2)零質量m = 0の場合についてはどのようになるか？
調べよ。

問 ３　２重スリット

波束の式を使い、２重スリットの問題を、スリットの幅、２重スリット間の間隔、波長等
の依存性に注意を払い干渉を調べよ。

問 4　ベクトル演算子

角運動量 Liと交換関係 (5.170)を満たすベクトル演算子Aiの行列要素の間の関係式

⟨l,m|A+|l′,m′⟩ = (5.306)

⟨l,m|A−|l′,m′⟩ = (5.307)

⟨l,m|Az|l′,m′⟩ = (5.308)

を証明せよ。

問 5　パウリ行列

パウリ行列

σ3 =

(
1 0

0 −1

)

σ2 =

(
0 1

1 0

)

σ2 =

(
0 −i
i 0

)

は、関係式

[σi, σj] = 2iϵijkσk (5.309)

{σi, σj} = 2δij

σiσj = δij + iϵijkσk
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を満たすことを証明せよ。

問題　 6　角運動量　

角運動量は、古典力学では
(1)任意の値を取ることができる、
(2)lx, ly, lzの３成分を同時に決めることができる。
しかしながら量子力学では、
(3)任意の値を取ることができない、
(4)lx, ly, lzの３成分を同時に決めることができない。
この違いを、交換関係を使って議論せよ。
また密度が 10g/cm3である固体の球が毎秒１０回回転している時の角運動量の大きさを計
算せよ。

問題 7　ルジャンドル多項式

ルジャンドル多項式の母関数は

1

(1− 2xt+ t2)1/2
=

∞∑
l=0

Pl(z)t
l (5.310)

である。これを使い、以下の関係式を導け。
(1)

(l + 1)Pl+1(z)− (2l + 1)zPl(z) + lPl−1(z) = 0 (5.311)

P ′
l+1(z)− 2zP ′

l (z) + P ′
l−1(z)− Pl(z) = 0 (5.312)

(2)

P0(z) = 1 (5.313)

P1(z) = z (5.314)

P2(z) =
1

2
(3z2 − 1) (5.315)

(3)

Pl(z) =
1

2ll!

dl

dzl
(z2 − 1)l (5.316)

(4) ∫ 1

−1
dzPl(z)Pm(z) = 0, l ̸= m (5.317)∫ 1

−1
dzPl(z)

2 =
2

2l + 1
(5.318)
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問題　 8　角運動量の合成　

スピン 1/2のベクトル uξ, ξ = −1/2, 1/2とスピン 1のベクトル vm,m = −1, 0, 1 を合成し
て、スピン 3/2とスピン 1/2のベクトルを構成せよ。

問題　 9　球形のポテンシャル

ポテンシャル

V (r) = −V0; r ≤ R (5.319)

= 0; 0 ≤ r (5.320)

における束縛状態を求めよ。半径 Rを変えるとエネルギーや波動関数はどのように変化す
るか？

問題 10　　箱型のポテンシャル

辺の長さが Lである立方体形のポテンシャル

V (r) = −V0;内部 (5.321)

= 0;外部 (5.322)

における束縛状態を求めよ。辺の長さLを変えるとエネルギーや波動関数はどのように変化
するか？

問題　 11　原点で発散するポテンシャル

ポテンシャルが

V (r) = −V0r−p; p > 2 (5.323)

における束縛状態を議論せよ。

問題　 12　球形のポテンシャル

ポテンシャル

V (r) = −V0;R1 ≤ r ≤ R2 (5.324)

= 0; r ≤ R1, R2 ≤ r, (5.325)

における束縛状態を求めよ。半径 Rを変えるとエネルギーや波動関数はどのように変化す
るか？
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第6章 水素原子

水素原子は、正電荷+1|e|をもつ陽子に一つの電子が束縛された、最も単純な原子である。
水素原子は、電子と陽子の座標を力学変数とし、これらの距離に反比例するクーロンポテン
シャルを持つハミルトニアンで表わされる。電荷の積で決まるクーロン力は、異符号の電荷
を持つ陽子と電子の間で引力となり、束縛状態を形成する。クーロン力は、スピンには依存
しないので、ここでは、スピンは無視する。
量子論は、
（ １）原子に不連続スペクトルが存在すること、
（ ２）原子核の回りの電子の運動に古典物理学を適用すると原子は電磁波を放射して徐々
にエネルギーを失い不安定である、
等の古典力学で理解出来ない事柄を理解することを目指して展開した。ボーアは、量子論
の考えを古典力学に巧妙に組み入れた半古典論を適用して、これらの矛盾がなくなることを
示した。本章では、シュレーデインガー方程式を解くことにより、不連続なエネルギー準位
を求める。結果は、不思議なことに、ボーアの結果と一致する。

6.1 ２体問題
質量M1 　位置ベクトル x1 の質点と、質量M2 位置ベクトル x2 の質点が、互いの距離

r = |x1 − x2|で決まるポテンシャル U(r)のもとで運動している系のラグランジアンは、

L =
M1

2
(
d

dt
x1(t))

2 +
M2

2
(
d

dt
x2(t))

2 − U(r) (6.1)

でありハミルトニアンは、

H =
1

2M1

(p1(t))
2 +

1

2M2

(p2(t))
2 + U(r) (6.2)

である。ここで、ポテンシャルの性質を考慮して、二つの重心の位置を表す重心座標と相対
的位置を表す相対座標を導入しよう。重心座標X(t)と相対座標 r(t)は、

x1 = X+
M2

M1 +M2

r (6.3)

x2 = X− M1

M1 +M2

r (6.4)
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であり、これらに共役な運動量は

p1 =
M1

M1 +M2

P+ p (6.5)

p2 =
M2

M1 +M2

P− p (6.6)

である。
ハミルトニアンは、重心座標と相対座標に共役な運動量で表して

H =
1

2Mt

(P(t))2 +
1

2µ
(p(t))2 − U(r) (6.7)

µ =
M1M2

M1 +M2

,Mt =M1 +M2 (6.8)

と変数分離形になる。そのため、定常状態の波動関数は、

Ψ(x⃗1, x⃗2; t) = e
−iEt

h̄ ΨE1(X⃗)ψE2(r⃗) (6.9)

E = E1 + E2

と両変数の関数の積となり、それぞれが、波動方程式

1

2Mt

(P(t))2Ψ(X⃗) = E1Ψ(X⃗) (6.10)

(
1

2µ
(p(t))2 − U(r))ψ(r⃗) = E2ψ(r⃗) (6.11)

を満たす。
ここで、特に２つの質量に大きさな差があって、

M1 ≫M2 (6.12)

の場合

µ =
M1M2

M1 +M2

≈M2,Mt =M1 +M2 ≈M1 (6.13)

となる。陽子の質量は、電子の質量の約 2, 000倍であり、この状況に一致している。波動関
数で、重心座標に依存する部分が一つの運動量をもつように凍結していたとしても、相対座
標 r⃗に依存する部分は必ず広がった波動関数となっている。このため、電子は r⃗の広がりと
同じ広がりをもつが、陽子は相対座標の広がりの 1

2000
の広がりとなる。
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6.2 水素原子のレンツベクトル

6.2.1 レンツベクトル

水素原子は、相対座標 xに依存するクーロンポテンシャル、

U(x) = −A
r

(6.14)

r = (x2 + y2 + z2)
1/2

(6.15)

が働いている陽子と電子からなる２体系である。Ａは電荷で決まる定数である。質量mの
質点の相対座標 xの運動では、保存量は中心力であることに起源をもつ角運動量と、クーロ
ンの相互作用に固有なベクトル（レンツベクトル）である。
相対座標に依存するハミルトニアンは

H =
1

2m
p2 − A

r
(6.16)

であり、古典力学の運動方程式は

ṗ = mv̇ = −A x

r3
(6.17)

である。mは厳密には、換算質量であるがほぼ電子の質量に一致するので、ここでは記号m

を使う。
動径方向の単位ベクトル erの時間変化を調べよう。rの定義から、

d

dt
er =

d

dt

r

r
(6.18)

=
( d
dt
r)r − ( d

dt
r)r

r2

=
( d
dt
r)r − (

d
dt
r·r
r

)r

r2

=
( d
dt
r)r2 − ( d

dt
r · r)r

r3

=
1

m

(p)r2 − (p · r)r
r3

となる。次に恒等式

(x× p)× x = x2p− (x · p)x (6.19)

と角運動量の定義、

L = (x× p) (6.20)
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ならびに運動方程式から得られる

d

dt
(L× p) (6.21)

= (L× ṗ)

= − 1

A
(L× r

r3
)

を使う。その結果新たな保存則

m
d

dt
er = − 1

A

d

dt
(L× p) (6.22)

d

dt
(er +

1

mA
L× p) = 0 (6.23)

が得られる。このベクトルをあからさまにエルミートな形E、

E = er +
1

2mA
(L× p− p× L) (6.24)

で書きレンツベクトルと呼ぶ。レンツベクトルの成分は、ハミルトニアンと角運動量を含む
交換関係

[Ei, Ej] = −ϵijk
2

mA2
HLk (6.25)

[Ei, H] = 0 (6.26)

を満たしているベクトルである。さらに交換関係

[Li, Ej] = iϵijkEk (6.27)

[Li, H] = 0 (6.28)

と直交関係、

L · E = 0 (6.29)

を満たしている。このように、水素原子では、角運動量L、ハミルトニアン、レンツベクト
ルEが保存し、また閉じた代数をなしている。角運動量とレンツベクトルとハミルトニアン
の全体で、閉じた空間を構成するので、これらの大きさは、交換関係の代数から決まる。と
ころで、代数の相対的な大きさは、ハミルトニアンの固有値で決まる。そのため、逆にハミ
ルトニアンの固有値が、代数的に決定される。
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6.2.2 スペクトルの代数的決定

Eを規格化した Ẽを

E =

√
2|E|
mA2

Ẽ (6.30)

と定義すると、交換関係が簡単になる。次のベクトル

J(±) =
1

2
(L± Ẽ) (6.31)

は、それぞれ角運動量の交換関係

[J
(±)
i , J

(±)
j ] = iϵijkJ

(±)
k (6.32)

を満たし、また直交関係 (6.29)から二つのベクトルの大きさは等しくなり、

J(+)2 = J(−)2 = j(j + 1) (6.33)

となる。これと、Ẽの定義から得られる

Ẽ2 = −(L2 + h̄2)− mA2

2E
(6.34)

を使い、

−mA2

8h̄2E
=

1

4
n2 (6.35)

n = 2j + 1 (6.36)

が得られる。

6.3 水素原子の定常状態：エネルギー固有値と固有状態
水素原子の定常状態を考察しよう。クーロン引力の特徴は、ポテンシャルの強さを示す α

が無次元であることである。だから、位置座標や時間座標以外で次元を持つパラメーターは、
エネルギーに限られる。その結果、空間座標への依存性を規定するのは、エネルギーである。
後で、その事情が具体的にわかるであろう。
クーロンポテンシャル中の質量mの質点のハミルトニアンは

H =
1

2m
p2 + U(r) (6.37)

U(r) = − e2

4πϵ

1

r
(6.38)
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である。このハミルトニアンの固有値方程式は、

HΨ(x) = EΨ(x) (6.39)

であり座標を使う表示で、

p = −ih̄∇ (6.40)

p2 = −(h̄)2∇2 (6.41)

となる。また、付録の結果から、球座標では、

∇2Ψ(x) =
1

r2
∂r(r

2∂rΨ(x))

+
1

r2sinθ
∂θ(sinθ∂θΨ(x)) +

1

r2sinθ2
∂φ

2Ψ(x), (6.42)

=
1

r2
∂r(r

2∂rΨ(x)) +
1

r2
L2Ψ(x) (6.43)

である。ここで、

Ψ(x) = Rl(r)Ylm(θ, ϕ) (6.44)

とおいて、固有値方程式の特解を求めてみよう。方程式は、

− 1

2m
h̄2

1

r2
∂r(r

2∂rRl(r)) + (
h̄2

2m

l(l + 1)

r2
− α

1

r
)R(r) = ER(r) (6.45)

− h̄2

2m
(∂2r +

2

r
∂r)R(r) + (

h̄2

2m

l(l + 1)

r2
− α

1

r
)R(r) = ER(r) (6.46)

となる。次に、

r =
h̄2

mα

n

2
ρ (6.47)

n =
1√

−2 h̄2E
mα2

(6.48)

と無次元の変数 ρに変換して、方程式は

R
′′
+

2

ρ
R

′
+ [−1

4
+
n

ρ
− l(l + 1)

ρ2
]R = 0 (6.49)

となる。この方程式を満たす関数は、無次元の変数の関数である。しかしながら、変換式
(6.47)(6.48)からわかるように、通常の空間次元を持つ変数 rであらわした時、関数はエネ
ルギーで決まる大きさをもつ。相互作用の強さαが無次元であるため、エネルギーの大きさ
だけで、波動関数の空間的な大きさが決まっている。この点は、あとで詳しく検討する。
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ρ→ 0での方程式と解の漸近形は、

R
′′
+

2

ρ
R

′
+ [− l(l + 1)

ρ2
]R = 0 (6.50)

R = ρl (6.51)

また、ρ→ ∞での方程式と解の漸近形は、

R
′′
+ [−1

4
]R = 0 (6.52)

R = e−
1
2
ρ (6.53)

である。このため、関数を

R = ρle−
1
2
ρω(ρ) (6.54)

と表して、ω(ρ)が満たす方程式

ρω
′′
(ρ) + (2 + 2l − ρ)ω

′
(ρ) + (n− l − 1)ω(ρ) = 0 (6.55)

が得られる。この方程式は級数解

ω =
∑
p

apρ
p (6.56)

の解を持つ、確定特異点を持つ微分方程式である。係数 aρは、級数を方程式に代入して、漸
化式

ap+1 = −n− l − 1− p

p+ 2 + 2l

1

p+ 1
ap (6.57)

の解として得られる。この漸化式の解は、nの値により、有限の冪で閉じる多項式の場合と
有限で閉じない無限級数の場合の２種類に分類される。
1 多項式

n− l − 1− p0 = 0 (6.58)

が満たされる nの場合、

ap0+1 = 0 (6.59)

となるため、級数は p0次の多項式となる。この式より、

n = l + p0 + 1 =整数 (6.60)
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から、エネルギーが

E = −mα
2

2h̄2
1

n2
(6.61)

と決まる。エネルギーがこのとびとびの値に一致する時、波動関数は、付録にある Laguerre

多項式、

ω = L(2l+1)
p0

(ρ) (6.62)

である。ω(ρ)が多項式であるので、(6.54)よりRは ρ → ∞で漸近形 e−
1
2
ρのように振る舞

い、関数の絶対値の二乗の空間積分は収束する。この解は、電子が有限な空間領域にある束
縛状態を表す。
2 無理級数
上の条件が満たされず、

n− l − 1− p ̸= 0 (6.63)

の場合は、係数 aρはすべて零ではないので、解は無限級数となる。この場合は、解の性質
が、上の (1)の場合とは全く異なる。無限級数の性質は、一般的に大きな pでの係数の振る
舞いで決まる。今の級数では、大きな pで係数は漸化式より以下のようになり、関数 ωは収
束性の良い無限級数で、

ap =
1

p!
a0 (6.64)

ω =
∑
p

apρ
p = a0e

ρ (6.65)

となる。しかし、この級数は、ρ→ ∞で発散する。このため、Rの漸近形は

R = ρle
−1
2
ρω = a0ρ

le
1
2
ρ (6.66)

となることがわかる。この関数は、ρ = ∞で発散するので、
∫∞
0 |R|2r2drを１に規格化する

ことはできない。そのため、n− l − 1− p ̸= 0のときは、束縛状態には対応しない。
このようにして、微分方程式の解の漸近形が、微分方程式の漸近形から得られる関数に一
致するのは、n− l − 1− p = 0のときに限られる。

6.3.1 固有値と固有関数

水素原子の束縛状態は、エネルギーや角運動量等の量子数の値で指定される。エネルギー
は、式 (6.61)で与えられ、主量子数 nだけで決定される。主量子数 nが、一つの値に決まっ
たとき、角運動量の大きさ lや最高次の冪 p0は複数の値をとる。各 lや p0ごとに波動関数は
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異なるので、それぞれが一つの状態を表している。つまり、複数の状態が同じエネルギーを
もつ。異なる角運動量の状態が同じエネルギーをもつ水素原子に固有のこの縮退は、クーロ
ンポテンシャルの特異性を表している。これらが満たす関係式 (6.60)から、縮退の様子を詳
しく解析しよう。
基底状態 : n = 1

主量子数が１である基底状態では、lや p0の満たす

l + p0 + 1 = 1 (6.67)

の解は、lや p0が正符号なので、ただひとくみ

l = 0, p0 = 0 (6.68)

であり縮退がない。 よって、基底状態のエネルギーと固有関数は

E = −mα
2

2h̄2
(6.69)

R = a0e
−ρ/2

であり、ただ一つの固有関数は、原点（ポテンシャルの中心）で最大となり原点から遠ざか
ると一様に減少する。基底状態の波動関数は、原点と無限遠の途中で零になることはない図
のような関数である。

第一励起状態 :n = 2

主量子数が２となる第一励起状態では、lや p0が満たす方程式

l + p0 = 1 (6.70)

の解は

(1)l = 1, p0 = 0, (6.71)

(2)l = 0, p0 = 1
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の二つの組みである。これら第一励起状態は、エネルギー

E = −mα
2

2h̄2
1

22
(6.72)

をもち、固有関数はそれぞれ

(1)l = 1, p0 = 0; (6.73)

R = a1L
3
0(ρ)ρe

−ρ/2 = a1ρe
−ρ/2

(2))l = 0, p0 = 1

R = a′1L
1
1(ρ)e

−ρ/2 = a′1(2− ρ)e−ρ/2 (6.74)

である。このように、角運動量 1の状態と、角運動量 0の状態が同じエネルギーを持って
いる。

第二励起状態: n = 3

主量子数が２となる第二励起状態では、lや p0は

l + p0 = 2 (6.75)

を満たす。これの解は

(1)l = 2, p0 = 0, (6.76)

(2)l = 1, p0 = 1,

(3)l = 0, p0 = 2

の三つである。これら第二励起状態は、エネルギー

E = −mα
2

2h̄2
1

32
(6.77)

をもち、固有関数は

(1)l = 2, p0 = 0; , (6.78)
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R = aρ2L5
0(ρ)e

−ρ/2

(2)l = 1, p0 = 1, (6.79)

R = aρ1L3
1(ρ)e

−ρ/2

(3)l = 0, p0 = 2 (6.80)

R = aL1
2(ρ)e

−ρ/2

である。この場合では、角運動量 2の状態、角運動量 1の状態、と角運動量 0の状態が同じ
エネルギーを持っている。

より高い励起状態についても、同様に解を求めることができる。
第N-1励起状態: n = N

主量子数がNとなる第N-1励起状態では、lや p0は

l + p0 = N − 1 (6.81)

を満たす。これの解は

(1)l = N − 1, p0 = 0, (6.82)

(2)l = N − 2, p0 = 1,

(3)l = N − 3, p0 = 2

· · ·
(N)l = 0, p0 = N − 1 (6.83)

のNこの lに対応する。これら第N-1励起状態は、エネルギー

E = −mα
2

2h̄2
1

N2
(6.84)

をもち、角運動量が最大値N − 1から最小値 0にまでわたる。角運動量 lの状態は、lzが−l
から+lまであり状態数は 2l + 1個である。このエネルギーをもつ固有関数の総数は

(1)l = N − 1, p0 = 0;m = −l, · · · ,−l; 2N − 1こ (6.85)
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(2)l = N − 2, p0 = 1, 2N − 3こ

(3) · · ·
(N)l = 0, p0 = N − 1, 1こ

をたして得られる、

(2N − 1) + (2N − 2) + · · ·+ (1) = N2 (6.86)

である。
動径波動関数は、基底状態では、節をもたない二乗可積分の関数であり、第一励起状態で
は、一つ節をもち、第二励起状態では二つ節をもつ。n → ∞では、エネルギーは、限りな
く零に近ずき波動関数は、限りなく拡がる。

6.4 保存則と固有状態の量子数
動径座標 rの関数であるクーロンポテンシャルは、球対称であると共に空間座標の符号を
変える変換である空間反転 x⃗→ −x⃗に対して不変である。空間回転を生成する演算子は、角
運動量であり、空間反転を生成する演算子は、パリテイ演算子である。物理系が不変である
ことより、角運動量演算子、Li、並びにパリテイ演算子、P、がハミルトニアンHと交換す
る。また、可換な二つの演算子は、同時に対角化することが可能である。そのため、ハミル
トニアンの固有状態は、角運動量の量子数と空間反転の量子数で指定される。この角運動量
は、h̄の整数倍となる軌道角運動量 h̄lをもち、その z成分 h̄mは、−h̄lから h̄lまでの値を
とる。
空間反転は、座標を x → −xとする変換である。この変換に対して固有状態は不変であ
る。これより、ハミルトニアンの固有関数は、角運動量の固有状態であるとともに、空間反
転の固有状態になる。主量子数 n、角運動量の大きさ l、角運動量の z成分の大きさmの固
有関数は、まとめて

Ψnlm(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ) (6.87)

Rn,l(r) = [(
2

na0
)3

(n− l − 1)!

2n((n+ l)!)3
]1/2e−

1
2
ρρlL2l+1

n+l (ρ)

a0 =
h̄2

mα
, ρ =

2

na0
r

E = −mα
2

2h̄2
1

n2
(6.88)

と表わされる。
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6.4.1 回転と空間反転

空間反転 P は、デカルト座標 xを

x → −x (6.89)

と変換する。このとき、極座標は、

r → r, θ → π − θ, ϕ→ π + ϕ (6.90)

と変換される。この座標変換で球関数は、

Ylm(θ, ϕ) → Ylm(π − θ, π + ϕ) (6.91)

= (−)m(−)l+mYlm(θ, ϕ) = (−)lYlm(θ, ϕ) (6.92)

と変換され、lが偶数では＋の固有値の状態になり、lが奇数ではーの固有値の状態になる。

6.4.2 レンツベクトル

水素原子のハミルトニアンHは、レンツベクトルと交換する。だから、レンツベクトルは保
存ベクトルである。また、レンツベクトルと角運動量ベクトルは、交換関係、(6.25), (6.26), (6.27)
を満たしている。交換関係 (6.25)は、一定のエネルギーを持つ状態の空間が、角運動量と同
等の交換関係を持つレンツベクトルにより張られる空間となることを示している。この空間
が有限次元の空間であるとき、同じエネルギーを持ちこの次元の数に一致する状態が存在す
る。つまり、この次元が縮退度を表している。水素原子の特異な縮退は、保存する角運動量
と保存するレンツベクトル、並びにハミルトニアンが満たす交換関係に起源をもつ。

6.4.3 n→ ∞での固有状態

主量子数 nが式 (6.61)でエネルギーをきめるとともに、式 (6.60)でこのエネルギーを持つ
縮退した関数の空間の次元を決める。また、n → ∞では、エネルギーは無限小になり、波
動関数は限りなく大きくなり、また状態の数も限りなく大きくなる。この領域における固有
関数の様子を調べてみよう。

6.4.4 分配和

1水素原子の束縛状態の状態和

Z = Tre−βH =
∑
nlm

e−βEn (6.93)

=
∑
n

e−βEnn2 (6.94)
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は、

En = −R 1

n2
(6.95)

では、発散する。

6.5 正エネルギー解
正エネルギーE > 0の解は、無限遠 r → ∞での波動関数の値が有限となり、規格化出来
ない。この関数は、無限の遠方から波が入射し、ポテンシャルのために散乱され、最後に遠
方に出てゆく散乱状態を表している。散乱問題では、同じ方程式の異なる境界条件を満たす
解を調べる。

6.6 放物線座標での固有状態
放物線座標 (ξ, η, ϕ)は、 デカルト座標と

x =
√
ξηcosϕ,

y =
√
ξηsinϕ, (6.96)

z =
1

2
(ξ − η)

r =
1

2
(ξ + η) (6.97)

と関連してい、付録にあるようにラプラシアンは、

∇2Ψ(x) = (
4

ξ + η
(
∂

∂ξ
(ξ
∂

∂ξ
+

∂

∂η
(η
∂

∂η
))) +

1

ξη

∂2

∂ϕ2
)Ψ(x) (6.98)

である。これらの関係式を、シュレーデインガー方程式

(− h̄2

2M
∇2 + V (r))Ψ(x) = EΨ(x) (6.99)

に代入して、放物線座標におけるシュレーデインガー方程式

(− h̄2

2M
(

4

ξ + η
(
∂

∂ξ
(ξ
∂

∂ξ
+

∂

∂η
(η
∂

∂η
))) +

1

ξη

∂2

∂ϕ2
)− α

2

ξ + η
)Ψ(x) = EΨ(x)

(6.100)
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を得る。方程式で３変数 ξ, η, ϕが分離しているので、波動関数を変数分離型

Ψ = f1(ξ)f2(η)e
imϕ (6.101)

に仮定する。この変数分離型の関数を代入して、

(− h̄2

2M
(

4

ξ + η
(f2

∂

∂ξ
(ξ
∂

∂ξ
f1 + f1

∂

∂η
(η
∂

∂η
)f2))−

1

ξη
m2f1f2)− α

2

ξ + η
)f1f2 = Ef1f2

(6.102)

を得、さらにこの両辺を f1f2でわって、方程式が

(− h̄2

2M
(

4

ξ + η
(
1

f1

∂

∂ξ
(ξ
∂

∂ξ
f1 +

1

f2

∂

∂η
(η
∂

∂η
)f2))−

1

ξη
m2)− α

2

ξ + η
) = E

(6.103)

となる。これより、あらたな未定定数 β1, β2を導入して、それぞれの変数についての方程式

d

dξ
(ξ
d

dξ
f1) + [

1

2
Ẽξ − m2

4ξ
+ β1]f1 = 0 (6.104)

d

dη
(η
d

dη
f1) + [

1

2
Ẽη − m2

4η
+ β2]f2 = 0 (6.105)

が得られる。ここで、新たなパラメーターは、基のパラメターから

Ẽ =
ME

h̄2
, β1 + β2 =

Mα

h̄2
(6.106)

で与えられる。変数分離型

u(ξ, η, ϕ) = f(ξ)g(η)Φ(ϕ) (6.107)

と、軸対称形を代入して,

Φm(ϕ) = (2π)−1/2eimϕ (6.108)

f と gの式

d

dξ
(ξ
df

dξ
)− (

m2

4ξ
+
µ|E|ξ
2h̄2

− µZe2

h̄2
) + ν)f = 0, (6.109)

d

dη
(η
dg

dη
)− (

m2

4η
+
µ|E|η
2h̄2

− ν)g = 0,

が分離パラメター ν を使い表せる。解は、

uc = eikzf(ξ) = eik(η−ξ)f(ξ) = eikηe−ikξf(ξ) (6.110)
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となる。ここで、 f は

ξ
d2f

dξ2
+ (1− ikξ)

df

dξ
− nkf = 0, n = µe2/h̄2k. (6.111)

を満たす。合流型の超幾何級数

f(ξ) = CF (−in, 1, ikξ), (6.112)

ただし、

F (a, b, z) =
∑
S=0

Γ(a+ s)Γ(b)zs

Γ(a)Γ(b+ s)Γ(1 + s)
(6.113)

= 1 +
az

b1!
+
a(a+ 1)z2

b(b+ 1)2!
+ · · · .

ξ = 0では,

f(0) = CF (−in, 1, 0) = C, (6.114)

であり、 f(ξ) は単調増加関数である。
f(ξ) の漸近形は F から求められる。

F (a, b, z) = W1(a, b, z) +W2(a, b, z) (6.115)

ここで、 W1(a, b, z) と W2(a, b, z) は,

W1(a, b, z) =
Γ(b)

Γ(b− a)
(−z)−ag(a, a− b+ 1,−z)

W2(a, b, z) =
Γ(b)

Γ(a)
ez(z)a−bg(1− a, b− a, z) (6.116)

g(α, β, z) →z→∞ 1 +
αβ

z
+
α(α + 1)β(β + 1)

z22!
+ · · ·

と書かれる。だから

W1(−in, 1, ikξ) =
Γ(1)

Γ(1 + in)
(−ikξ)ing(−in,−in,−ikξ)

W2(−in, 1, ikξ) =
Γ(1)

Γ(−in)
eikξ(ikξ)−in−1g(in, 1 + in, ikξ) (6.117)

g(α, β, z) →z→∞ 1 +
αβ

z
+
α(α + 1)β(β + 1)

z22!
+ · · · .
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漸近領域 r → ∞ でのクーロン波動関数 （θ ̸= 0）は

uc = eikηe−ikξCF (−in, 1, ikξ) (6.118)

→ Cenπ/2

Γ(1 + in)
{ei(kz+lnk(r−z))[1− n2

ik(r − z)
] + r−1fc(θ)e

i(kr−nln2kr)},

fc(θ) =
n

2k sin2 θ/2
e−in(sin2 θ/2) (6.119)

だから、微分断面積

σc(θ) = |fc(θ)|2 = (
n

2k sin2 θ/2
)2, (6.120)

が得られる。これは、 θ ̸= 0 で有限である。
θ ≈ 0では, ξ は有限である。また、式 (6.120)は θ = 0で発散する. だから、 θ = 0は”波
動領域”であり”粒子領域”とは分けて扱われる必要がある。実際、波動関数 f(ξ) は ξ = 0

で、式Eqs.(6.110), (6.112), と (6.113)で発散しない. 発散は、長距離力 1/r と平面波の無限
のサイズから導かれる。
平面波の中の無限の大きさの衝突パラメターと角運動量が、無限の断面積を導く。そのた
め、初期状態や終状態が有限サイズの波束であるとき、衝突パラメーターも角運動量も有界
となる。 これらの上限値,bmax と Lmax,は

Lmax = pbmax = p
√
σ (6.121)

を満たす。この時、断面積は有限である。

球座標

球座標では、 波動関数は主量子数と角運動量量子数で書かれる。これらは、引力の場合、

n = −i/k, ρ = 2r/n = 2ikr (6.122)

k =

√
2
µe4

h̄2
E

で

ψ = RklYlm(θ, ϕ) (6.123)

Rkl =
Ckl

(2l + 1)!
(2kr)l　 e−ikrF (i/k + l + 1, 2l + 2, 2ikr)

= Ckl
e−π/2k

kr
Re[

e−i(kr−π(l+1)/2+(1/k)log2kr)

Γ(l + 1− i/k)
g(l + 1 + i/k, i/k − l,−2ikr)]

Ckl = 2keπ/2k|Γ(l + 1− i/k)|.
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r → ∞では,

Rkl ≈
2

r
sin(kr − 1

k
log2kr − 1/2lπ + δl), δl = argΓ(l + 1− i/k) (6.124)

である。斥力の場合、

n =
−i√
2µe4

h̄2 E
= −i/k, ρ = 2r/n = 2ikr (6.125)

で

Rkl =
Ckl

(2l + 1)!
(2kr)leikrF (i/k + l + 1, 2l + 2,−2ikr) (6.126)

= Ckl
e−π/2k

kr
Re[

e−i(kr−π(l+1)/2+(1/k)log2kr)

Γ(l + 1− i/k)
g(l + 1 + i/k, i/k − l,−2ikr)]

Ckl = 2ke−π/2k|Γ(l + 1 + i/k)|

である。 r → ∞では,

Rkl ≈
2

r
sin(kr − 1

k
log2kr − 1/2lπ + δl), δl = argΓ(l + 1 + i/k). (6.127)

大きな l や kで,

Γ(l + 1 + i/k) ≈ Γ(l + 1)ei
1
k
log(l+1), (6.128)

であり、次のようになる、

δl =
1

k
log(l + 1). (6.129)

部分波により散乱振幅,

f(θ) =
1

2ik

∑
l

(2l + 1)(e2iδl − 1)Pl(cos θ) (6.130)

と部分断面積

σc =
4π

k2
∑
l

(2l + 1) sin2 δl、 (6.131)

は、となる。小さな δlでは,

σc =
4π

k2
∑
l

(2l + 1)δ2l、 (6.132)

である。 Eq.(6.128)を代入して,

σc =
4π

k4
∑
l

(2l + 1)log2(l + 1) (6.133)

=
4π

k4
L2log2(L+ 1)|L=∞ = ∞

が得られる。断面積は Eq.(6.120)と一致して発散する.
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6.7 まとめ
クーロンポテンシャルで相互作用する２体系の古典力学と、量子力学をまとめて比較して
おくのは教育的である。

6.7.1 古典力学

古典力学の運動方程式は

p2

2m
− α

r
= E (6.134)

である。
E < 0

負エネルギー領域で、r → ∞とおくと、1
r
→ 0なので、運動方程式は

p2

2m
= −|E| (6.135)

となり、解には成りえない。よって、負エネルギーをもつ運動方程式の解は、r → ∞には
成りえない。つまり、軌道は有限な空間領域に限られている。実際、二次元面内の軌道は極
座標 r, ϕで

M

r
=
mα

M
(1 + ϵ cosϕ) (6.136)

ϵ =

√√√√1 +
2mE
m2α2

M2

(6.137)

となり、離心率は 1より小さくなり軌道は楕円である。レンツベクトルが保存することより、
楕円の位置は不変に保たれている。
E > 0

正エネルギーで r → ∞とおくと、1
r
→ 0なので、運動方程式は

p2

2m
= |E| (6.138)

となり、解が

|p| =
√
2mE (6.139)

で与えられる。離心率は 1より大きくなり軌道は開いた双曲線である。よって、r → ∞とな
れる。この解の振る舞いから、ラザーフォード散乱の断面積が、求まる。
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6.7.2 量子力学

波動方程式は、

(
p2

2m
− α

r
)ψ = Eψ (6.140)

p = −ih̄∇

である。
E < 0

負エネルギーで r → ∞とおくと、1
r
→ 0なので、波動方程式は

p2

2m
ψ = −|E|ψ (6.141)

となり、平面波

ψ = eik·x (6.142)

のような遠方で有限な値を持つ解はない。実際、解は、(6.88)であり、

|ψ| → 0, r → ∞ (6.143)

となる。エネルギーや角運動量はとびとびの値をとる。
E > 0

正エネルギーで r → ∞とおくと、1
r
→ 0 なので、波動方程式は

p2

2m
ψ = |E|ψ (6.144)

となり、解は

ψ = eik·x, (6.145)

|p| = |h̄k|, E =
p2

2m
(6.146)

となる。波動方程式の解は、無限遠方に値を持つ波動関数で、r → ∞から伝播した波が、散
乱された後 r → ∞に伝播される波を表わす。後で調べるように、詳細な計算から量子力学
におけるラザーフォード散乱の断面積が、求まる。エネルギーは、連続的である。
このように、古典力学と量子力学では、一見方程式が全く異なるが、しかし、解の性質は、
良く似ている。正エネルギーでは、古典力学で、粒子は無限遠からポテンシャルの中心に近
ずいた後角度を変えた方向に飛んで行き、量子力学でも波が無限遠からポテンシャルの中心
に近ずいた後角度を変えた方向の波となる散乱に対応している。また、負エネルギーでは、
いずれも束縛状態になっている。

168



6.8 問題
6-1 修正クーロンポテンシャル

ポテンシャルU(r) = −A1
r
+B 1

r2
の場合のエネルギー固有値と固有状態を求めよ。水素原

子がもつ縮退が、この場合にどのようになるか、詳しく考察せよ。

6-2 水素原子の波動関数

(1) 水素原子のエネルギーの値と波動関数は、次のようにまとめられることを確認せよ。

ψn,l,m(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ) (6.147)

Rnl(r) = −(
2Z

na0
)3
(n− l − 1)!

2n(n+ l)!3

1/2

e−ρ/2ρlL2l+1
n+l (ρ) (6.148)

ρ =
2Z

na0
r, a0 =

h̄2

µe2

Ylm(θ, ϕ) = (−1)
m+|m|

2 (
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

)1/2P
|m|
l (cos θ)eimϕ (6.149)

(2)動径波動関数が

R10(r) = (
Z

a0
)3/22e−Zr/a0 (6.150)

R20(r) = (
Z

2a0
)3/2(2− Zr

a0
)e−Zr/2a0 (6.151)

R21(r) = (
Z

2a0
)3/2

Zr

a0
√
3
e−Zr/2a0 (6.152)

となることを確認せよ。
(3)基底状態、第 1励起状態、等の波動関数の空間的な振る舞いを図示せよ。

6-3 ミュー原子

ミューオン原子のエネルギー準位を求めよ。ただし、ミューオン原子とは、質量は100MeV/c2

で電子質量の２００倍程度であるミューオンと陽子からなる束縛状態である。

6-4 リュードベリ原子

リュウードベルグ原子のエネルギー準位を求めよ。リュードベルグ原子とは、電子の一つ
が非常に高い励起状態にある原子であり、高い励起状態の電子に対するシュレーデインガー
方程式は、中心に+1|e|の正電荷を帯びた原子の周りに一つの電子がある物理系とみなせ、
ほぼ水素原子と同じに扱える。

169



6-5 アルカリ原子

アルカリ原子は、安定な閉核をなす電子雲を持つ原子のまわりに、電子が一つ加えられた、
原子である。アルカリ原子のエネルギー準位を求めよ

6-6 ポジトロニウム

ポジトロニウムは、電子と陽電子の束縛状態である。ポジトロニウムのエネルギー準位を
求めよ

6-7 スピン

スピン

6-8 水素原子（放物線座標）

放物線座標（ 付録参照）を使い水素原子の束縛状態を求めよ。

6-9 レンツベクトル

レンツベクトルが関係する交換関係 (6.25), (6.26), (6.27)、並びにレンツベクトルの二乗が
満たす関係式 (6.34)を証明せよ。

問題　 10　高励起状態

高励起状態 n→ ∞の波動関数、エネルギー、縮退度、を使い分配関数

Z = Tr(e−βH) (6.153)

を調べよ。
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6.8.1 解

6-1

ポテンシャル U(r) = −A1
r
+B 1

r2
の場合の動径座標 rの波動関数Rの満たす方程式は、

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
+

2m

h̄2
(E − h̄2

2m
l(l + 1)

1

r2
− A

r2
+
B

r
)R = 0 (6.154)

である。新たなパラメータ ρ, s, n

ρ =
2
√
−2mEr

h̄
(6.155)

s(s+ 1) = 2mA/h̄2 + l(l + 1) (6.156)

n =
B
√
m/−2E

h̄
(6.157)

を使い上の波動方程式は、

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
+ (−1/4 +

n

ρ
− s(s+ 1)

ρ2
)R = 0 (6.158)

となる。原点近傍の振る舞い ρsと無限遠点での振る舞い e−ρ/2を取り出して、関数Rを合流
型超幾何級数で

R = ρse−ρ/2F (−n+ 2 + 1, 2s+ 2, ρ) (6.159)

となる。ただし、関数Rが ρ→ ∞で収束するためには、

p = n− s− 1 (6.160)

となる pは零か正の整数でなければならない。よってエネルギー固有値が、

Ep = −2B2m

h̄2
(2p+ 1 +

√
(2l + 1)2 + 8mA/h̄2)−2 (6.161)

となる。エネルギー固有値は、純粋なクーロンポテンシャルの場合とは異なり、角運動量 l

に依存する。クーロンポテンシャルの場合 (A = 0)に特徴的であった、エネルギー固有値が
主量子数だけで書かれる縮退は、今のポテンシャルでは、ない。基底状態のエネルギーは、

E0 = −2B2m

h̄2
(1 +

√
(1 + 8mA/h̄2)−2 (6.162)

第一励起状態のエネルギーは

E1 = −2B2m

h̄2
(3 +

√
1 + 8mA/h̄2)−2 (6.163)
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となる。二つのエネルギーの間隔は、

δE = E1 − E0 (6.164)

= −2B2m

h̄2
((1 +

√
(1 + 8mA/h̄2)−2 − (3 +

√
1 + 8mA/h̄2)−2) (6.165)

となる。特に質量mが大きい時、基底状態のエネルギーは

E0 = −B
2

4A
(6.166)

と質量mによらない値となり、またエネルギー間隔は

∆E =
B2

2A

h̄√
(2mA)

(6.167)

となり、質量の平方根に逆比例する小さな値となる。波動関数の空間的な広がりも、式 (6.156)

より、質量の平方根に逆比例する小さな値となる。
質量が大きい極限の振る舞いを、古典力学と比較しよう。古典力学では、質点の静止した
運動は、ポテンシャルの最小値で実現する。ポテンシャル U(r)の微分は、

U ′(r) = −2A/r3 +B/r2 = (B/r3)(r − 2A/B) (6.168)

となるので、ポテンシャルは

r = 2A/B (6.169)

で最少となる。ポテンシャルの最小値は

U最小 = −B
2

4A
(6.170)

となり、静止しているので、運動エネルギーは零である。よってこれが、全エネルギーであ
り、実際量子論の結果 (6.166)と一致する。

6-3　ミューオニウム　

ミュウオンと電子の換算質量は、

m換算 =
memµ

me +mµ

= me ×
mµ

me +mµ

(6.171)

= me ×
100

100.5
= me(1− 0.005) (6.172)
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6-8　

交換関係が満たす関係式

AB = BA+ [A,B], (6.173)

[A,BC] = [A,B]C +B[A,C],

[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B,

[pi, f(x)] = −ih̄ ∂

∂xi
f(x),

[xi, g(p)] = ih̄
∂

∂pi
g(p),

並びに、完全反対称 3階テンソル ϵijkが満たす恒等式∑
i

ϵij1k1ϵij2k2 = δj1j2δk1k2 − δj1k2δj2k1∑
ij

ϵijk1ϵijk2 = 2δk1k2

を繰り返し使う。
先ず角運動量ベクトルは、xと直交し内積

Li = ϵijkxjpk (6.174)

x · L = ϵijkxixjpk = 0

L · x = ϵijkxjpkxi = ϵijkxjxipk + ϵijkxjih̄δik = 0 (6.175)

が零になる。同様に、角運動量ベクトルは運動量とも直交して内積が

p · L = L · p = 0 (6.176)

となる性質を満たしている。
レンツベクトルは、

E =
x

r
+

1

2mA
(L× p− p× L) (6.177)

Ei =
xi
r
+

1

2mA
ϵijk(Ljpk − pjLk) (6.178)

と定義される。
(1) レンツベクトルの交換関係
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レンツベクトルの交換関係

[Ei1 , Ei2 ] (6.179)

= [
xi1
r

+
1

2mA
ϵi1j1k1(Lj1pk1 − pj1Lk1),

xi2
r

+
1

2mA
ϵi2j2k2(Lj2pk2 − pj2Lk2)]

= − 1

2mA
ϵi2j2k2 [(Lj2pk2 − pj2Lk2),

xi1
r
] +

1

2mA
ϵi1j1k1 [(Lj1pk1 − pj1Lk1),

xi2
r
]

+ (
1

2mA
)2ϵi1j1k1ϵi2j2k2 [(Lj1pk1 − pj1Lk1), (Lj2pk2 − pj2Lk2)]

を計算するため、はじめに、角運動量ベクトルや運動量ベクトルと、単位ベクトルとの交換
関係を求めておこう。これらは、

[Li,
xj
r
] = ih̄ϵijk

xk
r

(6.180)

[pi,
xj
r
] = −ih̄r

2δij − xixj
r3

(6.181)∑
i

[pi,
xi
r
] = −ih̄2

r
(6.182)

となる。
これらを使い、交換関係

[Ljpk − pjLk,
xi
r
] = Lj[pk,

xi
r
] + [Lj,

xi
r
]pk − pj[Lk,

xi
r
]− [pj,

xi
r
]Lk (6.183)

= Lj(−)ih̄
r2δki − xkxi

r3
+ ih̄ϵjil

xl
r
pk − pjih̄ϵkil

xl
r
+ ih̄

r2δji − xjxi
r3

Lk

= ih̄(−Lj
r2δki − xkxi

r3
+ ϵjil

xl
r
pk − ϵkilpj

xl
r
+
r2δji − xjxi

r3
Lk)

が得られる。
次に交換関係 (6.179)で ( 1

2mA
)2に比例する項の交換関係を求める。

[Lj1pk1 − pj1Lk1 , Lj2pk2 − pj2Lk2 ] (6.184)

= [Lj1pk1 , Lj2pk2 ]− [Lj1pk1 , pj2Kk2 ]− [pj1Lk1 , Lj2pk2 ] + [pj1Lk1 , pj2Lk2 ]

= [Lj1 , Lj2pk2 ]pk1 + Lj1 [pj1 , Lj2pk2 ]− Lj1 [pk1 , Lj2pk2 ]− [Lj1 , Lj2pk2 ]pk1

−[pj1 , Lj2pk2 ]Lk1 − pj1 [Lj1 , Lj2pk2 ] + pj1 [Lk1 , Lj2pk2 ] + [pj1 , Lj2pk2 ]Lk1

= [Lj1 , Lj2 ]pk2pk1 + Lj2 [Lj1 , pk2 ]pk1 + Lj1 [pk1 , Lj2 ]pk2 + Lj1Lj2 [pk1 , pk2 ]

−Lj1 [pk1 , pj2 ]Lk2 − Lj1pj2 [pk1 , Lk2 ]− [Lj1 , pj2 ]Lk2pk1 − pj2 [Lj1 , Lk2 ]pk1

−[pj1 , Lj2 ]pk2Lk1 + Lj2 [pj1 , pk2 ]Lk1 − pj1 [Lk1 , Lj2 ]pk2 + pj1Lj2 [Lk1 , pk2 ]

+pj1 [Lk1 , pj2 ]Lk2 + pj1pj2 [Lk1 , Lk2 ] + [pj1 , pj2 ]Lk2Lk1 + pj2 [pj1 , Lk2 ]Lk1
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ここで交換関係

[pi, pj] = 0, [Li, pj] = ih̄ϵijkpk, [Li, Lj] = ih̄ϵijkLk

を使うことにより上の交換関係は

[Lj1pk1 − pj1Lk1 , Lj2pk2 − pj2Lk2 ] (6.185)

= ih̄(ϵj1j2l2Ll2pk2pk1 + ϵj1k2l2Lj2pl2pk1 − ϵj2k1l2Lj1pl2pk2+ϵk2k1l2Lj1pj2pl2

ϵj1j2l1pl1Lk2pk1 − ϵj1k2l1pj2Ll1pk1 − ϵk1k2l1pj1Lj2pl1 − ϵk1j2l1pj1Ll1pk2

+ϵj2j1l1pl1pk2Lk1 + ϵk1j2l1pj1pl1Lk2 + ϵk1k2l1pj1pj2Ll1 − ϵk2j1l1pj2pl1Lk1)

となる。これを交換関係 (6.179)に代入し、さらに以下のような計算を何度もおこなう。

ϵi1j1k1ϵi2j2k2ϵj1j2l2Ll2pk2pk1 (6.186)

= ϵi1j1k1(δi2j1δk2l2 − δi2l2δk2j1)Ll2pk2pk1

= ϵi1i2k1L · ppk1 − ϵi1k2k1Li2pk2pk1

= 0

最後の等式で、L · p = 0と k1k2について反対称の ϵi1k2k1 と対称の pk2pk1 の積の和が零にな
る性質を使った。

ϵi1j1k1ϵi2j2k2ϵj1k2l2Lj2pl2pk1 (6.187)

= ϵi1j1k1(−δi2j1δj2l2 + δi2l2δj2j1)Lj2pl2pk1

= −ϵi1i2k1L · ppk1 + ϵi1j2k1Lj2pi2pk1

= ϵi1j2k1Lj2pi2pk1

その結果、レンツベクトルの交換関係、

[Ei1 , Ei2 ] (6.188)

= −i 2

mA2
ih̄ϵi1i2j2Lj2 [

1

2m
p2 − A

r
]

をうる。
(2) レンツベクトルの内積
次に、レンツベクトルの内積

E2 (6.189)

= 1 +
1

2mA
ϵi1j1k1

xi1
r
(Lj1pk1 − pj1Lk1) +

1

2mA
ϵi1j1k1(Lj1pk1 − pj1Lk1)

xi1
r

+(
1

2mA
)2ϵij1k1ϵij2k2(Lj1pk1 − pj1Lk1)(Lj2pk2 − pj2Lk2)
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を計算する。ここで、( 1
2mA

)2に比例する項は、

ϵij1k1ϵij2k2(Lj1pk1 − pj1Lk1)(Lj2pk2 − pj2Lk2) (6.190)

= (δj1j2δk1k2 − δj1k2δj2k1)(Lj1pk1 − pj1Lk1)(Lj2pk2 − pj2Lk2)

= LjpkLjpk − LjpkpjLk − pjLkLjpk + pjLkpjLk

−LjpkLkpj + LjpkpkLj + pjLkLkpj − pjLkpkLj

= LjpkpkLj + ih̄ϵjklLjpkpl − pkLjpjLk − ih̄ϵjklplpjLk − pjLk(pkLj + ih̄ϵjklpl)

+pjLk(ih̄ϵkjlpl + pkLj)Lj − Ljp · Lpj + L2p2 + p2L2 − pjL · pLj

= 4L2p2 − 4(ih̄)2p2

となる。また、( 1
2mA

)に比例する項で、xとpの積を角運動量に一致するように順序を変えて、

ϵijk
xi
r
Ljpk (6.191)

= ϵijk
xi
r
(pkLj + ih̄ϵjklpl)

ϵijk
1

r
xi(pkLj) + ih̄

1

r
xi2δilpl

=
1

r
(−)L2 + ih̄2

1

r
x · p

と

ϵijk
xi
r
pjLk (6.192)

= ϵijk
1

r
xipjLk

=
1

r
L2

と

ϵijkLjpk
xi
r

(6.193)

= ϵijkLj([pk,
xi
r
] +

xi
r
pk)

= −1

r
L2

と

ϵijkpjLk
xi
r

(6.194)

= ϵijkpj(ih̄ϵkil
xl
r
+
xi
r
Lk)

= 2ih̄p · x
r
+

1

r
L2
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となる。最後に、これらを代入して、

E2 (6.195)

= 1 +
1

2mA
[
1

r
(−)L2 + ih̄2

1

r
x · p− 1

r
L2 − 1

r
L2 − 2ih̄p · x

r
− 1

r
L2]

+(
1

2mA
)2(4L2p2 − 4(ih̄)2p2)

= 1 +
1

2mA
[−4

1

r
L2 + 2ih̄[

1

r
x,p] + (

1

2mA
)2(4L2p2 − 4(ih̄)2p2)

= 1 +
1

2mA
[−4

1

r
L2 + 22(ih̄)2

1

r
] + (

1

2mA
)2(4L2p2 − 4(ih̄)2p2)

が得られる。
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第7章 電磁場中の荷電粒子の運動

原子内の電子を目で直接観測することはできない。そこで、電子に関する情報を得るため、
電場や磁場を原子に加える。すると、原子は固有の現象を示す。この現象は電子と電場や磁
場との相互作用から引き起こされ、原子や原子内の電子に関する情報を担っている。電場や
磁場は、電荷と普遍的な形で、物質やその状態には関係なく相互作用する。この相互作用は、
電荷だけに依存しているので、自由な電子と原子内に束縛された電子で共通である。だから、
原子による電場や磁場への影響は、正確に計算することができる。この計算法を確立するた
め、電荷を持つ粒子が電場や磁場、ならびに電磁波といかに相互作用するのかを明らかにし
ておく。本章では、電場や磁場中での荷電粒子の運動を考察する。

7.1 荷電粒子のラグランジアン
電場を表すスカラーポテンシャルをA0(x)、磁場を表すベクトルポテンシャルをA(x)と
すると、質量m電荷 qの荷電粒子はラグランジアン、

L =
m

2
v2 − qA0(x) + qv ·A (7.1)

で記述される。これから得られるオイラーラグランジュの運動方程式は、

m
d2

dt2
x = qE+ qv ×B (7.2)

である。ここで、変分の計算

∂L

∂xi
= −q∂A0

∂xi
− qv · ∂

∂xi
A (7.3)

∂L

∂ẋi
= mẋi + qAi(x) (7.4)

d

dt

∂L

∂ẋi
= m

d2

dt2
xi + q

∂

∂t
Ai(x) + q

∂Ai(x)

∂xj
ẋj (7.5)

と電場、磁場をポテンシャルから求める式

B = ∇×A (7.6)

Ei = −∂A0

∂xi
+
∂Ai

∂t
(7.7)
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を使った。運動方程式 (7.2)の右辺の第 1項は、電荷が電場から受ける電場に比例する力で
あり、第２項は速度と磁場とのベクトル積に比例する磁場から受けるローレンツ力である。
ローレンツ力は速度に依存する力であるので、一見、保存力とは異なる性質をもつ。しかし
ながら、ラグランジアンによる変分原理で運動方程式を表すことができるため、保存力と同
じ正準形式の方法で力学を扱うことができる。
位置座標 xiに共役な運動量は、ラグランジアンを ẋiで微分した、

pi =
∂L

∂ẋi
= mẋi + eAi(xi) (7.8)

であり、運動量が速度の項とベクトルポテンシャルとの和となることが特徴である。通常の
保存力のもとでは、運動量が速度の項だけであったのと、対照的である。
力学変数と共役な運動量の間には、正準交換関係が成立する。いま、速度を運動量で、

ẋi =
1

m
(pi − qAi) (7.9)

と表せることから、磁場中の速度は、交換関係

[ẋi, ẋj] = i
qh̄

m
([∇i, Aj]− [∇j, Ai]) (7.10)

を満たし、可換ではなくなる。この式の右辺は、磁場に比例する。このため、磁場に垂直な
方向の二つの速度は、可換ではなく、両変数を同時に対角形にすることはできない。一つを
対角形にする表現か、又は両変数に有限なある広がりを持たせる表現が、良く使われる。２
次元面に垂直な方向に一様な磁場がかかっている時、面内の電子は、この性質を反映する。

7.1.1 荷電粒子のシュレーデインガー方程式

ハミルトニアンは

H =
∑
i

piẋi − L (7.11)

= pi
(pi − qAi)

m
− m

2
(pi − qAi)

2 1

m2
− qv ·A+ qA0

=
1

2m
(p− qA)2 + qA0

となるので、シュレーデインガー方程式は

ih̄
∂

∂t
ψ = [

1

2m
(p− qA)2 + qA0]ψ (7.12)

である。このように、電場や磁場中にある荷電粒子の従うシュレーデインガー方程式は、ベ
クトルポテンシャルとスカラーポテンシャルを使い表される。
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この結果は、古典力学における運動方程式とは大きく異なる。古典力学の運動方程式は、
ポテンシャルではなく、力でかかれる。質点に働く力に基づいて、もともと電場や磁場が定
義されているので、古典力学の方程式は必然的に電場や磁場で書かれる。しかし量子力学の
シュレーデインガー方程式は、力ではなくエネルギーであるハミルトニアンに基ずくので、
ポテンシャルで書かれる。だから、荷電粒子のシュレーデインガー方程式は電場や磁場では
なく、スカラーポテンシャルやベクトルポテンシャルで書かれることになる。ところで、力
を積分したものがポテンシャルであるので、一つの力に対してポテンシャルは一意的に決ま
るわけではない。この事情は、後で述べるゲージ不変性と密接に関連している。ゲージ不変
性の考えや、ゲージ変換の考えは、現代物理学で大きな役割を果たしている。

7.1.2 確率の密度と流れ

電磁場中にある荷電粒子の従うシュレーデインガー方程式から、確率密度と確率の流れが、

ρ(t,x) = ψ†(t,x)ψ(t,x) (7.13)

j(t,x) = ψ†(t,x)
1

2m
(p− qA)ψ(t,x)− 1

2m
(p− qA)ψ†(t,x)ψ(t,x)

と波動関数とその複素共役の積からあらわせ、連続の式（ 保存則）

∂

∂t
ρ(t, x) +∇ · j(t,x) = 0 (7.14)

を満たす。
確率密度や確率の流れは、電磁場を含むものとなり、電磁場がない場合のものから

p → p− qA (7.15)

と置き換えたものになっている。

7.2 一様磁場中の２次元電子：ランダウ準位
電子が二次元面内を自由に運動する系で、面に垂直に磁場がかかっているとき、運動は興
味深いものとなる。ベクトルポテンシャルの第３成分が、

A = (Ax, Ay, Az) (7.16)

Ax = 0, Ay = xB,Az = 0

であるとき、磁場（磁束密度）ベクトルは３軸方向を向き、

B = ∇×A = (0, 0, B) (7.17)
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となる。
このベクトルポテンシャルをもつ二次元内を運動する電子のハミルトニアンは

H =
1

2m
(p− eA)2 =

1

2m
(p2x + (py − eBx)2) (7.18)

となる。このハミルトニアンの固有値問題をいかに考察する。明らかに、ハミルトニアンは
変数 yには微分を通してだけ依存する。その為、波動関数は、y方向の運動量演算子 pyの固
有状態と xのある関数の積

ψ(x, y) = u(x)eipyy (7.19)

と変数が分離された定常解をもつ。式 (7.19)で、pyは y方向の運動量である。u(x)の満たす
固有値方程式は、

1

2m
(p2x + (py − eBx)2)u(x) = Eu(x) (7.20)

(
1

2m
p2x +

1

2m
e2B2(x− x0)

2)u(x) = Eu(x)

x0 =
py
eB

となり、新たな変数 x̃ = x− x0を使い方程式が

(
1

2m
p2x̃ +

1

2m
e2B2x̃2)u(x̃) = Eu(x̃) (7.21)

と表され、固有値Eが pyに依存しない調和振動子と同等な式であることがわかる。
この方程式は、バネ定数が

k =
e2B2

m
(7.22)

の調和振動子と等価であるので、振動数は

ω =

√
k

m
=
eB

m
(7.23)

であり、エネルギーは、とびとびの値

E = h̄ω(l + 1/2) (7.24)

となる。この固有状態をランダウ準位という。
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7.3 ランダウ準位
エネルギー固有値 (7.24)が pyによらないので、一つのエネルギーで異なる pyをもつ多く
の状態、

ul(x− x0)e
i
py
h̄
y (7.25)

El = h̄ω(l + 1/2), x0 =
py
eB

(7.26)

が存在する。この波動関数は、y方向には、平面波であるので端から端まで占める拡がった
関数であるが、x方向には各 pyごとに異なる値 x0を中心として、有限なひろがりをもつ関
数である。

各エネルギー毎に pyで区別される異なる固有状態が存在する。その状態数である縮態度
は、同じエネルギーで互いに直交する状態の数であり異なる pyの数に一致する。これを、有
限の面積をもつ二次元系で求めよう。
いま、二次元系の大きさを Lx × Lyとし、座標 x, yの領域が

0 ≤ x ≤ Lx, (7.27)

0 ≤ y ≤ Ly

であるとする。この時、変数分離解 (7.19)の y方向には周期境界条件を課すことより、運動
量が

py =
2π

Ly

n, n =整数 (7.28)

と決まる。この時、異なる pyを持つ状態は互いに直交し、同じ pyの状態は有限な内積を持
つ。また、x方向では関数の中心 x0に対する条件

0 ≤ x0 ≤ Lx (7.29)

が満たされる。この条件は、固有関数が x0 =
py
eB
を中心とするガウス型の関数であることよ

り、この中心座標が二次元空間内にあることから導かれる

0 ≤ 2π

eBLy

n ≤ Lx (7.30)
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となる。これより、整数 nに対する条件

0 ≤ n ≤ eB

2π
LxLy (7.31)

がえられ、nの最大値のN が

N =
eB

2π
LxLy (7.32)

と面積に比例した値となる。N が、全縮退度である。全縮退度が面積に比例するので、面積
S = LxLyあたりの縮退度つまり面密度 ρ は一定であり、値は

ρ =
N

S
=
eB

2π
(7.33)

である。この結果は、一量子状態の占める面積 s0が、磁場に反比例する値

s0 =
2π

eB
(7.34)

であることを示す。だから、磁場が強くなると、各状態の空間的な大きさは、磁場に反比例
して小さくなる。
面密度 ρが磁場に比例して大きくなる一方で、エネルギー間隔が磁場に比例するので、有
限のエネルギー間隔内にある状態数は、磁場によらずに一定である。この状態数は、零磁場
の場合に一致する。

7.4 一様磁場中の三次元電子
三次元運動する電荷を持つ質点のハミルトニアンは (7.11) である。z軸方向の磁場がある
系では、ベクトルポテンシャルが式 (7.17) で表されるので、定常状態のシュレーデインガー
方程式は

[
1

2m
((px − eAx)

2 + p2y + p2z)]ψ = Eψ (7.35)

である。波動関数を pyと pzの固有状態の変数分離型で、

ψ = ei(kyy+kzz)u(x) (7.36)

とおくと、1変数の固有値方程式

(p2x + (py − eBx)2)u(x) = (2mE − p2z)u(x) (7.37)
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が得られる。これより、固有値と固有関数が、

2mE − p2z = 2mEl, El = h̄ω(l + 1/2) (7.38)

u(x) = ul(x− x0), x0 =
py
eB

(7.39)

と得られ、さらにエネルギーが

E = El +
p2z
2m

(7.40)

となる。つまり、磁場に垂直な二次元面内では、二次元ランダウ準位が実現し、磁場方向に
は自由な運動となり、全エネルギーはそれぞれのエネルギーの和となる。

7.5 ゲージ不変性
磁場Bはベクトルポテンシャルの回転であるので、ベクトルポテンシャルを

A → A+∇λ(x) (7.41)

と変えても、恒等式

∇×∇λ(x) = 0 (7.42)

が成立するので、磁場は

∇×A → ∇×A+∇×∇λ(x) = ∇×A (7.43)

と不変のまま変化しない。この変換を、ゲージ変換という。上の結果、一つの磁場を与える
ベクトルポテンシャルはゲージ変換の自由度の数だけ、無限個ある。
ところで、ハミルトニアンはベクトルポテンシャルを使い書かれるので、ゲージ変換で変
わり、その結果、シュレーデインガー方程式も固有状態も変わる。では、量子力学は、ゲー
ジ変換に対して不変ではないのだろうか？量子力学で、観測量と関連する確率振幅や種々の
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確率は、ゲージ変換に対してどのように振る舞うのであろうか？これを調べておくことは、
大変重要である。
このため、波動関数を位相変換して再定義した、

ψ = e
eλ
ih̄ ψ̃ (7.44)

が従う新たなシュレーデインガー方程式を求める。これは、

ih̄
∂

∂t
ψ̃ = [

1

2m
(p− eA− e∇λ)2 + eA0]ψ̃ (7.45)

であり、丁度、ベクトルポテンシャルをゲージ変換した時の、シュレーデインガー方程式に
一致する。このとき、波動関数の複素共役は

ψ† = e
−eλ
ih̄ ψ̃† (7.46)

である。状態 αと状態 βとの振幅は、波動関数とその複素共役の内積であり、ゲージ変換で∫
dxψ†

αψβ =
∫
dxψ̃†

αψ̃β (7.47)

と不変である。振幅が不変であるので、振幅の絶対値の二乗で決まる確率はゲージ変換で不
変である。だから、如何なるゲージで計算しても、物理量は不変である。

7.6 電磁波と電子の相互作用
シュレーデインガー方程式 (7.12)は、電子が、電磁場と相互作用している系の時間発展を
表す。ここで、ベクトルポテンシャルやスカラーポテンシャルが、電磁波を表す場合でも、
シュレーデインガー方程式は同じ、(7.12)である。電荷を持つ粒子の運動が、いつも普遍的
な形のシュレーデインガー方程式で表されることが、重要である。しかしながら、この場合
シュレーデインガー方程式を解析的に解くことは、困難であることが多い。多くの場合、次
章で説明する近似法が適用され計算が行なわれる。
また、引力ポテンシャル V (x)が働く系にさらに、電場、磁場、または電磁波が加わると
きは、

A0(x, t) → V (r) + A0(x, t) (7.48)

とおいて得られるシュレーデインガー方程式

ih̄
∂

∂t
ψ = [

1

2m
(p− qA)2 + V (x) + eA0]ψ (7.49)

が系を記述している。ここで、ポテンシャルA0(x, t), Ai(x, t) は電場、磁場、または電磁波
を表している。この系のとり扱いにも、次章で説明する近似的な計算が行なわれる。
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7.7 問題
問題 1

二次元系で、面に垂直の磁場と面に平行の電場が加わった時、電子が満たすシュレーデイ
ンガー方程式を書き下せ。次に、解きやすいゲージを選んで、そのシュレーデインガー方程
式の解を求めよ。

問 2

ベクトルポテンシャルが、

A = (Ax, Ay, Az) (7.50)

Ax = −B
2
y, Ay =

B

2
x,Az = 0

であるとき、磁場（磁束密度）ベクトルは３軸方向を向き、

B = ∇×A = (0, 0, B) (7.51)

となる。
このベクトルポテンシャルをもつ二次元内を運動する電子のハミルトニアンは

H =
1

2m
(p− eA)2 =

1

2m
((px + e

B

2
y)2 + (py − e

B

2
x)2) (7.52)

である。このハミルトニアンの固有値問題をとけ。（ヒント： 二次元極座標を使う）

問 3

ハミルトニアン

H = H0 + ϵH1 (7.53)

で、それぞれが次の 2× 2行列

H0 =

(
E1 0

0 E2

)

H1 =

(
0 i

−i 0

)
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であるとき、このハミルトニアンHの固有値問題、すなわち固有値方程式

Hu = Eu (7.54)

u =

(
u1
u2

)

を満たす固有値と固有ベクトルを求めよ。ただし、ϵは一つのパラメターである。

問題　４　一様磁場中の３次元問題

ｚ軸方向に一様な磁場Bがあるときの質量mの質点のエネルギー定常状態を求めよ。

問題　５　面に垂直な一様磁場と、面内方向の電場がある２次元問題

ｘｙ面に垂直な一様な磁場Bと、磁場と平行な電場Eがあるときの質量mの質点の運動
をしらべよ。

問題　６　 z軸上に磁束がある系の３次元問題

ｚ軸上に無限に細い磁束があるときの質量mの質点のエネルギー定常状態を求めよ。

問題　７　一様磁場中の２次元問題

ランダウ準位を、本文とは異なるゲージでのベクトルポテンシャルで求めよ。またゲージ
変換との関連を明らかにせよ。

問題の解答

問 1

x方向の電場と、面に垂直方向の磁場があるとき、ベクトルポテンシャルを、

Ax = 0, Ay = xB (7.55)

と選ぶと、スカラーポテンシャル、

A0 = xE電 (7.56)
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と同様に変数 xだけが含まれ、ハミルトニアンは解きやすい形

H =
1

2m
((px)

2 + (py − eBx)2) + eE電x (7.57)

となる。その為、固有関数を変数分離形

ψ = eipyyu(x) (7.58)

で表わせ、固有値方程式

[
1

2m
((px)

2 + (py − eBx)2) + eE電x]u(x) = Eu(x) (7.59)

が得られる。
ここで、座標 xについて平方完成して

1

2m
(py − eBx)2 + eE電x =

1

2m
e2B2(x− x0)

2 + E0 (7.60)

と表わしておく。ここで、定数 x0とE0は

x0 =
py
eB

− e電
2eB2

(7.61)

E0 =
E電
B
py −

E2
電

4B2
(7.62)

である。E0が pyに依存するので、エネルギー固有値 E は、ランダウ準位のエネルギー El

とE0の和

E = E0(E電, B) + El(B) (7.63)

El(B) = h̄ω(l + 1/2) (7.64)

ω =
eB

m
(7.65)

になり、pyに依存することになる。そのため、異なる pyの状態は異なるエネルギーを持ち、
ランダウ準位の縮退が解ける。また、

vy =
∂E(py)

∂py
=
E電
B

(7.66)

は、x方向の電場があるときの電子の y方向の速度を表わす。これは、古典力学のドリフト
運動に対応し、ホール効果を引き起こすものである。
問２
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このハミルトニアンは

H =
1

2m
((px + e

B

2
y)2 + (py − e

B

2
x)2) (7.67)

=
1

2m
((p2x + p2y + (e

B

2
)2(x2 + y2) + eB(ypx − xpy))

=
1

2m
((p2x + p2y + (e

B

2
)2(x2 + y2)− eBLz)

と r2 = x2 + y2に比例する二次元球対称ポテンシャルと角運動量 Lzで表わされる。この表
示で、方程式を解くのが簡単である。
固有解を、

ψ = v(r)eimϕ (7.68)

とおくと、v(r)は Laguerre関数を使い書かれる。
問 3

最も簡単な線形代数の問題である。次章に答えが与えれている。
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第8章 攝動論

8.1 近似法
クーロンポテンシャルや調和振動子では、エネルギー固有状態や固有値を厳密に求める事
が出来た。しかしこれら以外の一般的なポテンシャルでは、通常、シュレーデインガー方程
式を解析的に解くことは困難である。また、ハミルトニアンの固有状態を解析的に求める
ことも困難である。本書で今まで調べた物理系は、例外的に方程式の厳密な解が具体的に求
まった。しかし、多くの問題では、解が解析的に求まるわけではない。それにも拘らず、物
理の諸問題を調べるには方程式の解を求めることや、解の様々な性質を知ることが、必須で
ある。このような場合、様々な工夫がなされる。それらは、大きく
(1)近似的解法
(2)数値的解法
の２種類に分類される。(2)の数値的解法は、近年の高速計算機の発達に伴って、大きく
進展している。微分方程式を、数値的に解くには、微分を差分に置換えて計算を実行する。
数値的解法の詳細の説明には、多くのページを要し、また本書の目的とは合致しないので、
省くことにする。(1)の近似的解法は、本書で取り扱われる。近似法のなかで主要な一つで
ある攝動論を本章で説明し、準古典近似（WKB法）と変分法を、後の章で説明する。

8.2 攝動論
攝動論は、最も良く使われる近似法である。攝動論では、ハミルトニアンを解析的に固有
解がわかる成分H0と、それ以外の項H1に分解する。H0は、ポテンシャルを全く含まない
自由粒子のものである場合や、またポテンシャルを含み解析解がわかっている場合がある。
H1は、状況や考察する問題に応じて様々な形が考えられる。
ところで、ミクロな状態を探るにはどうしたら良いだろうか？極微な状態を直接目で観察
することはできないので、通常、外部から電場や磁場をくわえたり、電磁波を加え、極微な
物理系が示す反応を調べる事が多い。電磁場は、ミクロな状態から影響を受け状態によって
異なる信号をだす。この電磁場とミクロな状態との相互作用は、電荷と電磁場との相互作用
できまり、十分弱い。そのため、この相互作用の効果を知るのに攝動論が有効である。また、

191



荷電粒子と電磁場との相互作用は、前章で示したように普遍的な形をとることが分っている。
その為、ミクロな状態の情報が、電磁場を通して得られる。
時間に依存しないH1の場合は、定常状態のエネルギー固有値を攝動論で求める。これは、
時間に依存しない攝動論である。この場合、不連続エネルギーの状態と、連続エネルギーの
状態で、異なる扱いがなされる。不連続エネルギーを持つ状態では、エネルギー固有値も固
有状態もH1で変わる。両方が変化するので、エネルギー固有値と固有状態を相互作用の大
きさを表すパラメーターで冪展開して近似することが有効である。一方、連続エネルギーを
持つ状態では、相互作用によってエネルギーが変化したと考える事もできるし、エネルギー
が一定に保たれると考える事もできる。この場合は、エネルギーを一定の値に固定しておく
ほうが計算は簡単であり系統的に行なえる。この後者の計算は、後で散乱問題で応用される。
一方、H1が時間に依存して変化する場合は、定常状態ではなく、状態が時間と共に変化
する様子や遷移振幅や確率を解析して計算する。この場合は、時間に依存する攝動論を適用
する。
ここでは、先ず、有限な行列の固有値や固有ベクトルを求め、対角化を行なう。最も簡単
である 2× 2行列の対角化を例にとって、攝動論を考えてみる。この場合には、ハミルトニ
アンは 2× 2行列であり、エネルギーは必ず不連続になり、連続となる事はない。だから、無
限次元の問題では、不連続エネルギー状態である束縛状態の扱いに対応する。
最も簡単でありながら自明ではない 2× 2エルミート行列をはじめ考察する。

8.3 2× 2行列の対角化

8.3.1 厳密な対角化

ハミルトニアン

H = H0 + ϵH1 (8.1)

で、H0とH1のそれぞれが次の 2× 2行列

H0 =

(
E1 0

0 E2

)

H1 =

(
0 i

−i 0

)

であり、ϵを一つのパラメターとする。このハミルトニアンHの固有値Eと固有ベクトル u
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は、固有値方程式Hu = Euを満たす。固有ベクトル uと固有値 Eの厳密な解を先ず求め
る。次に、攝動論にもとずいて、対角行列H0の固有値や固有ベクトルを使い非対角行列H1

を含むHの固有値や固有ベクトルを ϵ についての冪展開の形で求めることにする。
H0の一つの固有ベクトルは

u01 =

(
1

0

)

であり、固有値E1をもち固有値方程式

H0u
0
1 = E1u

0
1 (8.2)

に従う。もう一つの固有ベクトルは、

u02 =

(
0

1

)

であり、固有値E2をもち固有値方程式

H0u
0
2 = E2u

0
2 (8.3)

に従う。
二つのベクトルの線形結合

u1u
0
1 + u2u

0
2 =

(
u1
u2

)

からなるベクトル空間を考える。
まずはじめにH の厳密な固有解を求めよう。固有値と固有ベクトルをきめる固有値方程
式は、

Hu = Eu (8.4)

u =

(
u1
u2

)

となり、行列の成分を使い

(E1 − E)u1 + iϵu2 = 0 (8.5)

−iϵu1 + (E2 − E)u2 = 0 (8.6)

となる。u1, u2 ̸= 0となるのは、係数からなる行列式が零となり、固有値 Eが（ 永年）方
程式 ∣∣∣∣∣E1 − E iϵ

−iϵ E2 − E

∣∣∣∣∣ = 0 (8.7)
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を満たすときである。このとき、永年方程式はEについての二次方程式、

(E1 − E)(E2 − E)− ϵ2 = 0 (8.8)

となる。この根から、固有値Eが

E =
E1 + E2 ±

√
(E1 − E2)2 + 4ϵ2

2
(8.9)

=
E1 + E2 ± |E1 − E2|

√
1 + λ2

2

λ = 2
ϵ

|E1 − E2|
(8.10)

と求まる。エネルギー固有値は、E1, E2, ϵの関数であり、式 (8.9)より、2ϵが |E1 −E2|より
小さい場合は、ϵでテイラー展開出来る。このため ϵと 2|E1−E2|との比である無次元量、λ、
を導入して近似式を表わした。
また、固有ベクトルの成分は、

u1 =
−iϵ

E1 − E
u2 (8.11)

=
−i2ϵ

E1 − E2 ∓
√
(E1 − E2)2 + 4ϵ2

u2

=
−iλ

1∓
√
1 + λ2

u2

となり、さらに規格化の条件

|u1|2 + |u2|2 = 1 (8.12)

から、

|u2|2(1 + (
λ

1∓
√
1 + λ2

)2) = 1

|u2| =
1∓

√
1 + λ2√

λ2 + (1∓
√
1 + λ2)2

(8.13)

となる。このように、2 × 2行列は、どんな場合でも対角化を行なうことができる。以上か
ら、固有値と対応する固有ベクトルは、無次元のパラメーター、λ、の関数であることが分
かる。
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8.3.2 弱結合展開

固有値は、変数の組 λ、式 (8.10) の関数であり、λが条件

λ < 1 (8.14)

を満たすとき、エネルギーは

E =
E1 + E2

2
± (

E1 − E2

2
)
√
1 + λ2 (8.15)

=
E1 + E2

2
± (

E1 − E2

2
)(1 +

1

2
(λ2 +O(λ4))

= E1 + (
E1 − E2

4
)(λ2 +O(λ4)); +符号 (8.16)

E2 − (
E1 − E2

4
)(λ2 +O(λ4));−符号

と λでべき展開できる。
また、固有ベクトルの成分は、

|u2| =
1∓

√
1 + λ2√

λ2 + (1∓
√
1 + λ2)2

= 1− 1

8
λ2 +O(λ4); +符号 (8.17)

−λ
2
+O(λ3);−符号

|u1| = +
λ

2
+O(λ3); +符号 (8.18)

1− λ2

8
+O(λ4);−符号

となりやはり λでべき展開できる。このべき展開は、Hの固有ベクトルをH0 の固有ベクト
ルの線形結合で表わす展開となっている。当然ながら、固有値も固有ベクトルも λ → 0で
は、H0の固有値や固有ベクトルに一致する。

8.3.3 強結合展開

一方で、λが大きく、条件 (8.14)を満たさない時は、上のような展開はできない。
この時、Hを 1

ϵ
について展開した形、

H = ϵ[H1 +
1

ϵ
H0] (8.19)
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で表わし、さらにH1が対角行列HDの変換として

H1 = U−1
0 [HD]U0;HD =対角形 (8.20)

と表わされることから、計算すれば良い。ここで、

HD =

(
1 0

0 −1

)

U0 =
1√
2

(
1 i

1 −i

)

である。この表示では、

U−1
0 HU0 = ϵ[HD +

1

ϵ
U−1
0 H0U0] (8.21)

U−1
0 H0U0 =

1√
2

(
E1 + E2 i(E1 − E2)

−i(E1 − E2) E1 + E2

)

となるので、1
ϵ
についての展開による計算が行なえる。

λが大きくなる代表例は、

E1 = E2 (8.22)

となり λ = ∞となる場合である。この時、固有値は

E = E ±
√
ϵ2 (8.23)

= ±ϵ(1± E

ϵ
)

となり、固有ベクトルの成分は

u1 = ∓iu2 (8.24)

となる。これらは、エネルギー固有値やエネルギー固有ベクトルの厳密な解 (8.15)や (8.12)

に λ = ∞ を代入して得られるが、エネルギー固有値やエネルギー固有ベクトルの冪展開に
よる近似式 (8.17)と (8.18)に λ = ∞を代入しても得られない。近似式が使えるのは、λが
小さい時に限られる。
このように、行列の対角化では、たとえ非対角成分が小さくとも、対角成分EiとEjが等
しくなる場合は、非対角成分についての単純な展開はできない。だから、対角成分Eiが等
しくなる場合の近似法については、別扱いするのが良い。対角成分Eiが異なる場合は、非
対角成分が小さい領域では、単純な展開が可能である。
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8.4 無限次元ハミルトニアンの対角化：不連続スペクトル
上の 2× 2行列の固有値や固有ベクトルを求める問題では、厳密解を求めることができた。
その結果にもとずいて、パラメーター λが小さい領域では、固有値や固有ベクトルがこのパ
ラメータについての展開式で表されることを確かめた。固有値や固有ベクトルを、小さなパ
ラメーターで展開する方法の利点は、固有値方程式の厳密な解がわからない場合でも適用で
きることである。パラメーター λが零である場合の固有値方程式の解を使う事により、λが
有限の値での解についての近似式を得る方法を、対角成分に縮退が無い一般の量子力学の場
合で先ず考えよう。
時間に依存する波動方程式と、時間に依存しない固有値方程式

ih̄
∂

∂t
Ψ(t, x⃗) = (H0 + ϵH1)Ψ(t, x⃗) (8.25)

(H0 + ϵH1)Ψ(x⃗) = EΨ(x⃗)

を考察する。
一般の量子系で、ハミルトニアンがH0と ϵH1の和

H = H0 + ϵH1 (8.26)

で表され、さらにH0の固有値E0
i と固有ベクトル u0i

H0|u0i ⟩ = E0
i |u0i ⟩ (8.27)∑

i

|u0i ⟩⟨u0i | = 1 (8.28)

がすべて分かっているとする。ここで、すべてのエネルギーE0
i はとびとびで互いに異なり、

E0
i ̸= E0

j (8.29)

が満たされているとし、また ϵは微少なパラメーターであるとする。上の二つ目の式 (8.28)

は、固有ベクトルの集合が完全系をなすことを意味する。このため、任意の関数が、この関
数系で展開できる。Hの固有値方程式、

H|ul⟩ = El|ul⟩ (8.30)

を満たす固有値と固有ベクトルも、このパラメーター ϵの冪で展開して、

|ul⟩ =
∑
i

ϵi|ϕ(i)
l ⟩ (8.31)

El =
∑
i

ϵiE
(i)
l (8.32)
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と表す。さらに、これらの関数とエネルギーは、ϵの零次の未知の係数 cji , a
j
i を使い

|ϕ(i)
l ⟩ =

∑
j

a
(i,j)
l |u0j⟩ (8.33)

と展開する。これから、したつきの添字 lは便宜上、省いて表わす事にする。
(8.31)を、固有値方程式に代入して、

(H0 + ϵH1)
∑
i

ϵi|ϕi⟩ =
∑
m

ϵmE(m)
∑
i

ϵi|ϕi⟩ (8.34)

を得る。この等式で、ϵの各次数毎の係数の比較から、

ϵ0 : (E0 −H0)|ϕ0⟩ = 0 (8.35)

ϵ1 : (E0 −H0)|ϕ1⟩+ E1|ϕ0⟩ = H1|ϕ0⟩ (8.36)

ϵ2 : (E0 −H0)|ϕ2⟩+ E1|ϕ1⟩+ E2|ϕ0⟩ = H1|ϕ1⟩ (8.37)

· · ·

が得られる。

8.5 展開の各次数の方程式

8.5.1 ϵ0

式 (8.35)から、状態 |ϕ0⟩は、零次ハミルトニアンH0の固有状態の一つであることがわか
る。いま、この固有状態が、

|ϕ0⟩ = |u0J⟩ (8.38)

であるとしよう。この状態のエネルギーは

E0 = E0
J (8.39)

である。

8.5.2 ϵ1のオーダー

次に式 (8.36)に式 (8.33)と式 (8.32)を代入して、方程式は∑
j

aj1(E
0
J − E0

j )|u0j⟩+ E1|u0J⟩ = H1|u0J⟩ (8.40)
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となる。この両辺に左から ⟨u0m|をかけて、係数に対する連立１次方程式∑
j

aj1(E
0
J − E0

j )⟨u0m|u0j⟩+ E1⟨u0m|u0J⟩ = ⟨u0m|H1|u0J⟩ (8.41)

∑
j

aj1(E
0
J − E0

j )δmj + E1δmJ = ⟨u0m|H1|u0J⟩ (8.42)

が得られる。次に、この式にm = J を代入して 1次のエネルギー、E1、が

E1 = ⟨u0J |H1|u0J⟩ (8.43)

となる。また、この式にm ̸= J を代入して、1次の係数、am1 、が

am1 (E
0
J − E0

m) = ⟨u0m|H1|u0J⟩,m ̸= J (8.44)

am1 = − 1

E0
m − E0

J

⟨u0m|H1|u0J⟩ (8.45)

と得られる。以上の結果にはm = J における 1次の係数 aJ1 は、含まれていない。つまり、
まだ未定のままである。aJ1 をきめるため、状態のノルムがどのようになるか、求めると、

⟨ul|ul⟩ =
∑
i,j

ϵi+j⟨ϕj|ϕi⟩ (8.46)

= 1 + ϵ(aJ1 + aJ1
∗
) + ϵ2(aJ2 + aJ2

∗
+
∑

|ak1|2) + · · ·

状態のノルムが 1になるように規格化を行なえば、

aJ1 + aJ1
∗
= 0 (8.47)

aJ2 + aJ2
∗
+
∑

|ak1|2 = 0

となる。つまり、aJ1 の実数部は零になる。a
J
1 の虚数部をきめる式はない、このため aJ1 の虚

数部については、未定のままである。aJ1 の虚数部をきめる一つの方法は、H1が時間と共に
ゆっくり変化したときの波動関数の変化を時間に依存する方程式から求めることである。こ
の方法によりきめる虚数部は、後で述べる時間に依存する攝動として議論される。
いま aJl を実数に選ぶと、

aJ1 = 0 (8.48)

aJ2 = −1

2

∑
|ak1|2 (8.49)

となる。
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8.5.3 ϵ2のオーダー

次に式 (8.37)に式 (8.33)と式 (8.32)を代入して、係数 ajl とエネルギーE1, E2を含む状態
ベクトルとしての等式が∑

j

aj2(E
0
J − E0

j )|u0j⟩+ E1

∑
j

aj1|u0j⟩+ E2|u0J⟩ = H1

∑
j

aj1|u0j⟩ (8.50)

となる。状態ベクトルについての等式から、係数や固有値を求めるため、この両辺に左から
⟨u0m|をかける。この結果、係数やエネルギーについてのCー数の等式∑

j

(aj2(E
0
J − E0

j )⟨u0m|u0j⟩+ E1a
j
1⟨u0m|u0j⟩) + E2δJm =

∑
j

aj1⟨u0m|H1|u0j⟩ (8.51)

∑
j

(aj2(E
0
J − E0

j )δmj + E1a
j
1δmj) + E2δJm =

∑
j

aj1⟨u0m|H1|u0j⟩ (8.52)

が得られる。これより、この式にm = J を代入して 2次のエネルギーが

E2 =
∑
j

aj1⟨u0J |H1|u0j⟩ − E0
1a

J
1 (8.53)

となり、さらに、Eq.(8.45)を代入して、

E2 =

∑
j |⟨u0J |H1|u0j⟩|2

E0
j − E0

J

(8.54)

となる。
また、この式に (8.52)を代入して、2次の係数が

am2 (E
0
J − E0

m) + E1a
m
1 =

∑
j

aj1⟨u0m|H1|u0J⟩ (8.55)

am2 =
∑ ⟨u0m|H1|u0j⟩⟨u0j |H1|u0n

(E0
n − E0

m)(E
0
n − E0

j )
− ⟨u0m|H1|u0n⟩⟨u0n|H1|u0n⟩

(E0
n − E0

m)
2

+
∑
j

aj1⟨u0m|H1|u0j⟩
E0

j − E0
m

(8.56)

と得られる。
以上の通り、エネルギー補正や波動関数の補正には、二つのエネルギーの差を分母に、H1

を状態ではさんだ行列要素を分子とする分数をすべての中間状態で和をとったものである。
この形は、2× 2行列の対角化と同じ形である。
では、分母が零になる場合は、エネルギー補正はどうなるだろうか？分母が零になる場合、
二つのエネルギーが一致するので、縮退があることを意味する。この状態で、もしも分子の
行列要素が有限ならば、級数は発散する。しかし、このとき分子が零になるならば、級数に
発散は表れない。後で、縮退がある場合には、縮退した空間内でH1を対角形にするような
基底をとる事で、このような発散のない摂動論が構成される事を見る。
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8.6 非調和振動子
座標 xの二次式に加えて４次の項を持つ非調和振動子のハミルト二アンは

H = H0 +H1 (8.57)

H0 =
p2

2M
+
k

2
x2 (8.58)

H1 = λx4 (8.59)

で表される。4次の非調和項のため、このハミルト二アンの固有値方程式

HΨ = EΨ (8.60)

の厳密な解を求めることはできない。しかし、λ = 0の場合のすべてのエネルギー固有値や
固有解は分っているので、エネルギー固有値や固有解をパラメーター λについて展開して、

Ψ =
∑
n

λnψn (8.61)

E =
∑
n

λnen (8.62)

の形で求めることができる。例えば、 n番目の固有状態のエネルギーのλの一次の補正項は、

δEn = λ
∑

n1,n2,n3

⟨n|x|n1⟩⟨n1|x|n2⟩⟨n2|x|n3⟩⟨n3|x|n⟩ (8.63)

となる。

8.7 無限次元ハミルトニアンの対角化：連続スペクトル
H0の固有値が連続になる連続スペクトル領域での攝動計算は、今まで扱ってきた不連続
スペクトル領域での攝動論とは異なる。次に、零次のハミルトニアンの固有エネルギーが、
連続的となっている領域における、小さな攝動項による固有関数の変化を求めよう。この場
合、エネルギー固有値が相互作用で変化しないとみなす事ができ、同じエネルギーEを持つ
二つの固有値方程式

H = H0 + ϵH1 (8.64)

H0|ψE⟩ = E|ψE⟩ (8.65)

H|ΨE⟩ = E|ΨE⟩ (8.66)

を考察することになる。勿論、零次の方程式 (8.65)が解けているとする。これが、連続的な
固有値からなり、完全系をなす固有解∫

dE|ψE⟩⟨ψE| = 1 (8.67)
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がわかっているものとする。また、(8.66)の固有値も同じ領域をとって連続であるとする。
Hの固有値方程式を満たす固有ベクトルをパラメーター ϵの冪で展開して、

|ΨE⟩ =
∑
i

ϵi|ϕi
E⟩ (8.68)

と表す。(8.68)を、固有値方程式に代入して、

(H0 + ϵH1)
∑
i

ϵi|ϕi
E⟩ = E

∑
i

ϵi|ϕi
E⟩ (8.69)

を得る。この等式で、ϵの各次数毎の係数の比較から、

ϵ0 : (E −H0)|ϕ0
E⟩ = 0 (8.70)

ϵ1 : (E −H0)|ϕ1
E⟩ = H1|ϕ0

E⟩ (8.71)

ϵ2 : (E −H0)|ϕ2
E⟩ = H1|ϕ1

E⟩ (8.72)

· · ·

が得られる。ここで、H0の固有状態で未知関数 |ϕ1
E⟩や右辺を展開して、

|ϕ1
E⟩ =

∫
dλa(λ)(1)|ψλ⟩ (8.73)

H1|ϕ0
E⟩ =

∫
dλ|ψλ⟩⟨ψλ|H1|ϕ0

E⟩ (8.74)

と表す。未定係数 a(λ)(1)は、方程式

(E −H0)|ϕ1
E⟩ =

∫
dλa(λ)(1)(E − λ)|ψλ⟩ (8.75)

に式 (8.73)と式 (8.74)を代入して∫
dλa(λ)(1)(E − λ)|ψλ⟩ =

∫
dλ|ψλ⟩⟨ψλ|H1|ϕ0

E⟩ (8.76)

が得られ、さらに両辺の |ψλ⟩の係数を比較して、

a(λ)(1) =
⟨ψλ|H1|ϕ0

E⟩
E − λ

(8.77)

と決まる。よって、これをもとの式に代入して関数が

|ϕ1
E⟩ =

∫
dλ|ψλ⟩

1

E − λ
⟨ψλ|H1|ϕ0

E⟩ (8.78)

となる。この解は、次に説明されるグリーン関数G、

G =
∫
dλ|ψλ⟩

1

E − λ
⟨ψλ| (8.79)
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を使い、

ϵ0 : (E −H0)|ϕ0
E⟩ = 0 (8.80)

ϵ1 : |ϕ1
E⟩ = GH1|ϕ0

E⟩ (8.81)

ϵ2 : |ϕ2
E⟩ = GH1|ϕ1

E⟩ = (GH1)
2|ϕ0

E⟩ (8.82)

· · ·

と表せる。その結果、Hの固有関数が

|ΨE⟩ =
∑
i

ϵi(GH1)
i|ϕ0

E⟩ (8.83)

と表せる。だから、グリーン関数を使う無限級数で固有解があらわされる。

8.7.1 グリーン関数

さて、グリーン関数Gに演算子E −H0をかけると、

(E −H0)G =
∫
dλ|ψλ⟩⟨ψλ| = 1 (8.84)

となる。つまり、Gは微分作用素 (E −H0)の逆演算子であり、

G = (E −H0)
−1 (8.85)

と書ける。グリーン関数Gの具体的な計算や、上の結果の応用は後で述べる散乱問題でなさ
れる。
座標表示で、グリーン関数は、

⟨x|G|y⟩ =
∫
dλ⟨x|ψλ⟩

1

E − λ
⟨ψλ|y⟩ (8.86)

と、固有関数の座標表示、⟨x|ψλ⟩で表わされる。状態 |f⟩の座標表示、

f(x) = ⟨x|f⟩ (8.87)

で、グリーン関数の演算を計算すると、

(Gf)(x) = ⟨x|G|f⟩ (8.88)

= ⟨x|G|y⟩⟨y|f⟩

=
∫
dyG(x,y)f(y) (8.89)
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とグリーン関数は、積分演算子である。E −H0が微分演算子であったので、その逆は積分
演算子になる。
例 自由粒子のグリーン関数
H0として、自由粒子のハミルト二アン

H0 =
(−ih̄)2

2m
∇2 (8.90)

を考えると、グリーン関数は、

G(x− y) =
∫ dk

(2π)3
eik·x−y 1

E − h̄2k2

2m

(8.91)

となる。このグリーン関数に演算子E −H0をかけると、

(E −H0)G(x− y) =
∫ dk

(2π)3
eik·x−y(E − h̄2k2

2m
)

1

E − h̄2k2

2m

(8.92)

=
∫ dk

(2π)3
eik·x−y

= δ(x− y)

となり、実際これがグリーン関数である事が分かる。
ところで、式 (8.91)の被積分関数は、k = ±

√
2mE
h̄2 で分母が零になり、このままでは積分

は発散してしまう。分母が零になる積分領域で、分母に小さな虚数部分 iϵを加えると、分母
が零になる極は、複素平面で実軸上からずれるため、積分は収束する。ただし、加える小さ
な虚数部分 iϵの符号によって、得られる関数は異なる。この問題は、後の章で扱う散乱問題
で、重要になる。

8.8 縮退のある場合の攝動論
上の攝動計算では、エネルギー分母E0

i − E0
j が零ではないと仮定した。上の式のままで、

エネルギー分母E0
i −E0

j を零にさせると、⟨i|H1|j⟩が零でないならば、エネルギーや波動関
数に、1

0
の発散が生じてしまう。このような縮退がある場合でも、波動関数や、エネルギー

が発散しない物理的な解があるはずであるが、これを求めるには、少し工夫が必要である。
発散の問題を引き起こすのは、エネルギーが等しい状態、つまり縮退した状態からの補正
項である。一方、エネルギー的に縮退した状態の空間で各状態を線形結合した状態も、同じ
ように零次のエネルギー固有状態である。だから、新たな状態 ĩ, j̃では、⟨̃i|H1|j̃⟩が ĩ ̸= j̃で
いつも零となる都合の良い状態にしてしまえば、発散のない攝動計算を遂行できる。このた
め、縮退した空間内ではじめに相互作用を含むハミルト二アンを対角形にする。
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二つの状態、|1⟩, |2⟩が縮退してエネルギーE0を持つとする。この空間内で、相互作用ハ
ミルト二アンH1は行列要素

⟨i|H1|j⟩, i, j = 1, 2 (8.93)

で記述される。相互作用ハミルト二アンH1はエルミートなので、

⟨2|H1|1⟩ = ⟨1|H1|2⟩∗ (8.94)

を満たす。いま

⟨1|H1|2⟩ = λ = |λ|eiα (8.95)

⟨2|H1|1⟩ = λ∗ = |λ|e−iα (8.96)

とおく。
この空間内での全ハミルト二アン

H =

(
E0 |λ|eiα

|λ|e−iα E0

)

の一つの固有値と固有状態は

Hu+ = E+u+, E+ = (E0 + |λ|) (8.97)

u+ =
1√
2

(
1

e−iα

)

であり、もう一つの固有値と固有状態は

Hu− = E−u−, E− = (E0 − |λ|) (8.98)

u− =
1√
2

(
1

−e−iα

)

である。固有値は、相互作用が弱くなる極限

λ→ 0 (8.99)

で、H0の固有値になるにもかかわらず、固有状態は

u+ =
1√
2

(
1

0

)
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̸= 1√
2

(
1

e−iα

)

u− =
1√
2

(
0

1

)

̸= 1√
2

(
1

−e−iα

)
になることに注意が必要である。
より多くの状態が縮退している場合は、縮退した状態空間での全ハミルト二アンを対角形
にする。この結果、縮退がなくなる場合と、まだ縮退が残る場合がある。前者では、縮退が
ないとして、近似を行なう。後者では、縮退があっても、これらの状態間には相互作用がな
いので、攝動計算に支障はない。

8.9 一様電場中の束縛状態
水素原子等の束縛状態に z軸方向に一様な電場がかかった時、波動関数やエネルギーはど
のように変化するだろうか？一様な電場は一定の力 F を与えるので、ハミルト二アンには

H = H0 +H1 (8.100)

H0 =
p2

2M
+ U(r) (8.101)

H1 = Fz, F = eE電 (8.102)

と、zに比例する項H1が加わる。H1を攝動項として、固有状態の波動関数やエネルギーを
求める。

8.9.1 空間反転対称性：縮退なし

空間反転 P に対して、H0は不変であるがH1は符号を変える。

PH0P
−1 = H0 (8.103)

PH1P
−1 = −H1 (8.104)

このため、H0の固有状態は、空間反転の固有状態であり、

P |ψi⟩ = ηi|ψi⟩, (8.105)

空間反転が

P 2 = 1 (8.106)
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を満たすことより、状態に固有な ηは

η2 = 1, η = ± (8.107)

をとる。行列要素、

⟨i|H1|j⟩ (8.108)

= ⟨i|P−1PH1P
−1P |j⟩ = −ηiηj⟨i|H1|j⟩

となるので、まとめて

(1 + ηiηj)⟨i|H1|j⟩ = 0 (8.109)

が得られる。このため、状態 iと状態 jのパリテイが等しいとき、

ηiηj = 1 (8.110)

⟨i|H1|j⟩ = 0

行列要素は零になり,状態 iと状態 jのパリテイが異なるとき、

ηiηj = −1 (8.111)

⟨i|H1|j⟩ ̸= 0

行列要素は零ではない。

8.9.2 攝動エネルギー

z軸方向の一定の力のために、水素原子のエネルギー準位は

∆E = F ⟨u0J |z|u0J⟩+ F 2

∑
j |⟨u0J |z|u0j⟩|2

E0
j − E0

J

+ · · · (8.112)

だけずれる。
一次の攝動エネルギー
ところで、上の行列要素の関係式 (8.111), (8.112)より上の式の右辺第１項は、零になる。
このため、エネルギーで電場E電に比例する項は零になり、エネルギーの補正は電場の二次
式から始る。
また、全エネルギーを電場で微分した原点における微係数（ 電気２重極モーメント）は、

∂

∂E電
∆E|E電=0 = 0 (8.113)

と零になる。この電気２重極モーメントは、後の節で扱う縮退があるときは、異なる結果を
導くことになる。
二次の攝動エネルギー

∆E = F 2

∑
j |⟨u0J |z|u0j⟩|2

E0
j − E0

J

(8.114)
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8.9.3 水素原子： 縮退あり

異なるパリテイを持つ状態が同じエネルギーを持って縮退した場合、前節とは異なり力
（ 電場）に比例するエネルギーが生ずるので、注意が必要である。水素原子が特異な縮退を
持つことを、前の章でみた。この縮退は、主量子数 nが等しくて、角運動量が異なりパリテ
イが異なる状態の間に存在する。そのため、一様な電場が加わった系で、縮退の効果が、重
要になる。
基底状態は、n = 1で縮退がない。第一励起状態は n = 2であり、l = 0の 1状態と

l = 1,m = 1, 0,−1の 3状態で、４つの状態が同じエネルギーをもつ 4重縮退がある。z軸方
向の電場により影響を受けるのは、２状態

|n = 2, l = 0,m = 0⟩, |n = 2, l = 1,m = 0⟩ (8.115)

である。いま、行列要素を

δ = ⟨n = 2, l = 0,m = 0|H1|n = 2, l = 1,m = 0⟩ (8.116)

= |δ|eiβ (8.117)

とおいて、この空間内での（ 有効）ハミルト二アンは

H =

(
0 δ

δ∗ 0

)

となる。これの一つの固有値と固有状態は

Hu+ = E+u+, E+ = +|δ| (8.118)

u+ =
1√
2

(
1

e−iβ

)

であり、もう一つの固有値と固有状態は

Hu− = E−u−, E− = −|δ| (8.119)

u− =
1√
2

(
1

−e−iβ

)

である。ここで、波動関数を使い行列要素を具体的に計算すると、

δ =
∫
dr(

1

2a0
)3/2

r

a0
√
3
e

−r
2a0 cos θ(

1

2a0
)3/2(2− r

a0
)e

−r
2a0

1

4π
Fr cos θ (8.120)

= 3a0F

となる。
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8.10 時間に依存する攝動論
攝動項が、時間に依存して変化する場合には、時間依存のシュレーデインガー方程式

ih̄
∂

∂t
|Ψ(t)⟩ = (H0 + ϵH1(t))|Ψ(t)⟩ (8.121)

を近似的に解く。シュレーデインガー方程式で、波動関数を小さなパラメーター ϵで展開して

|Ψ(t)⟩ =
∑

ϵp|ψ(p)(t)⟩ (8.122)

と表わし、さらに各項をH0の固有状態で

|ψ(p)(t)⟩ =
∑
l

al(t)
(p)|ψl⟩ (8.123)

と展開しておく。係数 al(t)
(p)は、時間 tに依存することに注意しよう。

また上の展開式で、pについての和を先に行ない

|Ψ(t)⟩ =
∑
l

Al(t)|ψl⟩ (8.124)

Al(t) =
∑
p

ϵpal(t)
(p)

とも表わせる。これをシュレーデインガー方程式の左辺

ih̄
∂

∂t
|Ψ(t)⟩ (8.125)

=
∑
l

ih̄
∂

∂t
Al(t)|ψl⟩ (8.126)

と右辺

(H0 + ϵH1(t))|Ψ(t)⟩ (8.127)

=
∑
l

Al(t)(H0 + ϵH1)|ψl⟩

=
∑
l

Al(t)(E
0
l + ϵH1)|ψl⟩

(8.128)

に代入して、両辺に左から ⟨ψl|をかけて、係数Al(t)についての方程式

ih̄
∂

∂t
Al(t) = (E0

l + ϵ
∑
m

⟨ψl|H1||ψm⟩)Am(t) (8.129)

を得る。
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次に、時間依存性に着目する。零次のエネルギーE0
l で決まる指数関数を取出して変換し

た係数 Ãl(t)を

Al(t) = e
E0
l
t

ih̄ Ãl(t) (8.130)

ih̄
∂

∂t
Al(t) = e

E0
l
t

ih̄ (E0
l Ãl(t) + ih̄

∂

∂t
Ãl(t)) (8.131)

と定義すると、係数は方程式

ih̄
∂

∂t
Ãl(t) = ϵ

∑
m

⟨ψl(t)|H1||ψm(t)⟩)Ãm(t) (8.132)

に従う。これに、係数の展開式

Ãl(t) =
∑
p

ϵpã
(p)
l (t) (8.133)

を代入して、方程式

ih̄
∂

∂t
(
∑
p

ϵpã
(p)
l (t)) = ϵ

∑
m

⟨ψl(t)|H1||ψm(t)⟩)(
∑
p

ϵpã
(p)
l (t)) (8.134)

が得られる。さらに、この方程式の ϵの各冪の項から、方この空間内での全ハミルト二アン

H =

(
E0 |λ|eα

|λ|e−iα E0

)

の一つの固有値と固有状態は 程式

ih̄
∂

∂t
ã
(0)
l (t) = 0 (8.135)

ih̄
∂

∂t
ã
(1)
l (t) = ⟨ψl(t)|H1||ψm(t)⟩)ã(0)m (t)

· · ·
ih̄
∂

∂t
ã
(i+1)
l (t) = ⟨ψl(t)|H1||ψm(t)⟩ã(i)m (t)

が得られる。ここで、便宜上

Ṽlm(t) = ⟨ψl(t)|H1||ψm(t)⟩ (8.136)

と表記することにする。上の漸化式を積分して

ã
(0)
l (t) =定数 (8.137)

ã
(i+1)
l (t) =

∫ t

t0

dt′

ih̄
Ṽlm(t

′)ã(i)m (t) (8.138)
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が得られる。この関係式を繰り返し代入して、ã(i+1)
l (t)を ã

(0)
l (t)で表わす公式は

ã
(i+1)
l (t) =

∫ t

t0

dt′

ih̄

∫ t′

t0

dt
′′

ih̄
· · ·

∫ ti−1

t0

dti

ih̄
Ṽlm1(t

′)Ṽm1m2(t
′′
) · · · Ṽm2mi

(ti)ã(0)mi
(0)

となる。また、この結果を展開式 (8.133)に代入して、

Ãl(t) = U(t, t0)ã
(0)
mi
(0)

U(t, t0) = [1 +
∫ t

t0

dt′

ih̄
ϵṼlm(t

′) +
∫ t

t0

dt′

ih̄

∫ t′

t0

dt
′′

ih̄
(ϵ)2Ṽlm1(t

′)Ṽm1m2(t
′′
) + · · ·]

となる。この右辺の展開式は、T 積の指数関数

U(t, t0) = T exp
∫ t′

t0

dt′

ih̄
ϵV (t′) (8.139)

と書き表すことが多い。U(t, t0)は

U(t0, t0) = 1 (8.140)

U(t, t1)U(t1, t2) = U(t, t2)

を満たしている。
T積
時間に依存する演算子A(t)とB(t′)の T 積は、

T (A(t)B(t′)) = A(t)B(t′); t ≥ t′ (8.141)

= B(t′)A(t); t′ ≥ t

と定義される。T 積を使うと、上の積分は上限をそろえた表示

∫ t

t0

dt′

ih̄

∫ t′

t0

dt
′′

ih̄
· · ·

∫ ti−1

t0

dti

ih̄
Ṽlm1(t

′)Ṽm1m2(t
′′
) · · · Ṽm2mi

(ti)

=
1

i!

∫ t

t0

dt′

ih̄

∫ t

t0

dt
′′

ih̄
· · ·

∫ t

t0

dti

ih̄
T [Ṽlm1(t

′)Ṽm1m2(t
′′
) · · · Ṽm2mi

(ti)] (8.142)

で表わせる。
時間間隔が無限大である場合の U(+∞,−∞)は、

U(+∞,−∞) = T exp
∫ +∞

−∞

dt′

ih̄
ϵV (t′) (8.143)

であり、散乱で重要である。
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8.10.1 周期的変化

相互作用項が、時間について

V (t) = V ei(ω−iϵ)t + V ∗e−i(ω+iϵ)t (8.144)

と周期的に変化し、同時に漸近的に

V (t) → 0, t→ −∞ (8.145)

と零になる場合は、行列要素は

Ṽlk(t) = e
Ek−El

ih̄
t
∫
dxφ

(0)
l

∗
(x)(V eiωt + V ∗e−iωt)φ

(0)
k (x) (8.146)

= e
Ek−El−h̄ω

ih̄
tVl,k0 + e

Ek−El+h̄ω

ih̄
tV ∗

l,k0

Vl,k0 =
∫
dxφ

(0)
l

∗
(x)V φ

(0)
k (x) (8.147)

V ∗
l,k0

=
∫
dxφ

(0)
l

∗
(x)V ∗φ

(0)
k (x) (8.148)

となる。ここで、最低次の項として

ã
(0)
k (t′) = δk,k0 (8.149)

である場合、時刻 tでの係数は

ã
(1)
l (t) =

1

ih̄

∫ t

−∞
dt′Ṽlk(t

′)ã
(0)
k (t′) (8.150)

=
1

ih̄

∫ t

−∞
dt′Ṽlk(t

′)δk,k0

=
1

ih̄

∫ t

−∞
dt′[e

Ek0
−El−h̄ω

ih̄
tVl,k0 + e

Ek0
−El+h̄ω

ih̄
tV ∗

l,k0
]

=
1

Ek0 − El − h̄ω
e

Ek0
−El−h̄ω

h̄
tVl,k0 +

1

Ek0 − El + h̄ω
e

Ek0
−El+h̄ω

h̄
tV ∗l,k0

となる。
ここで、大きな値 T における係数は、

ã
(1)
l (T ) =

1

ih̄

∫ T

−∞
dt′Ṽlk(t

′)ã
(0)
k (t′) (8.151)

=
1

Ek0 − El − h̄ω
e

Ek0
−El−h̄ω

h̄
TVl,k0 +

1

Ek0 − El + h̄ω
e

Ek0
−El+h̄ω

h̄
TV ∗l,k0

となり、さらに T → ∞では、∫ ∞

−∞
dt′e

Ek0
−El−h̄ω

ih̄
t′ = 2πh̄δ(Ek0 − El − h̄ω) (8.152)
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である。よって、無限時間経過した後では、係数は

ã
(1)
l (∞) = −i[2πδ(Ek0 − El − h̄ω)Vl,k0 + 2πδ(Ek0 − El + h̄ω)V ∗l,k0 ]

となる。デルタ関数は状態 lのエネルギーと状態 k0のエネルギーと振動数のエネルギー h̄ω

の和や差 k0 ± h̄ωが等しい事を示すエネルギー保存を表わしている。前者は、状態 k0が振
動数 ωの波を吸収して状態 lに遷移する事象に対応し、後者は状態 k0が振動数 ωの波を放
出して状態 lに遷移する事象に対応し、デルタ関数にかかる係数 Vl,k0と V ∗l,k0が遷移振幅で
ある。

8.10.2 ゆっくりした変化（ 断熱変化）

ハミルトニアンが時間的にゆっくり変動するパラメーター a(t)を含むとき、 ȧ(t)
a(t)
は小さな

値である。この物理系でエネルギーは、小さな時間間隔では保存するが、大きな時間間隔で
は保存していない。だから、図のような長い時間スケールでは、保存系の性質と時間に依存

する摂動論の性質が絡み合った現象が生ずる。このような２重性をもつ物理系は、摂動論の
方法で調べることができる。ハミルトニアンがH(a(t))と書かれるとき、時間に依存するシュ
レーデインガー方程式は、

ih̄
∂

∂t
ψ(t) = H(a(t))ψ(t) (8.153)

である。ここで、a(t)がほぼ時間によらず定数であるので、各時刻における固有値方程式

H(a(t))un(x⃗, a(t)) = En(a(t))un(x⃗, a(t)) (8.154)

を満たす固有状態 un(x⃗, a(t))がある。この固有状態を使い、任意な時刻における波動関数を

ψ(t) =
∑
n

cn(t))un(x⃗, a(t))e
∫ t

t0
dt′

En(a(t′))
ih̄ (8.155)
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と展開する。波動関数の時間微分は、

∂

∂t
ψ(t) =

∑
n

(ċn(t)un(x⃗, a(t)) + cn(t)
En(a(t))

ih̄
un(x⃗, a(t)))e

∫ t

t0
dt′ En(a(t′))

ih̄ (8.156)

+
∑
n

cn(t)(ȧ(t)
∂

∂a
un(x⃗, a(t)) +

∫ t

t0
dt′ȧ(t′)

∂

∂a(t′)

En(a(t
′))

ih̄
un(x⃗, a(t)))e

∫ t

t0
dt′ En(a(t′))

ih̄

となるので、シュレーデインガー方程式 (8.153)は

∑
n

(ih̄ċn(t)un(x⃗, a(t)) + cn(t)En(a(t))un(x⃗, a(t)))e
∫ t

t0
dt′ En(a(t′))

ih̄ (8.157)

+
∑
n

cn(t)(ih̄ȧ(t)
∂

∂a
un(x⃗, a(t)) +

∫ t

t0
dt′ȧ(t′)

∂

∂a(t′)
En(a(t

′))un(x⃗, a(t)))e
∫ t

t0
dt′

En(a(t′))
ih̄

=
∑
m

cm(t)Emum(x⃗, a(t))e
∫ t

t0
dt′ Em(a(t′))

ih̄

となる。
次に、両辺に u∗p(x⃗, a(t))をかけて x⃗積分を行い、係数 ap(t)についての方程式

∑
n

(ih̄ċn(t) + cn(t)En(a(t)))δnpe
∫ t

t0
dt′ En(a(t′))

ih̄ (8.158)

+
∑
n

cn(t)(ih̄ȧ(t)⟨up|
∂

∂a
un(x⃗, a(t))⟩+

∫ t

t0
dt′ȧ(t′)

∂

∂a(t′)
En(a(t

′))δnpe
∫ t

t0
dt′

En(a(t′))
ih̄

=
∑
m

Emcmδmpe
∫ t

t0
dt′ Em(a(t′))

ih̄

が得られる。ここで、固有関数 un(x⃗, a(t))が規格直交系であることを使った。さらに、クロ
ネッカーデルタを使って項の和を書き換えると、方程式は

(ih̄ċp(t) + cp(t)Ep(a(t))) +
∑
n

cn(t)(ih̄ȧ(t)⟨up|
∂

∂a
un(x⃗, a(t))⟩e

∫ t

t0
dt′

En(a(t′))−Ep(a(t
′))

ih̄

+cp(t)
∫ t

t0
dt′ȧ(t′)

∂

∂a(t′)
Ep(a(t

′)) = Epcp(a(t)) (8.159)

となり、左辺第２項と右辺がうち消して、最後に

ih̄ċp(t) +
∑
n

cn(t)(ih̄ȧ(t)⟨up|
∂

∂a
un(x⃗, a(t))⟩e

∫ t

t0
dt′

En(a(t′))−Ep(a(t
′))

ih̄

+cp(a(t))
∫ t

t0
dt′ȧ(t′)

∂

∂a(t′)
Ep(a(t

′)) = 0 (8.160)

となる。
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ȧ(t)が小さいことを使い、先ず ȧ(t)の零次の近似で解を求める。方程式は、

ih̄ċp(t) = 0 (8.161)

であり、解は、

cp(t) = cp(0) (8.162)

である。
次に、ȧ(t)の１次のオーダーで解を求める。
このために、固有値方程式 (8.154)が与える関係式を導いておく。固有値方程式 (8.154)の
両辺を a(t)で微分して、

(
∂

∂a
H(a(t)))un(x⃗, a(t)) +H(a(t))(

∂

∂a
)un(x⃗, a(t)) (8.163)

=
∂

∂a
un(x⃗, a(t))En(a(t)) + (

∂

∂a
En(a(t)))un(x⃗, a(t))

となる。この両辺に u∗p(x⃗)をかけて x⃗積分を行い、関係式

⟨up|(
∂

∂a
H(a(t)))|un⟩+ Ep⟨up|(

∂

∂a
)|un⟩ (8.164)

= ⟨up|
∂

∂a
|un⟩En(a(t)) + (

∂

∂a
En(a(t)))δnp

が得られる。よって、

⟨up|
∂

∂a
H|up⟩ =

∂

∂a
Ep; p = n (8.165)

⟨up|
∂

∂a
H|un⟩ = (En − Ep)⟨up|

∂

∂a
|un⟩; p ̸= n

が得られる。また、un(x⃗, a(t))の規格化条件

⟨up|un⟩ = δnp (8.166)

の両辺を a(t)で微分して

⟨ ∂
∂a
up|un⟩+ ⟨up|

∂

∂a
un⟩ = 0 (8.167)

となり、p = nでは、

⟨ ∂
∂a
up|up⟩+ ⟨up|

∂

∂a
up⟩ = Re(⟨ ∂

∂a
up|up⟩ = 0 (8.168)
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である。よって ⟨ ∂
∂a
up|up⟩は、純虚数であり、

⟨ ∂
∂a
up|up⟩ = iδ (8.169)

とおく。位相 δは、状態ベクトルの transportを表わす。
式 (8.160)、(8.164)、と (8.169)から、係数が初期条件

cn0(0) = 1 (8.170)

cn(0) = 0;n ̸= n0

を満たす時、微分方程式は

ċn0 + iȧ(t)δcn0 = 0 (8.171)

ċp + cn0

ȧ

En0 − Ep

⟨up|
∂

∂a
H|un0⟩e

∫ t

t0
dt′

En(a(t′))−Ep(a(t
′))

ih̄ = 0

となる。さらに時間で積分して、係数が

cn0(t) = e
−i
∫ t

t0
dt′ȧ(t′)δ(t′)

(8.172)

cp = −cn0

∫ t

t0
dt′

ȧ(t′)

En0 − Ep

⟨up|
∂

∂a
H|un0⟩e

∫ t′

t0
dt

′′ En(a(t′′))−Ep(a(t
′′))

ih̄

となる。cn0(t)は、時刻の変化とともに位相だけが変化して、大きさは一定に保たれる。こ
の位相は、ベリー位相と呼ばれることもある。

8.10.3 短時間近似

短時間の間にハミルトニアンが有限量変化する時、状態べクトルの変化を調べよう。時
刻が 0 < t < tsの間に時間的に変動するパラメーター a(t)の関数としてハミルトニアンが
H(a(t))と書かれ、a(t)が a(0)から a(ts)へと、有限変化するとする。このとき、状態べクト
ルの変化は、時間に依存するシュレーデインガー方程式

ih̄
∂

∂t
ψ(t) = H(a(t))ψ(t) (8.173)

から求められる。この両辺を時間で積分して

ih̄ψ(t)|t0 =
∫ t

0
dt′H(a(t′))ψ(t′) (8.174)

となり、さらに右辺に平均値の定理を適用すると、0 < t̄ < tsにある一つの t̄で

ih̄(ψ(ts)− ψ(0))| = ts(H(a(t̄))ψ(t̄)) (8.175)
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となる。間隔 tsが十分短いとき、右辺は tsに比例するので、

ih̄(ψ(ts)− ψ(0))| = 0 (8.176)

となり、波動関数は

ψ(t) = ψ(0) (8.177)

と変化しないことが分かる。つまりハミルトニアンが急激に変化したとき、時間についての
一階微分方程式に従う、波動関数は変化しない。

8.11 遷移確率
ある時刻 t = 0にH0の固有状態 l = l0にあった状態が、相互作用 V (t)の影響で、他の時
刻 t = T に別の lの状態に遷移することがある。これが起きる確率を遷移確率とよぶ。遷移
確率の計算を次に行なう。波動関数の展開式 (8.125)から、ある時刻 tに状態 lにいる確率は、
係数の絶対値の二乗

|al(t)|2 (8.178)

で与えられる。
先ず一次の攝動で、遷移確率を求めよう。周期ポテンシャル中における展開式から時刻 t

での係数は

ã
(1)
l (t) =

1

ih̄

∫ t

0
dt′Ṽlk(t

′)ã
(0)
k (t′) (8.179)

=
1

ih̄

∫ t

0
dt′Ṽlk(t

′)δk,k0

=
1

ih̄

∫ t

0
dt′[e

Ek0
−El−h̄ω

ih̄
tVl,k0 + e

Ek0
−El+h̄ω

ih̄
tV ∗

l,k0
]

=
1

Ek0 − El − h̄ω
(e

Ek0
−El−h̄ω

h̄
t − 1)Vl,k0 +

1

Ek0 − El + h̄ω
(e

Ek0
−El+h̄ω

h̄
t − 1)V ∗l,k0

となる。エネルギーが保存して、Ek0 −El ± h̄ω = 0ならば、積分は tに比例することが分か
る。この条件を満たす時の積分の振る舞いを調べる為、関数

lim
a→∞

sin ax

x
(8.180)

の性質を明らかにする。先ず、関数はx ̸= 0では、急激に振動する関数であり、一方でx→ 0

では

lim
a→∞

limx→0
sin ax

x
(8.181)

= lim
a→∞

ax

x
= lim

a→∞
a (8.182)
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と発散する。また、この関数の積分は、積分公式∫ ∞

−∞

sin z

z
= π (8.183)

を使い、 ∫ ∞

−∞
dx

sin ax

x
= π (8.184)

である事が分かり、結局、この関数は、デルタ関数で

lim
a→∞

sin ax

x
= πδ(x) (8.185)

と表わせる。次に、関数

lim
a→∞

(
sin2 ax

ax2
) (8.186)

の性質を明らかにする。この関数は x ̸= 0では、零になる関数であり、一方で x→ 0 では発
散する。また、この関数の積分は、積分公式∫ ∞

−∞

sin2 z

z2
= π (8.187)

を使い、 ∫ ∞

−∞
dx(

sin2 ax

ax2
) = π (8.188)

であることが分かる。よって関数は、やはりデルタ関数で

lim
a→∞

(
sin2 ax

ax2
) = πδ(x) (8.189)

と表わせる。積分公式 (8.183, 8.187)の証明は、付録Gで与えられている。
以上の関数の性質を使い、tが大きいところでの係数 a

(1)
l (t)の絶対値の二乗が、

|ã(1)l (t)|2 = | 1

Ek0 − El − h̄ω
(e

Ek0
−El−h̄ω

h̄
t − 1)Vl,k0 +

1

Ek0 − El + h̄ω
(e

Ek0
−El+h̄ω

h̄
t − 1)V ∗l,k0 |2

(8.190)

= 4(|
sin(

Ek0
−El+h̄ω

2h̄
t)

Ek0 − El + h̄ω
|2 + |

sin(
Ek0

−El−h̄ω

2h̄
t)

Ek0 − El − h̄ω
|2)|Vl,k0|2

= (
2π

h̄
)(δ(Ek0 − El − h̄ω) + δ(Ek0 − El + h̄ω))|Vl,k0 |2t
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となることが分かる。結果は、時間 tに比例する、つまり時刻 tに状態 lにある確率、すなわ
ち時刻 tまでの間に状態 lに遷移した確率 P は、tに比例し、

P = ωt　. (8.191)

ここで単位時間当りの遷移率 ωは、

ω = (
2π

h̄
)(δ(Ek0 − El − h̄ω) + δ(Ek0 − El + h̄ω))|Vl,k0 |2 (8.192)

である。
ところで、tについての一次関数は傾きと切片で決定され、定数項は例外を除けば零では
ない。有限の間隔で計算する場合の遷移確率も定数項を持つ。傾きが有限であり時間間隔が
きわめて大きい時、定数項は無視できると想像される。しかし、定数項が重要となる場合が、
ないわけではない。この場合、確率は

P = ωt+ P (d) (8.193)

となる。定数項P (d)は、ωと大きく異なる起源と性質をもつ。量子力学の粒子と波との２重
性は、遷移確率にも表れ、の ωは粒子性を P (d) は波動性を表すことが筆者たちの最近の研
究で明らかになった。結果の一部を、後の章で説明する。

8.12 問題
問１　行列の摂動

ハミルトニアン

H = H0 + ϵH1 (8.194)

で、H0とH1のそれぞれが次の 3× 3行列

H0 =


E1 0 0

0 E2 0

0 0 E3



H1 =


0 i 0

−i 0 0

0 0 0


であり、ϵを一つのパラメターとする。このハミルトニアンHの固有値Eと固有ベクトル u

は、固有値方程式Hu = Euを満たす。固有ベクトル uと固有値を求めよ。また、ϵの２次
までの摂動展開の近似でも固有解と固有値を求めよ。
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問２　調和振動子１

調和振動子

H0 =
p2

2m
+
k

2
x2 (8.195)

に、摂動項

H1 = λx4 (8.196)

が加わった時の、固有状態と固有エネルギーを λの２次までの近似で求めよ。

問３　調和振動子２

調和振動子

H0 =
p2

2m
+
k

2
x2 (8.197)

に、摂動項

H1 = λx (8.198)

が加わった時の、固有状態と固有エネルギーを λの２次までの近似で求めよ。また、xにつ
いて完全平方の形に変形してから、変数変換をしてから、固有状態と固有値を求め、近似解
と比較せよ。

問４　時間変動する調和振動子

調和振動子

H0 =
p2

2m
+
k

2
x2 (8.199)

に、時間変動する摂動項

H1 = λz coswt (8.200)

が加わったときの時間に依存する波動関数を、λの１次の近似で求めよ。

問５　断熱変化する調和振動子

問４の問題で、ωが非常に小さいとする。この時、十分大きな T で

Tω =一定 (8.201)

となる時刻 T での波動関数を求めよ。
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問６　時間変化する行列

問７　ヘリウムの摂動

ヘリウムのハミルトニアンは、

H =
p⃗21 + p⃗22
2m

− 2e2

r1
− 2e2

r2
+
e2

r12
(8.202)

である。ここで、１と２は電子の番号で r12 = |r⃗1 − r⃗2である。右辺の最後の項は、電子間の
相互作用を表わす。電子間相互作用の項を摂動項とみなして、１次の摂動でヘリウム原子の
基底状態のエネルギー固有値と固有関数を求めよ。

問８　時間に依存する摂動

問９　水素原子と摂動

水素原子に、摂動項

H1 = λz (8.203)

が加わった系における、基底状態と第１励起状態のエネルギーと波動関数を摂動論の最低次
の近似で、求めよ。

問１０　周期的な摂動

問１１　遷移確率

電磁波による、水素原子の定常状態の遷移を調べよ。

問題　１２　形の変形

球形ポテンシャル

V (r) = V0, r ≤ R (8.204)

= 0, R ≤ r

に対してポテンシャルの形状が

V (r) = V0, r ≤ R + aY2(θ, ϕ) (8.205)

= 0, R + aY2(θ, ϕ) ≤ r

と変化したときの、定常状態を aの１次摂動で求めよ。
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和則

dipole sum rule 等の応用。
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第9章 準古典近似（ WKB法）

プランク定数は、作用の次元を持ち、大きさは約 6 × 10−27エルグ秒 である。この値は、
非常に小さい。そのため、物理系の運動は、その作用の大きさによって、量子効果が無視で
きる場合と、無視できない場合がある。前者で運動は古典力学で扱われるが、後者で運動は
量子力学で扱われる。自由粒子では、運動量の大きさ pを持つ自由粒子の波長は λ = h

p
で与

えられる。ミクロな粒子では、運動量 pは小さいが、マクロな物体では運動量は大きい。例
えば、電子が速さ 1M/秒で運動している時、運動量は

p = 9.11× 10−31KgM/秒 (9.1)

、波長は

λ =
6.6× 10−34

9.11× 10−31
= 0.7× 10−3M (9.2)

である。この値は、結晶中の原子間隔 10−10Mよりもはるかに大きい。一方１Kgの物体が、
同じ速さ 1M/秒で運動している時、運動量は

p = 1KgM/秒 (9.3)

、波長は

λ =
6.6× 10−34

1
= 6.6× 10−34M (9.4)

と極めて短くなる。この値は、結晶中の原子間隔 10−10M よりもはるかに小さいばかりか、
素粒子の大きさ 10−15M よりもはるかに小さい。
このように電子等のミクロな粒子では、波長が物理系の大きさと同じ程度になり波動効果
としての量子効果は大きい。しかしマクロな物質では、波長が極めて小さくなり、波動効果
である量子効果は無視できるくらい小さくなる。この違いを具体的に、シュレーデインガー
方程式に基づいて、調べる事にしよう。
プランク定数を小さなパラメーターとみなして、シュレーデインガー方程式を近似的に解
く方法である、準古典近似（WKB法）を本章で考察する。この解析から量子力学と古典力
学との関連が明らかになってくると共に、量子効果が無視できる状況が明きらかになる。こ
の問題は、光学における波動光学と幾何光学の関係に極似している。波長が小さい時は、波
動効果が無視できて、光の進行方向だけが重要である幾何光学が適用されることに対応して
いる。
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9.1 プランク定数での展開
エネルギーEを持つ定常状態の従うシュレーデインガー方程式

[
h̄2

2m
∇2 + E − U ]ψ = 0 (9.5)

を、準古典近似を用いて解く。準古典近似では波動関数を

ψ = e
i
h̄
σ (9.6)

とプランク定数 h̄を指数関数の肩においた形で表わす。この関数の微分は

∇iψ =
i

h̄
∇iσe

i
h̄
σ (9.7)

∇i
2ψ = [

i

h̄
∇i

2σ + (
i

h̄
∇iσ)

2]e
i
h̄
σ

であるので、シュレーデインガー方程式は

h̄2

2m
[
i

h̄
∇i

2σ + (
i

h̄
∇iσ)

2]e
i
h̄
σ + (E − U)e

i
h̄
σ = 0 (9.8)

となる。よって、σは、非線型方程式

h̄2

2m
[
i

h̄
∇i

2σ + (
i

h̄
∇iσ)

2] + E − U = 0 (9.9)

に従う。
σの従う非線型方程式を、見やすい形

− 1

2m
(∇iσ)

2 + E − U + i
h̄

2m
∇i

2σ = 0 (9.10)

で表わしておこう。左辺第１項、第２項、第３項はプランク定数 h̄を含まない、プランク定
数の零次の項であり、第４項はプランク定数 h̄の１次である。だから、方程式は、プランク
定数 h̄について逐次展開を使い解かれる形をしている。h̄を小さな値をもつパラメーターと
みなして、第 4項を省略してプランク定数の零次をとった方程式は

− 1

2m
(∇iσ)

2 + E − U = 0 (9.11)

となる。これは、σを作用積分とする古典力学のハミルトン ·ヤコビ方程式に一致する。ま
た、未知の解 σを h̄で展開して、

σ = σ0 + h̄σ1 + (h̄)2σ2 + · · · (9.12)
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と未知の量 σ0, σ1, σ2, · · ·を使い表わす。これを方程式に代入して h̄についての各冪乗の項か
ら、各項 σ0, σ1, · · · をきめる方程式が得られる。この結果、最初の２項は、

− 1

2m
(∇iσ0)

2 + E − U = 0 (9.13)

−2(∇iσ1)(∇iσ0) + i∇i
2σ0 = 0

である。上の第一式は、上の古典力学のハミルトン ·ヤコビ方程式であり、第 2式から σ1が
決定される。

9.2 古典極限
空間が一次元であるとき、σ0や σ1は、

∂

∂x
σ0 =

√
2m(E − U(x)) (9.14)

∂

∂x
σ1 =

i

2

∂2σ0

∂x2

∂σ0

∂x

=
i

2

∂

∂x
log

√
2m(E − U(x)) (9.15)

を満たす。これより、σ0や σ1 を求めると、

σ0(x) =
∫
dx′
√
2m(E − U(x)) (9.16)

σ1(x) =
i

2
log

√
2m(E − U(x)) (9.17)

となる。この結果、h̄の 1次までとって近似した波動関数は、

ψ = e
i
h̄
σ0

1

(2m(E − U(x)))1/4
(9.18)

である。
この近似式で、 ∂

∂x
σ0 = 0となる xでは、関数が発散する。しかしこの発散の仕方が弱い

ので、波動関数の積の積分から計算される物理量へのこの近傍からの寄与は無視できる。ま
た、正負両符号の関数

ψ = e±
i
h̄
σ0

1

(2m(E − U(x)))1/4
(9.19)

がいずれも解であり、これらの線形結合も方程式の解である。
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9.3 古典極限と初期条件や境界条件
準古典近似法によって得られた波動関数 (9.19)に基づいて、古典極限での波動関数の振る
舞いを考え、古典力学と量子力学との関連をみてみよう。

9.3.1 存在確率と滞在時間

古典力学では運動エネルギーは正定値であり、E ≥ U(x)となっている。この古典運動が
許される空間領域では、波動関数の指数部は純虚数になる。この指数関数の絶対値はいつも
1であり、だから波動関数の大きさは、第 2項で決まり、

|ψ(x)|2 = 1

(2m(E − U(x)))1/2
(9.20)

となる。よって、xの微小領域 dxにおける粒子が存在する確率は、

P (x)dx =
1

(2m(E − U(x)))1/2
dx (9.21)

である、一方、古典力学では、エネルギーの式を書換えて座標 xと時間との関係

dt

dx
=

1

(2m(E − U(x)))1/2
(9.22)

が成立し、xの領域 dxにおける粒子が滞在する時間が

dT =
1

(2m(E − U(x)))1/2
dx (9.23)

である。量子力学の粒子の存在確率は波動関数できまり、古典力学の粒子の存在する比率は
滞在時間で決まる。これらが互いにに対応することが分かる。古典力学における時間で平均
した物理量が、量子力学における確率で平均した物理量に対応する。

9.3.2 古典軌道

古典力学における質点の軌道は、時間 tや座標 xに依存する作用 S

S = Et− σ0(E, x) (9.24)

から、

∂S

∂E
= t0 (9.25)
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とおいて得られる方程式、

t− ∂

∂E
σ0(E, x) = t0 (9.26)

の解から得られる。自由粒子では、軌道は

σ0(x) = (x− x0)
√
2mE (9.27)

t− (x− x0)
1

2

√
2m

E
= t0 (9.28)

となる。E = m
2
v2とおくと、軌道は速度を vとする

x = x0 + v(t− t0) (9.29)

である。
4章で調べた量子力学の自由粒子の波束の場合、方程式

∂

∂p
(p(x− x0)−

p2

2m
(t− t0))|p=p0 = 0 (9.30)

から波束の中心の運動が

x = x0 +
p0
m
(t− t0) (9.31)

と決まった。これは、自由粒子の古典軌道の式 (9.28)に対応する。

9.3.3 干渉

位相 σ0

h̄
の大きさは、波としての特徴的な現象である干渉や、回折が表れる条件を明らか

にするのに役立つ。二つの異なる波を区別するパラメーターを λとして、位相部の差

(σ(λ1)− σ(λ2))

h̄
(9.32)

が 2πと比較して、１のオーダーであれば、干渉が見え、1よりはるかに大きいならば、干渉
は見えない。この領域では、位相が速く変化することより、指数関数の位相が打ち消しあい、
位相を平均化した振る舞いが観測される。位相が打ち消された領域は、古典領域である。古
典領域における運動は、作用が

δσ0 = 0 (9.33)

を満たし停留的になっている。作用が最終的になる条件は、古典力学における運動方程式に
一致する。
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9.4 トンネル効果と境界条件
波動関数の指数部はE < U(x)の領域、すなわち古典運動が許されない領域では、実数に
なる。だから、指数関数の絶対値は 1より小さくなるか大きくなる。波動関数の大きさの自
乗は、

|ψ(x)|2 = e±
2
h̄
σ0

1

(2m(E − U(x)))1/2
(9.34)

となる。よって、xの領域 dxにおける粒子が存在する確率は、

P (x)dx = e±
2
h̄
σ0

1

(2m(E − U(x)))1/2
dx (9.35)

である。

古典運動が許されない領域でも、波動関数が値をもち、粒子の存在する確率が有限になる
事が多い。このため、図のようなポテンシャルの山のもとで、波（ 粒子）が左から入射す
る際、反射する波と、透過する波がある。透過した後では、右に進行する波は、自由な波と
してそのまま進む。古典力学では、この状況における粒子はすべて反射する。しかし、量子
力学では波動関数が零になるわけではない、よって一部の粒子は透過する。この効果は、ポ
テンシャルの山を通り抜けるので、トンネル効果と呼ばれている。図の領域 Iでの波動関数
は、４章で求めた一定の力（ xに比例するポテンシャル）、 V = Fx、中での運動量

p(x) =
√
2m(E − V (x)) (9.36)

を使う波動関数の漸近形のもつ位相因子 π
4
をかけた

ψ =
1√
v
exp [

i

h̄

∫ x

a
p(x)dx+

iπ

4
] +

1√
v
exp [− i

h̄

∫ x

a
p(x)dx− iπ

4
] (9.37)

であり、領域 IIでは

ψ =
C ′√
|p|

exp [
1

h̄
|
∫ x

b
p(x)dx|] (9.38)
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であり、領域 IIIでは

ψ =
C√
v
exp [

i

h̄

∫ x

b
p(x)dx− iπ

4
] (9.39)

である。領域 Iと領域 IIにおける波動関数の連続性から、

c′ = exp [−1

h̄
|
∫ b

a
p(x)dx|] (9.40)

がえられ、領域 IIと領域 IIIにおける波動関数の連続性から

C = −iC ′ (9.41)

が得られる。これらをつなげて、領域 IIIにおける粒子数の流れは

D = exp−[
2

h̄
|
∫ b

a
p(x)dx|] (9.42)

となる。この値が、粒子がトンネルの山の障壁を越えて通過する確率である。

9.5 束縛状態とボーア ·ゾンマーフェルト量子化条件

図のようなポテンシャルの谷における、波動関数を考える。
x < aが古典的に許される領域である時、波動関数は x = aを下限とする p(x)の積分に π

4

を加えた位相をもつ

ψ =
C
√
p
cos (

1

h̄

∫ x

a
p(x)dx+

π

4
) (9.43)

となり、また x > bが古典的に許される領域である時、波動関数は x = bを下限とする p(x)

の積分から π
4
を減じた位相をもつ

ψ =
C
√
p
cos (

1

h̄

∫ x

b
p(x)dx− π

4
) (9.44)
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となる。
領域が有限で、b < x < aであるときは、この両条件が満たされる必要がある。これは、
三角関数の周期性を考慮して

1

h̄

∫ b

a
p(x)dx+

π

2
= (n+ 1)π (9.45)

のとき実現する。つまり、この条件が満たされるとき、粒子が有限な領域 b < x < aに束縛
されている。

9.5.1 大きな質量

量子効果は、電子のような小さな質量の粒子では大きく、逆に大きな質量の物体では小さ
い。準古典近似で、質量効果を調べよう。
運動量p(x)に式 (9.36)を代入して、粒子の質量mに対する依存性が分かる。量子化条件は、

√
2m

h̄

∫ b

a

√
E − V (x)dx+

π

2
= (n+ 1)π (9.46)

となり、質量とプランク定数の平方根の比 rP = h̄√
2m
で∫ b

a

√
E − V (x)dx = rP (n+ 1/2)π, (9.47)

rP =
h̄√
2m

(9.48)

と表わせる。右辺がプランク定数と質量の平方根の比 rpに比例するので、この近似では物理
量は、rpで決まる。この結果より、プランク定数 h̄を一定にして質量mを大きくする極限

m→ ∞ (9.49)

は、質量を一定にしてプランク定数を小さくする極限に一致する。また、エネルギー間隔は、

∆E
∫ b

a

1√
E − V (x)

dx = rPπ, (9.50)

(9.51)

を満たす。だから、∆Eは、h̄に比例して
√
mに反比例する。mが大きくなると、エネルギー

間隔はせまくなりエネルギー準位は密になる。

9.6 三次元球対称な場合
三次元球対称ポテンシャル中の粒子の運動では、角度成分は、球関数で表わされ、動径座
標の関数は一次元方程式に従う。この一次元方程式にたいして、準古典近似を使う事により、
三次元球対称ポテンシャル中の問題が扱われる。
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9.7 問題
問１　ＷＫＢとハミルトン・ヤコビ方程式

シュレーデインガー方程式

(− h̄2

2µ
∇2 + U(x))ψ = Eψ (9.52)

の解を

ψ = e
i
h̄
σ (9.53)

σ = σ0 +
h̄

i
σ1 + (

h̄

i
)2σ2 + · · ·

とおいて、h̄の冪で展開して次式を導け。

σ′
0
2

2µ
= E − U(x) (9.54)

σ1
′ = −σ0

′′

2σ′
0

これらを解いて、σ0と σ1を求めよ。

問２　古典軌道とＷＫＢ近似

上の問い１の結果から、粒子の古典軌道を決める σ0を選んだ時の、波動関数を議論せよ。

問３　ポテンシャルの山

遠方から十分余っくりとんできた粒子が、右図のポテンシャルの山を透過する確率が、

exp(−2
∫ b

a
dx

√
2mV (x)

h̄2
) (9.55)

であることを示せ。
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問４　ポテンシャルの谷

遠方から十分余っくりとんできた粒子が、右図のポテンシャルの谷山を透過する確率をど
のようになるか？

問５　ボーア・ゾンマーフェルト量子化条件

問６　３次元ポテンシャル

問７　縮退のある系のＷＫＢ

問８　時間に依存する摂動とＷＫＢ
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第10章 変分法

10.1 変分
微分方程式Hψ = Eψは、未知関数を含む積分量

∫
ψ∗Hψについての変分が停留的になる

条件

δ
∫
ψ∗Hψ = 0 (10.1)

から導かれる。ここで、変分は、波動関数が規格化されている条件∫ ∫
ψ∗ψ = 1 (10.2)

を満たす関数のすべての微少変化にたいしておこなう。この条件付きで積分量が停留的にな
ることは、ラグランジュの未定定数法で、

δ
∫
ψ∗(H − E)ψ = 0 (10.3)

の変分に置き換えられ、

∂

∂ψ∗

∫
ψ∗(H − E)ψ = (H − E)ψ = 0 (10.4)

と微分方程式になる。
このような変分の考えで、シュレーデインガー方程式も導かれる。つまり、関数ψ を様々
に変えると、積分

∫
dx3ψ∗Hψは様々な値をとる。この関数がシュレーデインガー方程式を

満たす時、積分値が停留的になり逆も成立している。
逆に、シュレーデインガー方程式の解Hψn = Enψnがすべて分かっているとしよう。関
数を

ψ =
∑
l

alψl (10.5)

と展開すると、上の積分が

S =
∫
ψ+Hψ =

∑
l

|al|2El ≥ E0 (10.6)
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となり、Sの値はいつも最低エネルギーE0より大きくなる事が分かる。
Ｓは係数 a1, a2, · · · , al, ·の関数であり、S(a1, a2, · · ·)と表そう。波動関数の規格化条件は、∑

l

a2l = 1 (10.7)

である。ＳがE0となるのは、a0 = 1, al(l ̸= 0) = 0の時である。
今までの計算では、関数を任意なものとし、関数の空間はすべての関数を含む完全系を考
えた。変分法の考えは、近似的に関数の空間を有限なものに制限してしまうことである。こ
の際、関数の空間として具体的な計算の易しいものを選ぶことが多い。
例　 r4ポテンシャル
シュレーデインガー方程式

H =
(−ih̄∇)2

2M
+ kr4 (10.8)

は、解析的な解を求めるのは、困難である。変分関数として、指数関数

ψ(r) = Ne−ar, N = (10.9)

を仮定してみよう。ここで、Ｎは規格化定数であり、

N2
∫
d3re−2ar = 1 (10.10)

で決まる。 ∫
d3re−2ar = 4π

∫ ∞

0
drr2e−2ar = (10.11)

より、

N = (10.12)

である。これらを代入して、

S(a) = N2
∫
d3e−ar()e−ar = (10.13)

となる。変分条件を

∂

∂a
S(a) = 0 (10.14)

として、aを求める。
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10.2 変分
具体的な計算で変分法を使うためには、変分関数は易しいほうが計算しやすい。また、近
年は、計算機が進歩しているので、時間さえ厭わなければ、相当精度の高い値を求めること
ができる。
このため、変分の考えは、いろいろ応用され、特に、他に適当な方法がないような難しい
問題で威力を発揮する。

10.3 問題
問 1

変分法に関する以下の問いに答えよ。
(1)Hの最小固有値をEmin　最大固有値をEmaxとすると、任意の変分関数 |ψ⟩に対して

Emin ≤ ⟨ψ|H|ψ⟩
⟨ψ|ψ⟩

≤ Emax (10.15)

が成立することを示せ。
(2) 変分関数 |ψ⟩がHの固有状態 u0と、u1を使い、|ψ⟩ = u0 + ϵu1と表わせるとき、エネ
ルギー期待値はE0から ϵ2のオーダーだけずれていることを示せ。ここで、E0は u0のエネ
ルギーである。

問い２

ヘリウム原子の問題を変分法で、

ψ = Ne
−Z(r1+r2)

a0 (10.16)

a0 =
h̄2

me2
(10.17)

とおいて、Zを変分パラメーターとしてエネルギーを求めよ。N は、規格化の定数である。
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第11章 散乱問題

古典力学において、短距離ポテンシャルやクーロンポテンシャル中での正エネルギーを持
つ粒子の運動は、負エネルギー粒子の運動とは異なり、開いた軌道にそったものである。正
エネルギー粒子は、ポテンシャルエネルギーが零となる無限領域で、運動できる。通常、無
限の遠方から飛来した粒子が、ポテンシャル中心の近傍で角度をかえ、その後無限の遠方に
飛んでゆく問題を調べる。この運動は、散乱現象で観測される。たとえ、ミクロな大きさを
もつ散乱体の場合でも、その効果は、マクロな大きさの領域での影響を与える。だから、散
乱は、マクロな実験でミクロな世界を探るのに使われる。
量子力学における散乱でも、やはり正エネルギーの解を扱う。ミクロなポテンシャルは、
微少な空間領域で値をもち、ポテンシャルから十分離れた領域では、零になる。だから、
Schroedinger方程式の特殊解は、この領域では自由粒子の波動方程式に一致し、簡単に求
められる。自由な波は簡単に求まるが、独立な異なる複数の解が存在する。解のなかのどの
ような組み合わせが妥当であるかは、ポテンシャルにより決まる。また、正エネルギー領域
における Schroedinger方程式の解は、ポテンシャルから十分離れた領域で、境界条件を与
えて一意的に決まる。この境界条件を満たす解が、散乱状態の波動を表わす。この解は、ま
た実験の状況により異なる。入射波がポテンシャルの影響で変化し、散乱される波を本章で
求める。実験状況や、境界条件に注意を払う考察が必要である。

11.1 正エネルギーの連続固有値
短距離型ポテンシャル U(x)

U(x) ̸= 0, |x| ≤ R (11.1)

をもつ Schroedinger方程式

Hψ = Eψ, (11.2)

H = H0 + U(x)

H0 =
−h̄2

2m
∇2

は、ポテンシャルが零になる空間領域

|x| > R (11.3)
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では、自由粒子の方程式

H0ψ = Eψ (11.4)

となる。これの解は、平面波、

ψ = eik·x (11.5)

や球面波

ψ =
eikr

r
Y (θ, φ) (11.6)

であり、正のエネルギー

E =
h̄k2

2m
≥ 0 (11.7)

をもつ。平面波は、一つの方向に進行する波を表わす。だから、この方向に伝播する物理状
態を表わしている。一方、球面波は中心から発して球面方向に伝播する波を表わしている。
球対称ポテンシャルや、小さな物体から生成される波は、多くの場合球面波である。
また、平面波は、球面波の重ね合わせで、

eikz = eikr cos θ (11.8)

=
∞∑
l=0

(2l + 1)iljl(kr)Pl(cos θ)

と表わすことが出来る。この式で、左辺の運動量の固有状態が、右辺の l = 0, 1, 2, 3, · · ·等の
角運動量の線形結合であらわせ、展開係数が球ベッセル関数となっている。いずれも、z軸
回りの対称性をもつので、右辺にはm = 0の状態だけがある。
球ベッセル関数は、原点で収束する関数 jlと

j0(ρ) =
sin ρ

ρ
, (11.9)

j1(ρ) = −cos ρ

ρ
(1 +O(

1

r
)), (11.10)

j2(ρ) = −sin ρ

ρ
(1 +O(

1

r
)) (11.11)

原点で発散する関数 nl

n0(ρ) = −cos ρ

ρ
(11.12)

n1(ρ) = −sin ρ

ρ
(1 +O(

1

ρ
)) (11.13)

n2(ρ) = −cos ρ

ρ
(1 +O(

1

ρ
)) (11.14)
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の２種類ある。これらは、方程式の互いに独立な解である。原点を含む空間領域で、有限な
値をもつ関数は、jlであるので、原点を含む全領域で有限な一般解は、jlの線形結合で書か
れる。また、原点を除く空間領域で有限な解は、jlと nlの両関数の重ね合わせとなる。この
場合は、原点で発散する関数 nlも必要である。

11.2 散乱状態の波動関数：部分波展開
原点近傍で値をもつ球対称ポテンシャル中で、大きい rの領域での角運動量 lの動径波動
関数は一般に

Rl(r) = Al[cos δljl(kr) + sin δlnl(kr)] (11.15)

と上記の二つの関数の角度 δlによる線形結合であらわせる。ここでは、δlを未定のパラメー
ターにして、波動関数を一般的に扱う事にする。ポテンシャルが与えられた時の δlを具体的
な計算で求めることは、あとで考察する。
大きい rの領域では、nlも有限である。jlと nlの漸近的な振る舞い

jl(ρ) =
sin(ρ− lπ

2
)

ρ
(11.16)

nl(ρ) =
cos(ρ− lπ

2
)

ρ
(11.17)

からこの関数の漸近的な振る舞いが

Rl(r) → (kr)−1Al sin(kr −
lπ

2
+ δl) (11.18)

となり、さらに波動関数の漸近的な振る舞いが、

ψ =
∑

Al
1

kr
sin(kr − lπ

2
+ δl)Pl(cos θ) (11.19)

となる。δが二つの関数の相対的な大きさを決定するパラメーターである、位相シフトであ
り、後で詳しい性質が分かる。

11.2.1 散乱状態の波動関数の計算例

球形ポテンシャル

V = V0, r ≤ R (11.20)

= 0, r ≥ R

中での質点の従う動径方向の微分方程式は、
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11.3 散乱振幅と断面積
上の波動関数 (11.19)は、さらに z軸方向に進む平面波と中心から外へ拡がる球面波の和

ψ = eikz +
eikr

r
f(θ) (11.21)

の形に表現出来る。ただし、各角運動量の波の和に対応する式 (11.19)から

Al = (2l + 1)ileiδl (11.22)

f(θ) = (2ik)−1
∞∑
l=0

(2l + 1)(e2iδl − 1)Pl(cos θ) (11.23)

である。δlが零であれば、球面波の成分は

f(θ) = 0 (11.24)

と存在しない事になり、波動関数は

ψ = eikz (11.25)

と平面波のままである。また、δlが小さければ、球面波の成分も小さいことになる。
l = 0の成分は球対称の球面波、l = 1の成分は２重極の球面波、等を表わしている。大き
な lほど、急激に変化する角度依存性を持つ。

11.3.1 確率の流れ

入射平面波の確率の流れは、

[e−ikz](
−ih̄
m

∇)[eikz] = ezv (11.26)

v =
h̄k

m
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となり、z軸方向をむいた一定の値である。この結果は、zにだけ依存した平面波の流れとし
て、自然な結果である。また、球座標における∇が、

∇Ψ = er∂rΨ+ eθ
1

r
∂θΨ+ eφ

1

r sin θ
∂φΨ (11.27)

と表わされるので、上の球面波の波動関数が運ぶ確率の流れは、主に動径方向をむいた

[
e−ikr

r
f ∗(θ)](

−ih̄
m

∇)[
eikr

r
f(θ)] = erv

|f(θ)|2

r2
+ (eθ, eφ)O(

1

r3
) (11.28)

となる。充分大きな rでは、上の第２項が無視できて、立体角 dΩに進む方向の流れは、中
心から外方向に進行する

r2dΩ[
e−ikr

r
f ∗(θ)](

−ih̄
m

∇)[
eikr

r
f(θ)] = erdΩN (11.29)

N = v|f(θ)|2

となる。入射波の流れで立体角 dΩに進む方向の流れをわったのが、微分散乱断面積

1

v
N = |f(θ)|2 (11.30)

である。

11.3.2 断面積

微分断面積は

σ(θ) = |f(θ)|2 (11.31)

であり、角度で積分して、全断面積が位相シフト δlを使い

σ =
∫
dφd cos θσ(θ) (11.32)

=
4π

k2
∑
l

(2l + 1) sin2 δl

と表わされる。ここで、ルジャンドル関数Pl(cos θ)が直交性を満たし、規格化された関数で
あることを使った。位相シフト δlが小さいならば、断面積も小さい値となる。
ところで、散乱振幅の前方 θ = 0での値が、

f(0) =
1

2ik

∑
l

(2l + 1)(e2iδl − 1) (11.33)

=
1

k

∑
l

(2l + 1)(cos δl sin δl + i sin2 δl)
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となる。断面積 (11.33) と 振幅 (11.34)を比較して、全断面積と前方散乱振幅との間に一般
的な関係式

σ =
4π

k
Imf(0) (11.34)

が成立することが分かる。この等式は、確率の保存則から導かれるものであり、“光学定理”

と呼ばれている。

11.4 リップマン ·シュウインガー積分方程式
この節では、定常状態の Schroedinger方程式に基づいて散乱を調べる。Schroedinger方
程式

(H0 + V )ψ(x) = Eψ(x) (11.35)

から散乱を調べるのに、微分方程式よりも積分方程式が都合よい。そのため、先ずSchroedinger

方程式を積分方程式に書換えよう。
Schroedinger方程式を

(E −H0)ψ(x) = V (x)ψ(x) (11.36)

と書き、両辺に 2.7節の (E −H0)
−1をかけると、

ψ(x) = ψ0(x) + (E −H0)
−1V (x)ψ (11.37)

となる。ただしここで、ψ0は自由粒子の方程式を満たし、

(E −H0)ψ0(x) = 0 (11.38)

とする。逆に、上の式の両辺に (E −H0)をかけると、明らかに Schroedinger方程式が得ら
れる事が分かる。
(E − H0)

−1は 9.7節のグリーン関数であるので積分演算子であり、上式は具体的に積分
形で

ψ(x) = ψ0(x) +
∫
dyG(x− y)V (y)ψ(y) (11.39)

と表わされる。左辺にあるψと右辺にあるψはいずれも未知関数であり、この方程式は積分
方程式である。Schroedinger方程式と積分方程式 (11.39)は、ほぼ等価であるが、厳密な意
味では異なる点がある。グリーン関数G(x− y) は、微分方程式を満たすと共に、決まった
境界条件を満たしている。境界条件を変えれば、グリーン関数G(x− y)は変わる。だから、
積分方程式は、微分方程式に境界条件を付加したものと等価である。微分方程式の解も、境
界条件をきめて始めて一意的に決まる。

242



11.4.1 逐次近似法

上の積分方程式 (11.39)の一つの解法は、未知関数 ψを V の次数で展開して、

ψ(x) = ψ0(x) + ψ1(x) + ψ2(x) + ψ3(x) + · · · (11.40)

と表わして、各項を求める逐次近似法である。逐次近似法では、上の式を積分方程式 (11.39)

に代入して

ψ0(x) + ψ1(x) + ψ2(x) + ψ3(x) + · · · (11.41)

= ψ0(x) +
∫
dyG(x,y)V (y)(ψ0(y) + ψ1(y) + ψ2(y) + ψ3(y) + · · ·)

が得られ、さらに両辺の同じ V の次数の項を比較して、逐次

ψ1(x) =
∫
dyG(x− y)V (y)ψ0(y) (11.42)

ψ2(x) =
∫
dyG(x− y)V (y)ψ1(y) (11.43)

· · ·
ψ(n+1)(x) =

∫
dyG(x− y)V (y)ψ(n)(y) (11.44)

が得られる。この結果、n = 0からの任意の整数 nについての波動関数 ψn+1が ψnを含む積
分から求まる。つまり、定積分の繰り返しにより積分方程式の解が、

ψ(x) = ψ0(x) +
∫
dyG(x− y)V (y)ψ0(y) + (11.45)

+
∫
dy2G(x− y2)V (y2)

∫
dy1G(y2 − y1)V (y1)ψ0(y1) + · · ·

となる事が分かる。この表示は、グリーン関数を点線で表示してダイアグラムで表わす事が
できる。
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11.4.2 グリーン関数のフーリエ表示

ここで、

(∇2 + k2)
eikr

4πr
= δ(r) (11.46)

が成立することを証明しよう。この等式の証明には、δ(x)の性質に対応する二つの条件

(1)(∇2 + k2)
eikr

4πr
= 0; r ̸= 0 (11.47)

(2)
∫
dr(∇2 + k2)

eikr

4πr
= 1 (11.48)

が示される必要がある。
(1) 球座標を使うと、証明は比較的簡単である。極座標におけるラプラシアンは、rに関
する微分と角変数に関する微分D(∂θ, ∂φ)との和

∇2 =
1

r
(
∂

∂r
)2r +D(∂θ, ∂φ) (11.49)

である。これより、原点以外の点で動径座標の関数 eikr

r
に作用したとき、ラプラシアンの第

一項目から

∇2 e
ikr

r
= −k2 e

ikr

r
; r ̸= 0 (11.50)

となる。だから（１）が成り立つ。ただし、原点では分母が零になるためこの等式は成立し
ない。
(2)

原点近傍での関数の振る舞いを見るため、原点の近傍の r = ϵの球面内部での積分∫
r≤ϵ

dr[∇2 + k2]
eikr

r
(11.51)

を調べる。ϵは小さな値とする。この積分で、第 2項は、

|
∫
r≤ϵ

dr[k2]
eikr

r
| ≤ k2

∫ ϵ

0
4πr2dr

1

r
(11.52)

= 2πk2ϵ2 = O(ϵ2)

であり、ϵ→ 0の極限で零となる。しかし、第 1項は微分∇2のため異なる振る舞いをする。
この項の振る舞いをみるため、小さな半径 ϵの球面の内部での積分に関するガウスの定理を
適用しよう。ガウスの定理より、体積積分は表面積分∫

r≤ϵ
dr∇2 e

ikr

r
=
∫
r=ϵ

dS · ∇eikr

r
(11.53)
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でかかれる。さらに、dS = erdSを使い、表面積分は具体的な計算で

∫
r=ϵ

dS · ∇eikr

r
=
∫
r=ϵ

dS(−)
ikreikr − eikr

r2
(11.54)

= 4πϵ2
1

ϵ2
= 4π

となり、ϵ→ 0で有限な値となる。これは、被積分関数が丁度 4πδ(x)に比例する事を示して
いる。eikr

r
は中心から外へ拡がる球面波を表わし、e−ikr

r
は外から内向に進行する球面波を表

わす。この波も、同じ方程式を満たす。

11.4.3 様々なグリーン関数

グリーン関数のフーリエ変換による積分表示は

G(x) =
∫ dk

(2π)3
eik·x

1

k20 − k2
(11.55)

である。これを具体的に計算しよう。球座標を使い、上の積分は∫
kdkd cos θdφ

1

(2π)3
eikr cos θ

1

k20 − k2
(11.56)

=
1

2π2r

∫ ∞

0

(eikr − e−ikr)

2i
kdk

1

k20 − k2

=
1

4π2r

∫ ∞

−∞

(eikr − e−ikr)

2i
kdk

1

k20 − k2

= I1 + I2

I1 =
1

8iπ2r

∫ ∞

−∞
eikrkdk

1

k20 − k2
(11.57)

I2 = − 1

8iπ2r

∫ ∞

−∞
e−ikrkdk

1

k20 − k2
(11.58)

となる。角度について積分して 1行目から 2行目が得られる。
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被積分関数の分母は、k = ±k0で零になり積分は発散してこのままでは、定義出来ない。
しかしながら、分母が零になる近傍で、積分路を無限小だけ実軸から虚軸方向にずらすと積
分は有限になり定義できる。しかも、積分結果は、どのように積分路をずらすかによって変
わる。今の場合、被積分関数は、複素平面で一位の極をもつので、極の回りに周回積分を行
なうと、周の半径がたとえ無限小であっても、積分値は留数で決まる有限な値である。極は、
実軸上にあるので、この結果は、もともと実軸上にある積分路を極の近傍で無限小変えたと
き、積分が有限量変化することを意味している。
積分路を極の近傍でずらすことは、積分路を実軸上のもとのままに固定して、極の位置を
虚数方向に無限小ずらす事に対応している。分母に無限小の虚数部 iϵを加えることで、極の
位置は虚数方向に無限小動く。だから、関数で

1

k20 − k2
→ 1

k20 − k2 ± iϵ
(11.59)

と置換えると、極の位置は、実軸からずれる。ϵは無限小であるが、零とは異なる。そのた
め、iϵが分母にあると、大きな効果が引き起こされる。
先ず、積分 I1を考察しよう。積分 I1

I1 =
1

8iπ2r

∫ ∞

−∞
eikrkdk

1

k20 − k2
(11.60)

は、eikrが上半平面の |k| → ∞で急激に零になる関数であるので、 kを複素数にした上半平
面での閉曲線C+にそう複素積分

I1 =
1

8iπ2r

∫
C+

eikrkdk
1

k20 − k2
(11.61)

に一致する事がわかる。閉曲線 C+にそう複素積分 I1は 留数定理から、閉曲線の内部にお

ける一位の極で決まる。一位の極が klにあるとき、積分 I1は

I1 = 2πi
∑ 1

8iπ2r
eiklrkl lim

k→kl
(k − kl)

1

k20 − k2
(11.62)

となる。
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積分領域内に k = +k0があれば、一位の極 k = +k0における留数から、積分 I1は、

I1 = 2πi
1

8iπ2r
(11.63)

× (eik0rk0 lim
k→k0

(k − k0)
1

(k0 − k)(k0 + k)

= − 1

8πr
eik0r

となる。
同様に、積分領域内に k = −k0があれば、一位の極 k = −k0における留数から、積分 I1
は、

I1 = 2πi
1

8iπ2r
(11.64)

× (e−ik0r(−)k0 lim
k→−k0

(k + k0)
1

(k0 − k)(k0 + k)

= − 1

8πr
e−ik0r

となる。
最後に、積分領域内に一位の極がなければ、

I1 = 0 (11.65)

である。
次に、積分 I2を考察する。積分 I2

I2 =
1

8iπ2r

∫ ∞

−∞
e−ikrkdk

1

k20 − k2
(11.66)

は、e−ikrが下半平面の |k| → ∞で急激に零になる関数であるので、kを複素数にした下半
平面での閉曲線C−にそう積分

I2 =
1

8iπ2r

∫
C−

e−ikrkdk
1

k20 − k2
(11.67)

に一致する事がわかる。閉曲線 C−にそう複素積分 I2は 留数定理から、閉曲線の内部にお
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ける一位の極 kmから

I2 = −2πi
∑ 1

8iπ2r
e−ikmrkm lim

k→km
(k − ki)

1

k20 − k2
(11.68)

となる。
積分領域内に k = +k0があれば、一位の極 k = +k0における留数から、関数は

I2 = −2πi
1

8iπ2r
(11.69)

× (e−ik0rk0 lim
k→k0

(k − k0)
1

(k0 − k)(k0 + k)

= − 1

8πr
e−ik0r

となる。
同様に、積分領域内に k = −k0があれば、一位の極 k = −k0における留数から、関数は

I2 = −2πi
1

8iπ2r
(11.70)

× (eik0r(−)k0 lim
k→−k0

(k + k0)
1

(k0 − k)(k0 + k)

= − 1

8πr
eik0r

となる。
最後に、積分領域内に一位の極がなければ、

I2 = 0 (11.71)

である。
極の位置の分類
二つの極が上半平面にあるか、下半平面にあるかで、以下の４つの場合があり、それぞれ
の場合のグリーン関数は、上で得られた結果をまとめて得られる。
(1)極の位置が k0 + iϵ,−k0 + iϵである。

I1 = (11.72)
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I2 = (11.73)

(2) 極の位置が k0 + iϵ,−k0 − iϵである。

I1 = (11.74)

I2 = (11.75)

(3) 極の位置が k0 − iϵ,−k0 + iϵである。

I1 = (11.76)

I2 = (11.77)

(4)極の位置が k0 − iϵ,−k0 − iϵである。
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I1 = (11.78)

I2 = (11.79)

以上のように、実変数の定積分で被積分関数の分母が零になり被積分関数が一位の極を持つ
とき、積分路を微少にずらして定義しなおした定積分は有限な値をとること、並びに、積分
路を微少にずらすことにより、積分の結果が変わる事が分かる。複素関数論でよくしられた
コーシーの積分定理では、複素解析関数の閉曲線に沿った積分は必ず零になり、極を持つ複
素変数の有理型関数の閉曲線に沿った積分は、積分路の内部にある一位の極の留数で決まる。
だから、今のグリーン関数が、積分路を微少に変えただけで値を変える事は、理解できるで
あろう。無限小なパラメーター iϵを分母に加えることで、積分路の微少な変形が実現できる。

11.5 散乱振幅の近似計算

11.5.1 WKB近似

位相シフト δlの計算を、WKB近似法に基づいて行なおう。
WKB近似では、波動関数の位相が、定積分

∫ r

r0
drpr +

π

4
=
∫ r

r0

√
k2 − (l + 1/2)2

r2
− 2mU(r)

h̄2
dr +

π

4
(11.80)

で与えられる。上の積分で、下限 r0は被積分関数にある平方根を正符号とする最小の値であ
る。位相の値は、ポテンシャルが U(r)である場合と U = 0の場合でずれがあり、ずれの大
きさは、

δl =
∫ r

r0

√
k2 − (l + 1/2)2

r2
− 2mU(r)

h̄2
dr −

∫ r

r0

√
k2 − (l + 1/2)2

r2
dr (11.81)

であり、U(r)が小さい時は、さらに

δl = −
∫ r

r0

mU(r)

h̄2
1√

k2 − (l+1/2)2

r2

dr (11.82)

となる。

250



11.5.2 Born近似

次に、積分方程式 (11.39)の第 1近似を計算しよう。第一近似

ψ(1)(x) = − m

2πh̄2

∫
ψ0(y)U(y)dy

eik|x−y

|x− y|
(11.83)

は、yを波源とする球面波が伝播して xで形成するホイゲンスの原理を示す。ここで r → ∞
とし、また k′方向に入射する平面波の波動関数

ψ(0)(x) = e−ik′·y (11.84)

と |x| → ∞での漸近形

|x− y| → |x|(1− x · y
|x|2

) (11.85)

を使うと、

ψ(1)(x) = − m

2πh̄2
eikr

r

∫
U(y)dyei(k−k′)·y (11.86)

となる。これより、ψ(1)は球面波の形

ψ(1)(x) =
eikr

r
f(θ) (11.87)

f(θ) = − m

2πh̄2

∫
U(r)dreiq·r,q = k− k′

であることが分かる。ここで、qは入射運動量 k′と散乱後の運動量 kの差である交換される
運動量である。
上のボルン近似の結果を、クーロンポテンシャルに適用する。
クーロン ポテンシャル
クーロンポテンシャル

U(r) =
Q

4πϵ0

1

r
,Q = Ze (11.88)

の場合には、積分が ∫
dre−iq·r Q

4πϵ0

1

r
=
Q

ϵ0

1

q2
(11.89)

となり、振幅は

f(θ) = − m

2πh̄2
Q

ϵ0

1

q2
(11.90)

=
m

2πh̄2
Q

ϵ0

1

4k2 sin2 θ
2

q2 = (k− k′)2 = k2 + k′2 − 2kk′ cos θ (11.91)

= 2k2(1− cos θ) = 4k2 sin2 θ

2
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である。これは、“Rutherfordの公式”に一致する。
球形ポテンシャル
球形ポテンシャル

V = V0, r ≤ R (11.92)

= 0, r ≥ R

を近似式 (11.88)に代入して、振幅が

f(θ) = − m

2πh̄2

∫
U(r)dreiq·r (11.93)

= − m

2πh̄2

∫ R

0
V0r

2dr2πd cos θeiqr cos θ

= − m

2πh̄2

∫ R

0
V0rdr2π

1

iq
(eiqr − e−iqr)

となることが分かる。

11.6 球形ポテンシャルによる散乱
球形ポテンシャル

V = V0, r ≤ R (11.94)

= 0, r ≥ R

中の質点の従う動径方向の微分方程式は、

− h̄2

2m
(
1

r2
∂r(r

2∂rR(r)) + (
h̄2

2m

1

r2
l(l + 1))R(r) =

p̃2

2m
R(r) (11.95)

である。ただし、右辺の定数係数は、r = Rの中と外で異なり、

p̃2

2m
= (E − V0), r ≤ R, (11.96)

= E,R < r

である。
いま V0 < 0として 0 < Eのエネルギーをもつ散乱状態を求めよう。内部と外部の運動量
として

p̃in = ±
√
2m(E − V0), r ≤ R, (11.97)

p̃out =
√
2mE,R < r
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とおき、さらに、

kin =
pin
h̄

(11.98)

kout =
pout
h̄

(11.99)

とおいて、r < Rで有界でR < rで自由な波となる波動関数は

Nl(kin)jl(kinr), r ≤ R, (11.100)

Ml(kout)(cos δljl(k̃outr) + sin δlnl(k̃outr)), R < r (11.101)

と表わせる。

２階微分方程式の解は、関数とその一階微分が連続である。その為、r = Rでの波動関数
とその一階微分は連続性の条件

Nl(kin)jl(kinR) =Ml(kout)(cos δljl(ik̃outR) + sin δlnl(ik̃outR)) (11.102)

Nl(kin)
∂

∂r
jl(kinr)|r=R =Ml(kout)

∂

∂r
(cos δljl(ik̃outr) + sin δlnl(ik̃outr))|r=R

(11.103)

を満たす。これらは、規格化定数Nl,Mlによるが、両辺の比は規格化定数に依存しない。そ
のため、関係式

∂
∂r
jl(kinr)|r=R

jl(kinR)
=

∂
∂r
(cos δljl(ik̃outr) + sin δlnl(ik̃outr))|r=R

cos δljl(ik̃outR) + sin δlnl(ik̃outR)
(11.104)

が導かれる。この式で、位相シフトが決定される。
l = 0では、上の式は比較的簡単になる。このとき、

j0(kr) = D
sin kr

r
, n0(kr) = D

cos kr

r
(11.105)

cos δ0j0(ikr) + sin δ0n0(ikr) = D
sin(kr + δ0)

r
(11.106)
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であるので、位相シフトをきめる式 (11.104)は、

kinR cos kinR− sin kinR

R sin kinR
=
koutR cos(koutR + δ0)− sin(koutR + δ0)

R sin(koutR + δ0)
(11.107)

となり、さらに変形して

kinR cos kinR− sin kinR

sin kinR
=
koutR cos(koutR + δ0)− sin(koutR + δ0)

sin(koutR + δ0)
(11.108)

となり、最終的に

kinR cot kinR = koutR cot (koutR + δ0) (11.109)

が得られる。この両辺は、変数 δ0とEの関数として図のようになり、両関数の交点から、δ0
がEの関数として決まる。

V0 → ∞

11.7 クーロンポテンシャルによる散乱
クーロンポテンシャル中にある粒子の束縛状態や散乱振幅は、解析的に求める事ができる。
そのため、厳密解が分かり近似によらずに様々な事柄を確認するのに役立ち、また近似法の
テストに使える。クーロンポテンシャル問題は、さらに応用の上でも重要であり、また教育
的でもある。６章では、球座標を使い水素原子の束縛状態を求めたが、本節では球座標によ
る非束縛状態である正エネルギー解を求め、それらを散乱問題に応用する。また、放物線座
標による正エネルギー解とその散乱問題への応用を調べる。

11.7.1 球座標による正エネルギー解

波動関数を、球座標で変数分離形

Ψ(x) = Rl(r)Ylm(θ, ϕ) (11.110)
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とおいて、正エネルギーの固有解を求めよう。動径変数についての方程式は、

− h̄2

2m
(∂2r +

2

r
∂r)R(r) + (

h̄2

2m

l(l + 1)

r2
− α

1

r
)R(r) = ER(r) (11.111)

となる。次に、

r =
h̄2

mα
i
n

2
ρ (11.112)

n =
1√

−2 h̄2E
mα2

=
−i
k

(11.113)

と無次元の変数 ρに変換して、方程式は

R
′′
+

2

ρ
R

′
+ [−1

4
+
n

ρ
− l(l + 1)

ρ2
]R = 0 (11.114)

となる。解は、規格化定数をCkとして、超幾何級数で

Rk,l = Ck
1

(2l + 1)!
(2kr)le−ikrF (

i

k
+ l + 1, 2l + 2, 2ikr) (11.115)

と表わせる。漸近形は、

Rkl =

√
2

π

1

r
sin(kr +

1

k
log 2kr − 1

2
lπ + δl) (11.116)

e2iδl =
Γ(l + 1− i/k)

Γ(l + 1 + i/k)
(11.117)

となる。このように、クーロンポテンシャルでは、位相シフトが解析的に求まる。

11.7.2 放物線座標におけるシュレーデインガー方程式

放物線座標 (ξ, η, ϕ)は デカルト座標と

x =
√
ξηcosϕ,

y =
√
ξηsinϕ, (11.118)

z =
1

2
(ξ − η)

r =
1

2
(ξ + η)

と関連していて、付録にあるようにラプラシアンは、

∇2Ψ(x) = (
4

ξ + η
(
∂

∂ξ
(ξ
∂

∂ξ
+

∂

∂η
(η
∂

∂η
))) +

1

ξη

∂2

∂ϕ2
)Ψ(x) (11.119)
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である。これらの関係式を、クーロンポテンシャルをもつシュレーデインガー方程式

(− h̄2

2M
∇2 − α

1

r
)Ψ(x) = EΨ(x) (11.120)

に代入して、放物線座標におけるシュレーデインガー方程式

(− h̄2

2M
(

4

ξ + η
(
∂

∂ξ
(ξ
∂

∂ξ
+

∂

∂η
(η
∂

∂η
))) +

1

ξη

∂2

∂ϕ2
)− α

2

ξ + η
)Ψ(x) = EΨ(x)

(11.121)

を得る。方程式で３変数 ξ, η, ϕが分離しているので、波動関数を変数分離型

Ψ = f1(ξ)f2(η)e
imϕ (11.122)

に仮定する。この変数分離型の関数を代入して、

(− h̄2

2M
(

4

ξ + η
(f2

∂

∂ξ
(ξ
∂

∂ξ
f1 + f1

∂

∂η
(η
∂

∂η
)f2))−

1

ξη
m2f1f2)− α

2

ξ + η
)f1f2 = Ef1f2

(11.123)

を得、さらにこの両辺を f1f2でわって、方程式が

(− h̄2

2M
(

4

ξ + η
(
1

f1

∂

∂ξ
(ξ
∂

∂ξ
f1 +

1

f2

∂

∂η
(η
∂

∂η
)f2))−

1

ξη
m2)− α

2

ξ + η
) = E

(11.124)

となる。これより、あらたな未定定数 β1, β2を導入して、それぞれの変数についての方程式

d

dξ
(ξ
d

dξ
f1) + [

1

2
Ẽξ − m2

4ξ
+ β1]f1 = 0 (11.125)

d

dη
(η
d

dη
f1) + [

1

2
Ẽη − m2

4η
+ β2]f2 = 0 (11.126)

が得られる。ここで、新たなパラメーター β1, β2は、もとのパラメーターを使い

Ẽ =
ME

h̄2
, β1 + β2 =

Mα

h̄2
(11.127)

と表わせる。
z軸方向に進行する z軸回りに対称な平面波が、原点を中心とするクーロンポテンシャル
により散乱される問題では、z軸対称な解を調べれば良いので、

m = 0 (11.128)
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とおく。このとき、それぞれの変数についての方程式は、

d

dξ
(ξ
d

dξ
f1) + [

1

2
Ẽξ + β1]f1 = 0 (11.129)

d

dη
(η
d

dη
f2) + [

1

2
Ẽη + β2]f2 = 0 (11.130)

である。ここで、波動関数の境界条件を考慮する。散乱の入射波が z軸方向の平面波として、

ψ = eikz;−∞ < z < 0, r → ∞ (11.131)

とする。これは、放物線座標では、

ψ = eik
(ξ−η)

2 ; η → ∞ (11.132)

である。すべての ξで上のようになるためには、f1(ξ)は ξについて平面波

f1(ξ) = e
ikξ
2 (11.133)

でなければならない。これを微分して、

ξ
d2

dξ2
f1(ξ) +

d

dξ
f1(ξ) = −ξ k

2

4
f1(ξ) + i

k

2
f1(ξ) = −[

1

2
Ẽξ + β1]f1 (11.134)

が得られる。これと式 (11.129)を比較して、定数 β1と Ẽは

Ẽ =
k2

2
(11.135)

β1 = −ik
2

(11.136)

であることがわかる。
次に f2(η)を求めよう。f2(η)は、漸近形として

f2(η) = e
−ikη

2 ; η → ∞ (11.137)

となる必要がある。この漸近形をもつ f2(η)を求めるため、

f2(η) = e
−ikη

2 u(η) (11.138)

とおいて、u(η)を求める。微分を行ない、

d

dη
f1(η) = (

−ik
2
u(η) + u

′
(η))e

−ikη
2 (11.139)

d

dη
(η
d

dη
f1(η)) = [u

′
(η)− ik

2
u(η)− k2

4
ηu(η)− ikηu

′
(η) + ηu

′′
(η)]e

−ikη
2

(11.140)
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が得られる。これらを f2(η)の微分方程式に代入して、u(η)の満たす方程式

ηu
′′
(η) + (1− ikη)u

′
(η) +

Mα

h̄2
u(η) = 0 (11.141)

が得られる。これは、変数変換

z = ikη (11.142)

η = −ikz, d
dη

= ik−1 d

dz
, (
d

dη
)2 = −k−2(

d

dz
)2 (11.143)

で、合流型の超幾何微分方程式

zu
′′
(z) + (1− z)u

′
(z)− ik

Mα

h̄2
u(z) = 0 (11.144)

が得られ、解は、

CF (−ikMα

h̄2
, 1, ikη) (11.145)

n = k
Mα

h̄2
(11.146)

となる。
漸近形
合流型超幾何関数の漸近形を代入して、関数が

Ψ = f1(ξ)f2(η) (11.147)

= C
e

nπ
2

Γ(1 + in)
{ei(kz+n log k(r−z))[1− n2

ik(r − z)
] +

1

r
fc(θ)e

i(kr−n log 2kr)}

(11.148)

fc(θ) =
Γ(1 + in)

iΓ(−in)
e−in log(sin2 θ)

2k sin2 θ
2

と得られる。係数Cは、平面波の漸近形にあうようにきめて、

C = v−1/2Γ(1 + in)e−
1
2
nπ (11.149)

となる。
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11.8 散乱振幅と束縛状態
定常状態の波動関数が満たす積分方程式

ψ(x) = ψ0(x) +
∫
dyG(E,x− y)V (y)ψ(y) (11.150)

と束縛状態との関連を明確にしておこう。積分方程式の右辺第一項は、自由な方程式 (H0 −
E)ψ0を満たしている。ところで、束縛状態は負エネルギーE < 0の値をもつので、対応す
る自由な方程式を満たす解は存在しない。だから、束縛状態は、積分方程式、

ψ束縛(x) =
∫
dyG(E,x− y)V (y)ψ束縛(y) (11.151)

を満たす。
球型ポテンシャルとクーロンポテンシャルの場合で、散乱振幅は

f(θ) = (11.152)

である。一方で、束縛状態は、

g = 0 (11.153)

の解から決定される。もともと散乱状態と束縛状態は同じ方程式の異なる境界条件を満たす
解である。だから、両者が密接な関係をもつ事は、自然なことである。しかしながら、散乱
振幅と束縛状態が如何なる関係で結び付くのか、極めて非自明なことである。上の式は、こ
の点について、示唆的である。
散乱振幅はもともと正エネルギーで定義され、正エネルギーが物理的な領域である。散乱
振幅を、負エネルギーや複素エネルギーに拡張した変数の関数として考えるとき、散乱振幅
の極が束縛状態に対応する事を見よう。
波動関数の r → ∞の領域での振る舞いは、正エネルギーと負エネルギーで共通に

ξ = rR(r) = A(E) exp(

√
(− 2mE)

h̄
r) +B(E) exp(−

√
(− 2mE)

h̄
r) (11.154)

である。この式より、Eが正、負、さらに複素数の領域で係数A(E), B(E)が満たす性質を
明らかにできる。波動関数の上の表示と位相シフトを使う表示と比較して、l = 0で

−A(E)
B(E)

= e2iδ0(E) (11.155)

f0 =
1

2ik
(e2iδ0 − 1) =

h̄

2
√
−2mE

(A/B + 1) (11.156)
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となり、l ̸= 0で

−A(E)
B(E)

= e2iδl(E)(−1)l (11.157)

fl =
1

2ik
(e2iδl − 1) =

h̄

2
√
−2mE

((−1)lA/B + 1) (11.158)

となる事が分かる。
負エネルギーE < 0では、波動関数は実数になり、

ξ∗ = ξ (11.159)

A(E)∗ = A(E) (11.160)

B(E)∗ = B(E) (11.161)

となる。これを満たすのは、Eの複素数平面において係数が

A(E)∗ = A(E∗), B(E)∗ = B(E∗) (11.162)

を満たしている場合である。またE = E0 < 0における束縛状態は、二乗可積分の関数で表
わされるので、係数の一つが

B(E0) = 0 (11.163)

と零になる。いまこのエネルギーの領域で、B(E)が一位の零点となり

B(E) = C0(E − E0), A(E0) = A0 (11.164)

とすると、これらを関係式 (11.156)に代入した散乱振幅は

f0 =
h̄

2
√
−2mE

(
A0

C0(E − E0)
) (11.165)

とE = E0で一位の極を持っている。つまり、束縛状態は、散乱振幅の極に対応している事
が分かる。だから、散乱振幅を使う事により、散乱問題と束縛状態が統一的に解析する事が
できる。
正エネルギーE > 0で、波動関数、

ξ = A(E)eikr +B(E)e−ikr, k =

√
2mE

h̄
(11.166)

が実数になる、

ξ∗ = ξ (11.167)
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のは、

A(E)∗ = B(E) (11.168)

B(E)∗ = A(E) (11.169)

となるときである。また、k =
√

2mE
h̄
はEについてリーマン面で定義して、はじめて一価関

数になる。散乱振幅の切断の位置は、グリーン関数の性質からも分かるように正エネルギー
E > 0にある。

11.9 散乱振幅の解析性
散乱振幅を、複素エネルギーの関数と考えたとき、如何なる性質をもつのかが分かれば、
有用な情報が得られる。エネルギーや、運動量、角運動量等を複素数に拡張して、物理量が
もつ性質を解析することは、現代物理学で行なう常套手段である。誘電率が従うクラマーズ
クロー二ッヒの関係式が一つの代表例である。クラマー・クローニッヒの関係式は、誘電率
ϵ(ω) = Re ϵ(ω) + iIm ϵ(ω)の虚部 Im ϵ(ω)と実部Re ϵ(ω)の間に成り立つ関係式

Re ϵ(ω) =
∫
dω′ Im ϵ(ω′)

ω − ω′ (11.170)

のことである。
誘電率は、相関関数 S(t)を使い、

ϵ(ω) =
∫ ∞

0
dteiωtS(t) (11.171)

と書かれるので、ωが実数部と虚数部をもつ複素数である時

ω = Re ω + iIm ω (11.172)

ωの上半平面

Im ω > 0 (11.173)

で、解析的である。

このため、新たな変数 ω2では、実軸を除く全平面で解析的である。このため、適当な閉
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経路にそう積分に対するコーシー・リーマンの関係式

1

2πi

∮ dω′2e(ω′2)

ω2 − ω′2 = e(ω2) (11.174)

を満たしている。積分路を
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第12章 非定常状態と波束

今までは、エネルギーの固有状態である定常状態による散乱現象を調べ、散乱振幅や散乱
断面積を求めた。この場合の散乱状態は、エネルギーEが確定した定常状態であり、時間に
依存しないシュレーデインガー方程式の適当な境界条件を満たす波動として求められた。境
界条件は、ｚ座標が−∞である領域では、ｚ方向に進行する平面波に一致し、rが大きい領
域で+の動径方向に進む球面波に一致するように取る。この境界条件は、実際の実験状況に
ほぼ一致する。しかしながら、ｚ座標が−∞ である領域で、波は、ｚ方向に進行する平面
波に厳密に一致しているだろうか？特に、運動量が一つの値をとる平面波は、空間的には無
限に広がる波である。一つの波としての空間的な広がりは、本当は有限な大きさである。こ
の大きさをコヒーレンス長と呼ぶことにしよう。コヒーレンス長が、大きい波は、平面波で
よく近似される。そのため、散乱を定常状態で解析する事が可能である。しかしながら、コ
ヒーレンス長が短い波は、平面波による近似は良くない。またエネルギーが一つの決まった
値をとるわけではなく、異なるエネルギー値を持つ波が重ね合わされている。この波は、定
常状態から大きく異なる。だから、定常状態による定式化による解析では無理がある。この
場合、時間に依存するシュレーデインガー方程式を、扱って散乱が理解される。４章や６章
で調べた波束が、代表的な非定常状態である。小さな波束は、粒子的な性質をもつ波動状態
であり、時間の発展とともに波束の位置が変化する非定常状態である。このような小さな波
束を入射波とする波動解は、一方で、重なりあう時間が短い。そのため、遷移に際して運動
エネルギーが、保存するわけではない。だから、エネルギーを一定に保つ定常解に基づいて
解析できる保証はない。だから、散乱振幅は、定常状態とは異なる新たな興味深い性質を持
つ。また、r → ∞ではなく、r が有限である領域における散乱が、重要な働きをしているら
しいことが、明確になりつつある。有限な距離での散乱を調べるには、やはり有限な大きさ
を持つ非定常状態による定式化が必須である。散乱における有限サイズ効果も、本章で扱う。

12.1 自由な波束
波束は、t, x⃗に依存し関数の絶対値が二乗可積分なシュレーデインガー方程式の解である。
平面波の重ね合わせとして、 ∫

dk⃗e
E(k⃗)
ih̄

t−k⃗x⃗α(k⃗) (12.1)
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と表わされる。ここで、E(k⃗) は、エネルギーであり、考察する物理系で決まった関数形を
とる。相対論的に不変な系では、

E(k⃗) =

√
k⃗2 +m2 (12.2)

であり、非相対論的な系では、

E(k⃗) =
k⃗2　
2m

(12.3)

である。

12.1.1 波束の形、運動と散乱

最も単純な波束は、運動量の重みとしてガウス型を使う”Gaussian波束”である。“Gaussian

波束”は計算も簡単に行え、また運動量と位置の不確定性関係が最小になっている最小波束
である。中心座標 X⃗0、中心運動量 P⃗0である波束状態 |P⃗0, X⃗0, T0⟩は座標表示で、

⟨t, x⃗|P⃗0, X⃗0, T0⟩ = N3(
σ

2π
)3/2

∫
dp⃗e−i(E(p⃗)(t−T0)−p⃗(x⃗−X⃗0))−σ

2
(p⃗−P⃗0)2 (12.4)

である。ここではエネルギーが質量mを使い、E(p⃗) =
√
p⃗2 +m2 となる相対論的な粒子を

考える。
時刻が t = T0では、

⟨T0, x⃗|P⃗0, X⃗0, T0⟩ = N3(
σ

2π
)3/2

∫
dp⃗ei(p⃗(x⃗−X⃗0))−σ

2
(p⃗−P⃗0)2 (12.5)

となり、運動量積分が簡単に計算でき、結果は

N3e
− 1

2σ
(x⃗−X⃗0)2+iP⃗0(x⃗−X⃗0) (12.6)

とやはりガウス型の関数になっている。座標の広がりは、運動量の広がりの逆数に比例して
いる。

12.1.2 波束の形

時間反転や空間反転に対して不変な波束を考えることにする。これは、測定器における物
理過程は、量子電気力学に起源をもつためこれらの不変性をもち、だからこれらの対称性を
保持して平面波を重ね合わせた波束を使うことで、実験の状況を反映した波束となる。波束
の効果で、人為的に対称性を破ることをしない波束である。ガウス波束は、この性質をもつ。
また、より一般化した波束を考える場合でも、時間反転や空間反転に対して不変な波束とす
る。この性質は、
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12.1.3 波束の運動

次に、波束の時間発展を調べる。まず、t− T0が小さい時、運動量積分は p⃗ = P⃗0の周りの
計算から

N3e
− 1

2σ
(x⃗−X⃗0−v⃗0(t−T0))2−i(E(P⃗0)(t−T0)−P⃗0(x⃗−X⃗0)) (12.7)

v⃗0 =
∂

∂pi
E(p⃗)|p⃗=P⃗0

(12.8)

と中心が一定の速度 v⃗0で平行移動する波束である。t = T0が大きい時は、波束が拡がる。運
動量積分 (12.4)は、時間に依存する項を取りいれたガウス積分か、または大きな時間振動の
効果を取り入れた停留位相近似

∂

∂pi
ϕ = 0 (12.9)

ϕ = (E(p⃗)(t− T0)− p⃗0(x⃗− X⃗0)) (12.10)

の解、

v⃗ =
(x⃗− X⃗)

(t− T0)
(12.11)

から決まる。(12.11)は、時刻と位置座標から速度ベクトルを決める式であり、次に速度ベク
トルから運動量ベクトルが決まる。この方法では、中心運動量 P⃗0に一致する座標を X⃗0とす
ると、この位置からずれた位置における波動関数が、ガウス関数で書かれる。その結果、い
ずれの方法でも、結果はほぼ同じであり、

Ñ3e
− 1

2σ
(
E(P⃗0)

t−T0
)2(x⃗−X⃗0)2T− 1

2σ
(

E(P⃗0)
6

m4(t−T0)
2 )(x⃗−X⃗0)2L−i(E(P⃗0)(t−T0)−P⃗0(x⃗−X⃗0))

(12.12)

となる。波束の拡がりは、波の進行方向（たて方向）と垂直方向（横方向）で異なり、縦方
向では、

σL =
√
2σ
m2|t− T0|
E(P⃗0)3

+
√
2σ (12.13)

横方向では、

σT =
√
2σ

|t− T0|
E(P⃗0)

+
√
2σ (12.14)

である。よって、拡がる速さは、

v(σ)L =
√
2σ

m2

E(P⃗0)3
(12.15)

v(σ)T =
√
2σ

1

E(P⃗0)
(12.16)
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となっている。質量が零であるときは縦方向の広がりは不変であり、小さな質量でもやはり、
縦方向の広がりの変化は無視できることが多い。

v(σ)L = 0 (12.17)

しかしながら、横方向の広がりは質量に無関係であり、速度の方向の広がりを反映している。

12.2 波束の大きさ
波束の大きさは、波の平均自由行程で見積もられる。また、in-coherentな散乱による平均
自由行程は、散乱断面積 σと散乱体の数密度 nで

l平均自由行程 =
1

σn
(12.18)

となる。

12.2.1 光

まず光のコヒーレンス長を見積もる。真空中に孤立した光は安定であり、他の物質に吸収
されないし他の物質に変化もしない。だから、理想的な波となっていて、無限に大きな平面
波とみなしてよい。ところが、光は物質と相互作用するため、物質がある状況での光は、物
質との散乱のために、無限に大きな平面波ではない。たとえ、最初に大きな平面波であった
としても、散乱のためにコヒーレンスを失い、コヒーレンスを保つのは有限な長さに限られ
る。この長さは、平面波によって計算される断面積 σと散乱体の数密度 nから計算される平
均自由行程 (12.18)である。
光 γと電子、原子、分子、等のミクロな物体や水滴等のミクロとマクロの中間的なセミミ
クロな物体との相互作用や散乱は、よく理解されている。
光と自由電子：
光と自由電子は電磁気結合定数 eの 2次の過程で相互作用する。
自由電子で電磁気結合定数 eの１次の過程で、散乱が生じないのは、エネルギーー運動量
保存則が成り立つためである。運動量 p1の電子が運動量 kの光を吸収して運動量 p2の電子
に変換される過程

電子 (p1) + γ(k) →電子 (p2) (12.19)

で、エネルギー・運動量の保存より、

p1 + k = p2 (12.20)

p21 + k2 + 2p1k = p22 (12.21)
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となる。ここで、p21 = p22 = m2、k2 = 0、p1k = k0
√
p⃗21 +m2 − p⃗1k⃗より、

m2 + 2|⃗k|(
√
p⃗21 +m2 − |p⃗1| cos θ) = m2 (12.22)

となるが、この等式が成立するのは

|⃗k| = 0 (12.23)

に限られる事が分かる。だから、無限に小さなエネルギーの光子を例外として、自由電子は
１次の過程では光と散乱しない。
自由電子と光の散乱は、電磁気結合定数 eの２次で生ずる過程であるコンプトン散乱やそ
の低エネルギー極限であるトムソン散乱で引き起こされる。これらの散乱断面積は

σコンプトン = σT , h̄ν ≪ mc2 (12.24)

= σT
3

8

mc2

h̄ν
(log

2h̄ν

mc2
+

1

2
), h̄ν ≫ mc2

σトムソン =
8π

3
r2e (12.25)

で与えられる。ここで、r0は古典電子半径

r0 =
e2

4πmec2
= 2.82× 1013cm (12.26)

である。
光と束縛電子：
電子が束縛状態にある時は、事情が異なる。光と束縛電子をもつ原子は、電磁気結合定数

eの１次で相互作用して反応を起こす。光を吸収また放出することにより原子は、基底状態
から励起状態に遷移するか、または励起状態から基底状態に遷移する。
一つの束縛状態mから他の束縛状態 nに光を放出して遷移する確率を求めよう。ここで
エネルギーEmとEnの大小の差で、光の吸収か放出が起きる。eの最低次での行列要素は、

⟨n, k⃗|Hint|m⟩ = e

mc

√
ch̄

2k0L3
ϵ(k⃗)

∫
dx⃗ϕ∗

mp⃗e
−i(k⃗x⃗)ϕm, (12.27)

Hint =
∫
dx⃗

e

mc
p⃗A⃗(x⃗) (12.28)

である。光の波数は、エネルギー保存則から束縛電子のエネルギー準位で

k =
(Em − En)

ch̄
(12.29)
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と決まる。水素原子の場合では、エネルギー差は、おおよそ

Em − En = α2mc
2

2
(12.30)

である。
この時の散乱断面積は

σ原子励起 = (12.31)

σ原子遷移 = (12.32)

となり、e2のオーダーである。そのため、e4のオーダーであるトムソン散乱やコンプトン散
乱よりも、はるかに大きくなる。
物質中の光
原子と相互作用して、光は物質中でエネルギーを失う。エネルギーを失う割合を表わす”

attenuation length”は、

λ[g/cm2] (12.33)

であり、物質の密度が

µ[g/cm3 (12.34)

であるとき、平均自由行程は、

l平均 =
λ[g/cm2]

µ[g/cm3]
=
λ

µ
[cm] (12.35)

である。
例:平均自由行程と波長
温度T=4000Kで、kBT、attenuation length、平均自由行程等のパラメーターは

kT = 8.6× 10−5eV K × 4000 = 0.34eV

attenuation length λ[g/cm2] = 10−7[g/cm2]

µ = 1[g/cm3]の場合：　 l平均 =
λ

µ
= 10−7cm

波長：λ波長 =
h̄c

0.34eV
=

200× 106 × 10−13eV cm

0.34eV
= 6× 10−5cm

である。
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太陽表面の値は：

平均密度：1.41g/cm3

温度：　　 6000K

物質から飛び出す光
物質中で平均自由行程 l平均をもつ光が、物質内から物質外の真空中に放射されたときどの
ようになるだろうか。この時、物質と真空の境界は平らであるとする。物質内と物質外（真
空）での光の速度を、

v物質、c (12.36)

とする。コヒーレンスを保っている光が境界を通過する時間は、内部と外部で

δτ(内) =
l平均　
v物質

(12.37)

δτ(外) =
l波束　
cv

(12.38)
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である。これらは等しいので、物質外部での波束の大きさは、

l波束 =
c

v物質
l平均 (12.39)

である。

12.2.2 電子

電子は、電荷をもつ最も軽い粒子であり、電磁場や電荷との相互作用でコヒーレンスの性
質が決まる。電子と荷電粒子との散乱は、光子交換によるラザ―フォード散乱である。ラザ
フォード散乱の微分断面積は e4のオーダーの

σRutherford = (12.40)

であり、角度について積分して全断面積が求められる。しかし、角度が零 θ = 0となる超前
方散乱では、断面積は発散している。光子が零質量であるため、光子を交換する振幅

ū(p⃗1)γνu(p⃗2)
e2

q2
U(q⃗1)γνU(q⃗2) (12.41)

で、交換する運動量の２乗が

q2 = (p1 − p2)
2 = 2m2

e − 2(p1p2) (12.42)

= −2(
√
p21 +m2

√
p22 +m2 − p1p2 cos θ) + 2m2

= 2(m2 −m2 − p21 + p21 cos θ) = −2p21(1− cos θ)

となり、前方 θ = 0では、分母が零となることによる。また、クーロンポテンシャルが長距
離力であることから，引き起こされている．この前方散乱の発散は、クーロンポテンシャル
が、近距離力に遮蔽された状況では、生じない。遮蔽されたクーロンポテンシャルの遮蔽長
は、ほぼ aで与えられる。

12.2.3 他の素粒子

パイ中間子や、Ｋ中間子、ミュウレプトンは、電子よりも１００倍程度重い粒子であり、
電子と陽子の中間の質量をもつ粒子である。質量の違いを反映して、これらの重い粒子が、
エネルギーを失う確率は電子よりもはるかに小さい。これら重い粒子の平均自由行程は、

l平均、ミュウオン = (12.43)

l平均、パイ中間子 =

l平均、陽子 =

となる。それぞれの、物質中での平均自由行程は、グラフ　のようになる。
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12.3 mass singlarity:infrared divergence

Lee-Nauenberg,Phys.Rev.D133,B1549(’64)

縮退がある時、摂動論を単純に適用すると

⟨i|V |j⟩
Ei − Ej

(12.44)

のエネルギー分母Ei −Ejが零になる事がある。この時、級数は発散するので、近似解を求
めることが出来ないように見える。分母が零になるのは、異なる状態が同じエネルギーをも
つ縮退に起因している。発散を救う一つの方法は、分母が零になる時の分子の行列要素を零
にすることである。このため、縮退した空間内で基底 |i⟩を組み直す変換

|i⟩ = Uij|j̃⟩ (12.45)

を行い、相互作用項を対角形

UijVjkU
†
kl = δilṼi (12.46)

にする。相互作用が対角形であるので、異なる状態への遷移は消える。だから、この基底を
使う摂動論では、分母が零になることはない。
散乱
散乱で、おきる上の発散を抑える一つの方法は、終状態や初期状態で和を取った確率を使
うことである。ユニタリ演算子 Upmは、

U †(H0 +H1)U = E (12.47)

U = U+; t→ ∞, U−; t→ −∞ (12.48)

を満たし、散乱演算子 Sが、U±で

S = U †
−U+ (12.49)

と表わせる。だから、状態 aから状態 bへの遷移確率は、

|Sba|2 =
∑
ij

[(U−)
∗
ib(U−)jb][(U+)ia(U+)

∗
ja] (12.50)

である。
U を gについて摂動展開して、

(U±)ij = δij + g(Ei − Ej ± iα)(−1)(1− δij)(H1)ij +O(g2) (12.51)

271



と書く。EiとEjは状態 iと jのエネルギーであり、αは正定値の無限小の数である。また、
縮退した状態の空間をD(Ea)と書き表わす。UとU †の積を縮退した状態の空間D(Ea)でた
した行列を

Tij(Ea) =
∑

D(Ea)

UiaU
∗
ja (12.52)

とする。行列 T に摂動展開を代入して計算し、gの一次で

Tij(Ea) =
∑

D(Ea)

UiaU
∗
ja (12.53)

=
∑

(δia + g(Ei − Ea ± iα)−1(1− δia)(H1)ia)(δja + g(Ej − Ea ∓ iα)−1(1− δja)(H1)ja)

=
∑

1 +
∑

g(Ej − Ei ∓ iα)(1− δij)(H)∗ji +
∑

g(Ei − Ej ± iα)−1(1− δij)(H)ij +O(g2)

=
∑

1

とうち消す。よって、 ∑
a,b

|Sab|2 (12.54)

は発散しない。つまり、初期状態や終状態をたした確率は発散しない。
縮退した状態の空間で和を取った確率は、有限である。
colinear singularity

電子が光を放出してご再吸収するとして、エネルギー差は、

k + E(p− k)− E(p) = k +
√
(p− k)2 +m2 −

√
p2 +m2 (12.55)

である。いま、p⃗と k⃗が平行であり

p⃗//k⃗ (12.56)

とする。エネルギー差は、

k + E(p− k)− E(p) = k + p− k +
m2

2(p− k)
− (p+

m2

2p
) (12.57)

=
m2

2(p− k)
− m2

2p
(12.58)

となり、高エネルギー p→ ∞で、零になる。エネルギー 1011GeV の陽子では、

m = 1GeV, p = 1011GeV/c (12.59)

エネルギー差は、

∆E = 10−2eV (12.60)

の大きさである。
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12.3.1 波束の効果が有意か

通常は、波束の効果は無視できる。特に、振幅 f が

f波束(E,P ; ∆E, δP⃗ ) = f平面波(E,P ; ∆E = 0, δP⃗ = 0) (12.61)

を満たす時、波束の振幅は平面波の振幅と近似的に等しい。しかし、逆に

f波束(E,P ; ∆E, δP⃗ ) ̸= f平面波(E,P ; ∆E = 0, δP⃗ = 0) (12.62)

である場合、波束の振幅が重要になる。特に、保存則で禁じられる過程が、波束では保存則
が近似的になる事がある。この時、波束の効果は大きくなり得る。熱平衡状態での期待値は、
ある過程とその逆過程が等しい寄与をする。また、すべての状態が等しく関与する。このた
め、波束で計算しても平面波で計算しても、あまり変わらないと思われる。平衡からずれた
現象では、事情は異なる。だから、波束の効果は、重要である。

12.3.2 波束と有限温度

有限温度 T、有限密度n0でクーロンポテンシャルは移動する電荷の影響で遮蔽される。遮
蔽長は、デバイスクリーニング運動量

q2D =
4πn0e

2

kBT
(12.63)

より、

ϕ(x) = −e1
x
e−qDx (12.64)

と表わされる。長さ

δx =
1

q0
= (

kBT

4πn0e2
) (12.65)

を具体的に見積もろう。

12.4 波束の散乱
波束は、有限な大きさと速度をもつ波である。そのため、複数の波束が衝突した時、これ
らが重なっている空間や時間は有限の幅をもっている。波が、この幅の中にあるのは、有限
の時間や空間である。だから、散乱振幅を形成する時間は有限幅をもつ。有限幅の時間では、
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エネルギーの保存則や運動量の保存則は近似的に成立し、小さく破れる。図の２体散乱振幅
では、エネルギーや運動量の保存則は、近似的に

e−
σt
2
(
∑

i
Ei−v⃗0(

∑
i
p⃗i))

2

(12.66)

e−
σs
2
(
∑

i
p⃗i)

2

, v⃗0 =
1∑
l

1
σl

∑
i

1

σi
v⃗i (12.67)

となる。ここで、v⃗0 は波束の速度と広がりから決まる、散乱系の速度である。このように、
波束の時間方向の広がり σtと、運動する系での近似的なエネルギー保存則を満たしている。
非相対論的な波束では、速度が小さいので、系の運動は無視できるが、相対論的な波束では、
v⃗0項は大事な働きをする。また、運動量保存則は、波束の空間方向の広がり σs で決まる近
似的なものとなる。
波束の状態は、完全性を満たし、∑

P⃗ ,X⃗

|P⃗ , X⃗⟩⟨P⃗ , X⃗| = 1 =
∫
dp⃗|p⃗⟩⟨p⃗| (12.68)

ている。このため、∑
out, 波束

|⟨ψout, 波束|ψin⟩|2 =
∑
out,p⃗

|⟨ψout,p⃗|ψin⟩|2 = (12.69)

と、すべての終状態の和を取ると全確率は等しくなる。∑
in, 波束

|⟨ψout|ψin、波束⟩|2 =
∑
out

|⟨ψout|ψin、波束⟩|2 (12.70)

となり、すべての in−状態での平均や和は等しくなる。すべての状態ではなく、一部の状
態の平均や和は、波束の場合と平面波の場合で異なる。

12.5 波束とエネルギー・運動量保存則
波束の特徴は、有限な大きさをもっていることである。このため、古典粒子に近い振る舞
いをする。しかし一方で単純な粒子とは異なり、波の性質を保持している。古典的な振る舞
いと、波動的な振る舞いを合わせもつことは、興味深い。通常は、波束は古典力学と量子力
学をつなぐ働きをして、大きな波束では波動的な性質が強くなり、小さな波束では、粒子的
な性質が強くなると思われている。ところが、小さな波束は粒子的でありながら、同時に波
としての位相を保つならば、波動的な性質を併せて持つことになる。もしそうであるならば、
波束は、単純な古典力学による運動とは異なる現象を示すはずである。
光は、本来波動方程式で記述されるが、波の性質があからさまにあらわれる波動光学と、
波の性質は隠れて進行方向だけが問題になる幾何光学に分かれる。両者の違いは、主に光の
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波長と物体の大きさとの関連で区別できる。物体の大きさが、光の波長よりもはるかに大き
いならば、光の波動的な性質は重要ではなく光の進行方向だけを問題にするので十分である。
だから、光は幾何光学で扱われる。一方で、物体の大きさが波長と同程度かそれ以下であれ
ば、波としての性質が重要であり、光は波動光学で扱われる。
可視光では、波長は数千オングストローム (数 103 × 10−10 =数 10−7M)である。マクロの
物体は、はるかに大きい。だから、マクロな物体との間で引き起こされる物理をしらべるう
えでは、幾何光学で良い。しかし、可視光とミクロに近い小さな物体との間の物理を調べる
際には、波動光学が使われる。干渉や、回折がこれらの物理現象の代表的なものである。例
えば、虹は光が小さな水滴で屈折し、屈折角が光の波長で異なることより生じたマクロなス
ケールで発現する干渉効果である。変調による効果とみなせるであろう。
電子、ミュウオン、パイ中間子、Ｋ－中間子、陽子は古典力学では粒子として扱われるが、
量子論に起源をもつ小さな波束とした時、中心の位置、運動量、に加えて位相を持っている。
位置と、運動量は古典力学の変数であるが、位相は粒子の古典力学にはない。位相は、作用
Sをプランク定数 h̄を単位として表した大きさを持つので、一般には非常に大きくなる。そ
のため、物理系の微小な変化に対してさえ、通常は急激に変化する。だから、位相を平均化
した物理量が、マクロな世界の古典論を記述し、だから、古典論へ移行した物理では、位相
は無視できる。この過程は、波動光学から幾何光学での移行と同じである。逆に、位相の振
る舞いがまったく異なり、打ち消されず残り物理的な効果に影響する運動があれば、位相の
特徴を保持する粒子的な運動が存在することになる。このような状況における粒子は、位相
を持ちながら粒子的に振る舞うことになる。この状態における粒子は、古典粒子とは異なり
新たな様相を呈することになる。次に、この状況を考察しよう。

12.5.1 位置、運動量、位相

位置、運動量と、位相の３変数を持つ波束は、位相のために単純な古典力学的な粒子とは
異なる運動を行う。これを、明らかにしておこう。一つの特徴は、これらの散乱では位相が
決まり、また運動量、エネルギーが近似的に保存することである。運動量や位置の広がりを

δp⃗ (12.71)

δX⃗

とし、また子のエネルギーの広がりで決まる位相の広がりを

δE
∂

∂E
ϕ(particle) = δϕparticle (12.72)

とする。これらの３変数の広がりは、いずれも小さいとする。この時、この粒子は、波の特
徴を持つ。だから、波の特徴である干渉や回折をはじめとする波動現象を示す。
波動現象
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位相が微小に異なる複数の波束の和は、干渉した波となる。うなりや、変調波、回折波を、
波束で構成する。質量が小さい相対論的な波の波束では、エネルギーと運動量との関係と、
位置と時間との関係が成り立つため、波束の位相がきわめてゆっくり変化する。だから、波
束の位相に起因する干渉が起きる。ニュートリノ波束の干渉が、解析されて、興味深い結果
が得られている。（参考論文、石川ー飛田）
このような、干渉や、うねりや、量子的な波の変調に関する新たな物理を探ることは、極
めて興味深い。これからの緊急な問題である。新たな物理量の測定や、新たな測定法の道を
開く可能性がある。
近似的なエネルギー・運動量保存則
波束の一つの特徴は、有限な大きさを持っていることであり、複数の波束の衝突にさいし
て互いが重なる時間は有限な範囲 δtである。だから、相互作用しあう時間が有限であるの
で、衝突後のエネルギーは、衝突前の値に厳密に一致するわけではなく、近似的に一致する。
衝突前後のエネルギー差は、不確定性関係よりおおよそ

δE =
h̄

δt
(12.73)

である。
古典力学では、エネルギーは厳密に保存するし、量子力学の平面波の散乱でも境界条件が

t = ±∞で与えられるとき、エネルギーは厳密に保存する。その点、波束ではエネルギーが
近似的に保存するため、いずれとも異なる。では波束の近似的なエネルギー保存則より、生
ずる現象があるだろうか。
まず、波束の自由電子と光の相互作用、

電子（波束; P⃗1, X⃗1, T1）　→電子（波束; P⃗2, P⃗2, T2）+光 (k⃗) (12.74)

を考えよう。平面波の通常の散乱では、エネルギー運動量の保存を使うと遷移確率は零にな
るが、波束では有限な値となる。波束での有限な遷移確率は、束縛電子と光との散乱に近い。
スピノールを波束の生成・消滅演算子で展開する。通常の場の平面波展開（フーリエ展開）
における生成・消滅演算子、

ψ(x⃗, t) =
∫ dp⃗

(2π)3/2

√
m

ωp

[⟨x⃗|p⃗⟩e−ip0x0u(p⃗, s)a(p⃗, s) + ⟨p⃗|x⃗⟩v(p⃗, s′)b†(p⃗, s′)] (12.75)

を重ね合わせて、波束の生成・消滅演算子が、

As(P⃗ , X⃗, T, t) =
∫
dp⃗⟨P⃗ , X⃗, T |p⃗⟩a(p⃗, s) (12.76)

B†
s(P⃗ , X⃗, T, t) =

∫
dp⃗⟨P⃗ , X⃗, T |p⃗⟩b†(p⃗, s) (12.77)
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と表わせる。また逆の関係は

a(p⃗, s, t) =
∫
dP⃗dX⃗

(2π)3
⟨p⃗|P⃗ , X⃗, T ⟩As(P⃗ , X⃗, T ) (12.78)

b†(p⃗, s, t) =
∫ dP⃗dX⃗

(2π)3
B†

s(P⃗ , X⃗, T )⟨P⃗ , X⃗, T |p⃗⟩ (12.79)

である。これらを場の演算子に代入して、ψ(x⃗, t)が波束の生成・消滅演算子を使い

ψ(x⃗, t) =
∫ dp⃗

(2π)3/2

√
m

ωp

[⟨x⃗|p⃗⟩e−ip0x0u(p⃗, s)
∫ dP⃗ ′dX⃗ ′

(2π)3
As(P⃗

′, X⃗ ′)⟨p⃗|P⃗ ′, X⃗ ′, T ⟩

+ ⟨p⃗|x⃗⟩eip0x0v(p⃗, s′)B†
s(P⃗ , X⃗, T, t)⟨P⃗ , X⃗, T |p⃗⟩] (12.80)

=
∫ dP⃗ ′dX⃗ ′

(2π)3
[As(P⃗ , X⃗, T )e

−ip0x0

∫ dp⃗

(2π)3/2

√
m

ωp

⟨x⃗|p⃗⟩u(p⃗, s)⟨p⃗|P⃗ , X⃗, T ⟩

+Bs(P⃗ , X⃗, T )
∫ dp⃗

(2π)3/2

√
m

ωp

⟨p⃗|x⃗⟩v(p⃗, s′)⟨P⃗ , X⃗, T |p⃗⟩eip0x0 ]

=
∫ dP⃗ ′dX⃗ ′

(2π)3
[As(P⃗ , X⃗, T )e

−ip0(x0−T )
∫ dp⃗

(2π)3/2

√
m

ωp

⟨x⃗|p⃗⟩u(p⃗, s)⟨p⃗|P⃗ , X⃗⟩

+Bs(P⃗ , X⃗, T )
∫ dp⃗

(2π)3/2

√
m

ωp

⟨p⃗|x⃗⟩v(p⃗, s′)⟨P⃗ , X⃗|p⃗⟩eip0(x0−T )]

と表現される。
同様に、ψ̄(x⃗, t)は

ψ̄(x⃗, t) =
∫ dP⃗dX⃗

(2π)3
[A†

s(P⃗ , X⃗, T )e
ip0(x0−T )

∫ dp⃗

(2π)3/2

√
m

ωp

⟨p⃗|x⃗⟩ū(p⃗, s)⟨P⃗ , X⃗|p⃗⟩

+Bs(P⃗ , X⃗, T )
∫ dp⃗

(2π)3/2

√
m

ωp

⟨x⃗|p⃗⟩v̄(p⃗, s′)⟨p⃗|P⃗ , X⃗⟩e−ip0(x0−T )] (12.81)

となる。

12.5.2 波束粒子の光の放出

このように得られた場の表現を使い、次に遷移振幅を求める。波束 |P⃗1X⃗1, T1, s1⟩で表わさ
れる電子が、光 k⃗を放出して波束 |P⃗2X⃗2, T2, s2⟩の電子に変換する振幅は

⟨P⃗2, X⃗2, T2, s2; k⃗|
∫ T2

T1

dtHint|P⃗1, X⃗1, T1, s1⟩ (12.82)

= e
∫ T2

T1

dtd3xϵµ(k⃗)⟨P⃗2, X⃗2, T2, s2|ψ̄(x)γµψ(x)eikx|P⃗1, X⃗1, T1, s1⟩
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である。t, x⃗の積分を行うと振幅は

∑∫ dP⃗2dX⃗2

(2π)3
dP⃗1dX⃗1

(2π)3

∫
dp⃗1dp⃗2(

m2

Ep1Ep2

)1/2eū(p⃗2, s2)γµu(p⃗1, s1)δ(p⃗2 + k⃗ − p⃗1)

(2π)δΛ(Ep2 + k − Ep1)e
−i(E2T2−E1T1)⟨P⃗2, X⃗2, T2|p⃗2⟩⟨p⃗1|P⃗1, X⃗1, T1⟩

= N2
3 (

1

2π
)3
√

m

EP2

√
m

EP1

ū(P2, s2)γµu(P1, s1)ϵ
µ(k)eTtr+Rmom+iϕ (12.83)

となる。ただし、有限な時間間隔での t積分を

(2π)δΛ(E2 + k − E1) =
∫ T2

T1

dtei(E2+k−E1)t (12.84)

と書き、多くの場合右辺をディラックのデルタ関数で近似して計算する。
波束の遷移では、運動量保存則やエネルギー保存則は、緩められた形で実現する。また波
束の中心は、運動量の中心の値で決まる古典軌道の時間変化を表わしている。これらは、以
下のようになっているガウス関数のおもみで表現されている。

Rtr = − 1

4σ
[(X⃗1 − X⃗2 − v⃗1T1 − v⃗2T2)

2 − 1

(v⃗1 − v⃗2)2
(v⃗1 − v⃗2) · (X⃗1 − X⃗2 − v⃗1T1 + v⃗2T2)

2]

(12.85)

Rmom = −σ
4
(P⃗1 − P⃗2 − k⃗)2 − σ

(v⃗1 − v⃗2)2
(E(P2)− E(P1)− k0 + (

v⃗1 − v⃗2
2

)(P⃗1 − P⃗2 − k⃗)2

(12.86)

波束の位置に対する条件は、Rtr ≈ 0で決定される。この式 (12.85)で、右辺第１項目は進
行方向に無関係に空間での大きさが、ほぼ 2σであることを示している。第２項目は、第１
項目の成分から進行方向へ射影した成分、縦成分の長さを差し引く事を表わしている。つま
り、進行方向の位置座標は消去されてしまい、波束であってもなんらの制約がされない。一
方で、進行方向の長さは、時間に速度をかけたもので表わされる。だから、X⃗lでの積分は、
T での積分に換算される。その結果、遷移確率が時間に比例することが、簡単にわかる。ま
た、Rmom ≈ 0で緩められた運動量とエネルギーの中心値の関係があらわされる。運動量で
は、 1

σ
程度の広がりをもち、エネルギーでは、 σ

|v⃗−v⃗2
|程度の広がりをもって、保存則が近似

的に成立していることが式 (12.86)からわかる。運動量の広がりは、空間の広がりの逆数で
あり、エネルギーの広がりは、空間を二つの波束が互いに横切る時間の逆数となっている。
これらの広がりは、波束関数の性質から決まっているのであり、確率１で実現している。
また中心座標の時間・空間の位置と運動量・エネルギーで決まる位相部分は

ϕ = −E(P2)T2 + P⃗2X⃗2 + E(P1)T1 − P⃗1X⃗1 −
1

(v⃗1 − v⃗2)2
(v⃗1 − v⃗2)(X⃗1 − X⃗2 − v⃗1T1 + v⃗2T2)

×(E(P2)− E(P1)− k0 +
v⃗1 − v⃗2

2
)(P⃗1 − P⃗2 − k⃗) +

1

2
(X⃗1 − X⃗2 − v⃗1T1 + v⃗2T2)(P⃗1 − P⃗2 − k⃗)

(12.87)
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となっている。エネルギーと運動量の保存則からの破れが小さく (P⃗1 − P⃗2 − k⃗) = 0とみな
せるならば、この位相は

ϕ = −E(P2)T2 + P⃗2X⃗2 + E(P1)T1 − P⃗1X⃗1 (12.88)

と平面波の場合に一致する。
遷移振幅の絶対値の二乗から、遷移確率が

|⟨P⃗2, X⃗2, T2, s2; k⃗|
∫ T2

T1

dtHint|P⃗1, X⃗1, T1, s1⟩|2 (12.89)

= [N2
3 (

1

2π
)3]2e2Rtr+2Rmom

m2

EP2EP1

[ū(P2, s2)γµu(P1, s1)ϵ
µ]2　

と求められる。ここで、スピナーの運動量に、中心値を代入する近似を使った。
終状態の座標の積分を行う。縦方向と横方向の座標の積分が、∫

dX⃗2e
2Rtr =

∫
dY⃗2e

2Rtr =
∫
dY⃗2e

−2σ[Y⃗ 2
2 − 1

(v⃗1−v⃗2)
2 ((v⃗1−v⃗2)(Y⃗2))2]

, (12.90)

Y⃗ = X⃗1 − v⃗1T1 + v⃗2T2

=
∫
dY⃗T e

−2σY⃗ 2
T

∫ L

0
dY⃗L,

= (2σπ)|v⃗1 − v⃗2| · Ttotal,
L = |v⃗1 − v⃗2| · Ttotal

となる。結果は、時間間隔 T に比例する。

12.5.3 波束による入射波と散乱波

12.5.4 波束による散乱振幅と運動エネルギー保存

12.6 有限距離における散乱振幅と黄金律の補正
散乱では、半径 rが極めて大きくなる領域での波動関数が調べられる。通常は、r → ∞で
の漸近形だけが、この領域での断面積等の確率を決定する。では、漸近形が使えるのは無限
の領域に限られるのだろうか？有限の r でも、同じ形が使えるかもしれない。すると、散乱
問題を適用できる領域が、広くなる可能性がある。また、有限の rでの漸近値からの補正を
求めておけば、さらに適用できる範囲が広くなる。この問題を調べることにしよう。有限領
域での問題を調べるには、有限な空間領域で値を持つ波束が必須である。終状態に波束を使
うことで、距離に依存する散乱が分かる。
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距離と角度に依存する確率

境界条件

黄金律の有限サイズ補正

12.6.1 有限サイズ効果とEPR長距離相関

12.7 問題
1 古典力学

古典力学にのっとり、半径aの剛体球による散乱を調べる。衝突パラメーターbでｚ軸に沿っ
て単位時間、単位面積当たりＮ個の粒子が入射するものとする。この時、Ａ方向 θ = π− 2α

方向には、dN = bdbN個が散乱される。この時の微分断面積 σ(θ, ϕ)と全散乱断面積 σtotalと
を求め、

σ(θ, ϕ) =
a2

4
(12.91)

σtotal = π a2 (12.92)

であることを確認せよ。

2 ポテンシャル散乱

ポテンシャル V (r)のもとでの粒子の運動で、波動関数が

ψ(r, θ) = A(eikz +
f(θ)

r
eikr) (12.93)

と振る舞うとき、散乱振幅 f(θ)によって散乱断面積は以下のようになることを示せ。
(1)

σ(θ) = |f(θ)|2 (12.94)

(2)

f(θ) =
i

2k

∞∑
l=0

(2l + 1)(1− e2iδl)Pl(cos θ) (12.95)

σ(θ) =
1

k2
|
∑
l

(2l + 1)eiδl sin δlPl(cos θ)|2 (12.96)

σtotal = 2π
∫ π

0
dθ sin θσ(θ) =

4π

k2
∑
l

(2l + 1) sin2 δl (12.97)
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(3)

σtotal =
4π

k
Im(f(0)) (12.98)

問３　剛体球の散乱

問１の剛体球の散乱を量子論で調べよ。

問４ 湯川ポテンシャルの散乱

ポテンシャル V (r) = −Ze2 e−µr

r
のもとでの粒子の散乱振幅と断面積をボルン近似の最低次

のオーダーで求めよ。
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第13章 同種粒子の多体問題

ここまでは一つの電子の量子的運動について調べた。座標を対角にする表現（座標表現）
では、電子の波動関数を位置座標の関数として表わす。位置座標を単なる数（ cー数）で表
わすと、電子の量子力学を考察する際、直感的に把握することが比較的容易である。多数の
電子から成る系の物理系の考察でも同様である。では、この座標表示で二つの電子の状態は、
いかなる波動関数で記述されるだろうか？まずはじめに、原子核が+2の電荷をもち二つの
電子が束縛されているヘリウム原子を例にとって考える事にしよう。
いま、二つの電子の座標を x1,x2として、波動関数を

ψ(x1,x2) (13.1)

と表わすことにしよう。
ここで、+2|e|の電荷をもつヘリウム原子核のクーロンポテンシャルによる、一つの電子
の基底状態、第一励起状態、第二励起状態等の束縛状態の波動関数を、

ψ0(x), ψ1(x), ψ2(x), ψ3(x), · · · (13.2)

とする。
はじめ、電子と電子の間には相互作用がないとみなしておく。いま、一つの電子 x1が基
底状態 ψ0にあり、もう一つの電子 x2 が第 1励起状態 ψ1にある場合、この２電子状態の波
動関数は、二つの直積

ψ(x1,x2) = ψ0(x1)ψ1(x2) (13.3)

である。
ところで、ミクロな世界の同種の２粒子を判別する方法はなく、二つの電子を区別するこ
とは出来ない。２電子の位置を入れ替えても、物理状態は不変である。同種粒子が、ミクロ
な世界で満たすこの性質を示す波動関数は、二つの座標を入れ替えても同じ物理状態を表わ
す必要がある。一つの物理状態を表す波動関数には、位相の不定性があることを考慮すると、
座標の入れ替えに対して波動関数は、位相の定数を ηとして、

ψ(x1,x2) = ηψ(x2,x1) (13.4)

とおける。座標の入れ替えを２回行なえば、座標は元に戻るので、

ψ(x1,x2) = η2ψ(x1,x2) (13.5)
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が得られる。だから位相 ηに対する条件が、

η2 = 1 (13.6)

η = ±1 (13.7)

となる。この解は、二つ η = ±1あり、ηが+1の場合波動関数は座標の入れ替えに対して対
称であり、ηが−1の場合波動関数は反対称である。この ηの値は、粒子に固有のものであ
り、各粒子毎に決まった値をもっている。このように、量子力学で同種粒子の多体波動関数
は、座標の入れ替えに対して決まった対称性をもっている。
同種粒子の波動関数は、必ず座標の入れ替えに対して対称であるか、反対称であるかのど
ちらかである。
上の二つの直積で構成した波動関数 (13.3) は、座標の入れ替えにより、

ψ(x2,x1) = ψ0(x2)ψ1(x1) ̸= ψ0(x1)ψ1(x2) (13.8)

と別のものになるので、同種粒子の２体波動関数としてはふさわしくない。しかしながら、
ここで得られた二つの波動関数の和や差

ψs(x2,x1) =
1√
2
(ψ0(x2)ψ1(x1) + ψ0(x1)ψ1(x2)) (13.9)

ψa(x2,x1) =
1√
2
(ψ0(x2)ψ1(x1)− ψ0(x1)ψ1(x2)) (13.10)

は、

ψs(x1,x2) = +ψs(x2,x1) (13.11)

ψa(x1,x2) = −ψa(x2,x1) (13.12)

と、決まった対称性をもっている。だから、同種粒子の波動関数として適している。
電子やその仲間では、η = −1である反対称の波動関数で記述され、光やその仲間では、

η = +1である対称の波動関数で記述される。反対称の波動関数に従う粒子をフェルミ粒子、
反対称の波動関数に従う粒子をボース粒子という。すべてのミクロな粒子は、フェルミ粒子
かボース粒子かのどちらかである。実は、ミクロな粒子は決まったスピンを持つことが分かっ
ている。スピンは、角運動量の１種であるので、必ず h̄の単位で整数スピン 0, 1h̄, 2h̄, 3h̄, · · ·
か、半整数スピン 1

2
h̄, 3

2
h̄, 5

2
h̄, · · ·を持つ。整数スピンを持つ粒子は、ボース粒子であり、半

整数スピンを持つ粒子は、フェルミ粒子である。前者には、光子、中間子、弱ゲージ粒子、
グルーオンが含まれ、後者には、電子、陽子、ニュートリノ、クオークが含まれる。

13.0.1 電子のスピン

電子は、1
2
h̄の大きさのスピンを持つ。スピンは角運動量の一種であり３成分 σx, σy, σzを

持ち角運動量の交換関係

[σi, σj] = ih̄ϵijkσk, i, j, k = 1, 3 (13.13)
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に従う。また、座標や運動量とは、無関係な内部自自由度に対するものであり、当然ながら
これらと可換である。そのため、軌道角運動量とも可換であり、関係

[σi, xj] = 0, (13.14)

[σi, pj] = 0, (13.15)

[σi, Lj] = 0 (13.16)

に従う。スピン角運動量のｚ成分を対角形にする表現では

σz = h̄

(
1/2 0

0 −1/2

)

となる。このベクトル空間は、固有値を+1
2
h̄とするベクトルと−1

2
h̄とするベクトルの２つ

の直交ベクトルで構成される。それぞれの波動関数を、座標とスピン変数の直積の関数で

ψ(+; t, x⃗), ψ(−; t, x⃗) (13.17)

または、

ψ(ξ; t, x⃗), ξ = ± (13.18)

と表すことにする。ψ+(t, x⃗)は+スピンをもつ電子、ψ−(t, x⃗)は　−スピンをもつ電子を表
す。つまり、電子の状態は、スピンの状態と空間座標の状態の両方を決めて、一つが一意的
に決まる。
電子の系で空間回転を引き起こす生成演算子は、軌道角運動量とスピン角運動量の和であ
る全角運動量である。決まった全角運動量の表現を構成するのには、軌道角運動量とスピン
角運動量との合成を行えばよい。

13.1 フエルミ統計に従う電子と多電子原子の波動関数
電子は、スピン 1

2
h̄をもち、反対称な多体波動関数で記述されるフェルミ粒子である。統

計の言葉では、電子は、フェルミ ·デイラック統計に従う。スピンの変数±1
2
と座標の変数

xを組にして、ξ,xと表わすことにする。この時、２電子波動関数

Ψ(ξ1,x1; ξ2,x2) (13.19)

はスピンと座標の両変数の入れ替えに対して、

Ψ(ξ2,x2; ξ1,x1) = −Ψ(ξ1,x1; ξ2,x2) (13.20)
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と反対称である。反対称波動関数で、二つの電子のスピンと座標を一致させると、

Ψ(ξ1,x1; ξ1,x1) = −Ψ(ξ1,x1; ξ1,x1) (13.21)

となり、左辺を移行して

2Ψ(ξ1,x1; ξ1,x1) = 0 (13.22)

が得られる。つまり二つのスピンと座標が一致するとき、波動関数は零となる。だから、2

電子が同じ座標と同じスピンを占めることはない。これを、パウリの排他原理という。

13.2 ヘリウム
ヘリウム原子は、原子核が+2|e|の電荷をもち、回りを２個の電子が回っている 2電子原
子である。原子核とそれぞれの電子の間、並びに電子と電子の間には、電気的なクーロン力
が働いている。電荷が、原子核と電子で逆であるので、原子核と電子の間の力は引力であり、
電子と電子の間の力は斥力である。この物理系を表わすハミルトニアンは、電子の質量をm

ヘリウム原子核の質量をM、また電子と原子核の位置 x⃗1、x⃗2、X⃗、と運動量 p⃗1、p⃗2、P⃗ を
使い、

H =
(p⃗1)

2

2m
+

(p⃗2)
2

2m
+

(P⃗ )2

2M
− 2e2

1

|X⃗ − x⃗1|
− 2e2

1

|X⃗ − x⃗2|
+ e2

1

|x⃗1 − x⃗2|
(13.23)

と表わせる。このハミルトニアンの固有状態を求めるのは、至難のわざである。もしも、電
子間の相互作用を表わすH相互 = +e2 1

|x⃗1−x⃗2| がなければ固有値問題は、それほど難しいわけ
ではない。また、2電子状態をあらわす波動関数は、2電子の座標について反対称な波動関
数であることが必要である。
ヘリウム原子核の質量の値は、4GeV/c2近くあり電子の質量の値 0.54MeV/c2よりも 105

くらい大きい。このため、原子核が原点に静止している座標系で、ハミルト二アンを

H =
(p⃗1)

2

2m
+

(p⃗2)
2

2m
− 2e2

1

|x⃗1|
− 2e2

1

|x⃗2|
+H相互 (13.24)

H相互 = e2
1

|x⃗1 − x⃗2|
(13.25)

として、良い近似となっている。
変分法
上のハミルト二アン (13.25)は、電子間相互作用H相互がゼロである

H相互 = 0 (13.26)
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のとき、簡単に固有値や固有解を求められる形をしている。このとき、固有値方程式

H|ψ⟩ = E|ψ⟩ (13.27)

の解は、電荷 2eの原子核に束縛された電子の状態 nとmの波動関数の直積

|ψ⟩ = ψn
水素(x⃗1, 2e)ψ

m
水素(x⃗2, 2e) (13.28)

である。電子の同種粒子の性質を取り入れた時、上の波動関数を反対称化した、

|ψ⟩反対称 =
1√
2

(
ψn
水素(x⃗1, 2e)ψ

m
水素(x⃗2, 2e)− ψm

水素(x⃗1, 2e)ψ
n
水素(x⃗2, 2e)

)
(13.29)

が、同種粒子効果を含む２電子の固有状態である。
ところで、実際のハミルトニアンで、電子間相互作用の強さは、原子核と電子の相互作用
の強さとほぼ等しい大きさである。だから、上の直積波動関数は、あまり良くない。もっと
良い波動関数の一つが、変分法で得られる。

13.3 多電子原子
N個の電子を持つ原子で、原子核が原点に静止している座標系で、ハミルト二アンは、電
子の運動エネルギー、電子と原子核との相互作用ポテンシャル、電子間の相互作用ポテンシャ
ルからなり、

H =
N∑
i

(p⃗i)
2

2m
− Ze2

N∑
i

1

|x⃗i|
+ e2

N∑
i<j

1

|x⃗i − x⃗j|
(13.30)

となる。多電子原子のハミルトニアンで、電子間相互作用の強さは、原子核と電子の相互作
用の強さとほぼ等しい大きさである。だから、上の直積波動関数は、あまり良くない。もっ
と良い波動関数の一つが、変分法で得られる。

13.3.1 多電子原子のハミルトニアン

N個の電子を持つ原子で、原子核が原点に静止している座標系で、ハミルト二アンは、電
子の運動エネルギー、電子と原子核との相互作用ポテンシャル、電子間の相互作用ポテンシャ
ルからなり、

H =
N∑
i

(p⃗i)
2

2m
− Ze2

N∑
i

1

|x⃗i|
+ e2

N∑
i<j

1

|x⃗i − x⃗j|
(13.31)

となる。多電子原子のハミルトニアンは、水素原子の拡張であり、水素原子のように固有値
方程式が解けると思われるかもしれない。しかし、解析的に解を求めるのは不可能であり、
近似法が適用される。
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13.3.2 電子間相互作用 = 0

電子間の相互作用がないNー電子系は、ハミルト二アン

H =
N∑
i

(
(p⃗i)

2

2m
− Ze2

N∑
i

1

|x⃗i|
) (13.32)

で記述される。このハミルトニアンでは、Ｎ個の変数が分離しているので、１変数のハミル
ト二アン

H =
(p⃗)2

2m
− Ze2

1

|x⃗|
(13.33)

の固有解がわかれば、Ｎ－体系の固有解がわかる。上のハミルト二アンは、水素原子のハミ
ルト二アンで電荷の二乗 e2をZe2 で置き換えたものである。だから、固有値や固有解は、

ψn,l,m(x⃗) = Rn(r)Ylm(θ, ϕ)e
− r

na0 (13.34)

E(n, l,m) = R (13.35)

a0 =, R = (13.36)

である。
Ｎ－体電子系の波動関数は、上の一体波動関数の直積の線形結合で、フェルミーデイラッ
ク統計を満たす多粒子波動になるように反対称性を持たせて構成される。状態を示す変数を
αiとして、完全反対称テンソル ϵi1,i2,i3、

ϵi1,i2,i3,··· = +1, (i1, i2, i3, · · ·) :偶順列 (13.37)

ϵi1,i2,i3,··· = −1, (i1, i2, i3 · · ·) :奇順列 (13.38)

ϵi1,i2,i3,··· = 0, (i1, i2, i3, · · ·) :他の順列 (13.39)

より、多電子波動関数は

Ψ =
∑

ϵi1,i2,i3,···
∏
ψαij

(xi) (13.40)

である。この波動関数は、行列式（スレーター行列式）

Ψ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψαi1
(x1) ψαi1

(x2) . . . ψαi1
(xn)

ψαi2
(x1) ψαi2

(x2) . . . ψαi2
(xn)

...
...

. . .
...

ψαin
(x1) ψαin

(x2) . . . ψαin
(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
に一致する。
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13.4 相互作用と近似法
電子間相互作用H電子間を考慮した時の、多電子原子のハミルト二アンの固有値問題を解
析的に解くことには、今まで誰も成功していない。そのため、様々な近似法が考えられてき
た。厳密な答えをだせなくても、近似の度合いを任意な程度まで上げる方法が分かれば、近
似法は多様な応用に適用でき、物理の問題を解くのに使われる。
ところで、摂動項すなわち相互作用を表す項の大きさは、電磁気相互作用の場合、電価の
大きさで決まる。電荷の大きさは、電子と陽子で同じ大きさであり、またすべての物体の電
荷の大きさは、電子の電荷の丁度、整数倍である。電子の電荷と陽子の電荷が同じ大きさで
あることより、二つの電荷の和は、きっちり零になり、水素原子の電荷は零である。だから、
二つの水素原子の間には、両者の距離の２乗に反比例するクーロン力は働かない。水素原子
が沢山あるとき、それぞれはだから安定である。他の原子の原子核は陽子の電荷の整数倍に
なっているので、この数の電子と結合すると電荷をもたない中性の原子となり、やはり安定
である。
安定な原子のエネルギー固有値は、水素原子のエネルギー固有値と同じに、最低エネル
ギーを持つ基底状態から、次のエネルギーの第一励起状態や、第２励起状態、等の沢山の負
エネルギーの束縛状態からなるとともに、正エネルギーの散乱状態からなる。基底状態や、
励起状態のエネルギーや波動関数を求めることより、多様な原子の性質が理解できる。

13.5 ハートリー ·フォック近似
相互作用している多体系の固有関数を、未知の一体関数の直積を反対称化した多体波動関
数で求めるのが、この近似法である。未知の一体関数は、全エネルギーの期待値を最適化す
ることより、求められる。つまり、ハミルトニアン（13.31）のエネルギー期待値

E = ⟨ψ|H|ψ⟩ (13.41)

に対して変分条件

δE = 0 (13.42)

を課す。この状態を、一体関数 fi(x)からなる直積の反対称化関数

|ψ⟩ =
∑

i1,i2,i3,

ϵi1,i2,···,infi1(x1)fi2(x2) · · · fin(xn) (13.43)

として、エネルギー期待値並びに変分条件は、

E = (13.44)
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δE = (13.45)

となる。関数系 fi(x)を決めるこの微積分方程式が解くことができれば、近似的な基底状態
や、励起状態が求められる。

13.6 トーマス ·フエルミ近似
量子力学の準古典近似（ＷＫＢ法）を多体問題に拡張したのが、トーマス・フェルミ近似
である。多数の電子からなる原子、自由に動ける多くの電子からなる金属等の物理系を考察
する。
各電子は、近似的に平面波の波として表せるとする。フェルミエネルギーEF は一様な密
度をもつ通常の物理系では、全系で一つの値が決められている。この時、多電子系には、フェ
ルミエネルギーまでの一電子状態に電子が詰まっている。
では電子密度が一様ではなく空間依存性を持つ系では、どうしたら良いだろうか？空間座
標に依存するフェルミエネルギーEF (x)を導入して、xの近傍ではEF (x)までの状態に電子
が詰まっているとする計算法が、トーマスフェルミ近似である。古典力学では、座標 xと運
動量は共に決められるが、量子力学では、座標と運動量を共に決めることは原理的に不可能
である。しかし、近似的に座標と運動量を共に指定することはできる。準古典近似では、座
標と運動量を共に、変数と使える。だから、空間座標 xの有限に広がった近傍で、運動量を
使い状態に指定する事が可能である。だから、フェルミエネルギーを、座標の関数として扱
える。
準古典近似は、一粒子波動関数がノードを沢山持つ関数であるとき、有効である。このよ
うな量子状態に多くの電子が詰まっているときの物理を調べる。フェルミエネルギーを使い
密度は

ρ(x) = (
1

2π
)3
∫ pF (x)

d3p = (13.46)

と書かれる。
また、電荷密度 ρ(x⃗)からポテンシャル ϕ(x⃗)は

∇2ϕ(x⃗) =
1

ϵ0
ρ(x⃗) (13.47)

と決まり、ポテンシャル中でのハミルトニアンは、

H =
p⃗2

2m
− ϕ(x⃗) (13.48)

である。ポテンシャル ϕ(x⃗)は無限遠で零になるように選ぶ、

ϕ(x⃗)||x|→∞ = 0. (13.49)
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空間の各点におけるエネルギーの最大値（フェルミエネルギー）を−E0とすると、

−E0 =
1

2m
p2F − ϕ(x) (13.50)

原子では、電子間相互作用と原子核と電子との相互作用の結果外力の効果なしに安定な原子
が形成されているため、E0は定数である。これらは、

ϕ(x) = E0 +
1

2m
p2F (13.51)

を満たしている。ところで、中性の原子の半径をRとすると、原子の外部ではポテンシャル
も電子密度も零であり、

ϕ(x) = 0, pF = 0; r > R (13.52)

である。よってフェルミエネルギーは

E0 = 0 (13.53)

となっている。
これらの式 (13.46) (13.47) (13.48)を連立させて、トーマス・フェルミ方程式

∇2ϕ(x⃗) =
8
√
2

3π
ϕ3/2(x⃗) (13.54)

が得られる。この方程式は、非線形でありまた任意パラメーターを含まない興味深い方程式
である。
有限温度系では、フェルミ・ディラック統計の分布関数を使い密度は、

ρ(x) = (
1

2π
)3
∫ pF (x)

d3pnF (p, T ) (13.55)

nF (x) = (13.56)

となる。

13.7 スピンの効果
電子はスピン 1/2 h̄をもち式 (13.18)で分かる通り、異なる状態が sz = ±1/2 h̄と二つあ
る。二つの異なるスピン状態は、同じ軌道状態をとることができる。これを反映して、スピ
ンの効果として、一電子の物理に関与する直接的な効果と、多電子の物理に関与する間接的
な効果がある。
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前者に属するものとして、磁場中での電子のエネルギーがスピンの違いに起因する二つの
異なる値を持つことである。電子は、スピンに比例する磁気モーメントをもつため、磁場中
の電子は磁場に比例するエネルギー

∆E = µ⃗ · B⃗, µ⃗ = 2µs⃗ (13.57)

を持つ。電子の一体運動は、この項（ゼーマンエネルギー）のためスピンが磁場と平行か反
平行かで差が生ずる。これが、シュテラン・ゲルラッハの実験で最初に見つかったスピンの
効果である。
スピンの間接的な効果には、電子状態が軌道だけではなく、軌道とは独立なスピン変数で
指定されることである。この効果は、磁場の有無に無関係に多電子系で重要である。電子の
波動関数は、スピンが sz = 1/2の関数 ψ+(x⃗, t)と sz = −1/2の関数 ψ−(x⃗, t)

ψsz(x⃗, t), sz = ±1/2 (13.58)

で決まる。例えば、軌道の波動関数の最低エネルギー準位には、スピンの± の二つの状態
がある。

13.8 メンデレーエフの周期律表
原子は、中心に原子核をもち周りに電子が束縛されている。原子核の電荷が Z|e|であれ
ば、Z個の電子が束縛されて原子は電気的に中性になる。これらの電子が原子核からのクー
ロン力

U(r) = −Z|e|
ϵ0

1

r2
(13.59)

で束縛され、さらに i番目の電子と j番目の電子間には、クーロン斥力

Vint =
e2

4πϵ0

1

r2ij
, rij = |x⃗i − x⃗j| (13.60)

が働く。だから、全ハミルトニアンは、(13.31)

になる。このハミルトニアンの固有状態は、クーロン斥力を無視する近似で、(13.34) の
積を反対称化した

Ψ =
∑
P

ϵ(P )
∏
ψli(xin) (13.61)

で与えられる。
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固有関数は、水素原子の波動関数で e2を Ze2に置き換えたものであり、主量子数 n,角運
動量 l、角運動量の z成分 lz、スピンの z成分 szで状態は指定される。固有関数は、エネル
ギーの最低状態から

n = 1; l = 0, s = 1/2, sz = ±1/2, E1 = −R(z)1
1

(13.62)

n = 2; l = 1, lz = 1, 0,−1, s = 1/2, E1 = −R(z)1
4

n = 3; l = 2, s = 1/2, E1 = −R(z)1
9

n = 4; l = 0, s = 1/2, E1 = −R(z) 1
16

n = 5; l = 0, s = 1/2, E1 = −R(z) 1
25

· · ·

となり、これらは、角運動量の大きさが lであるとき、ｚ成分は lz = −l,−l+1,−l+2, · · · l−1, l

の 2l + 1この状態をとり、スピンの 2つの異なる状態と合わせて、縮退度

n = 1; l = 0, 1× 2 = 2 (13.63)

n = 2; l = 1, ; ((2 + 1) + 1)× 2 = 8

n = 3; l = 2, 1, 0; ((2× 2 + 1) + (2× 1 + 1) + (1))× 2 = 18

n = 4; l = 3, 2, 1, 0; ((2× 3 + 1) + (2× 2 + 1) + (2× 1 + 1) + (1))× 2 = 32

n = 5; l = 4, 3, 2, 1, 0; (25)× 2 = 50

· · ·

をもつ。
これらの直積から構成した原子波動関数は、低いレベルから、水素 (H)、ヘリウム (He)、
リチウム (Li)、ベリリウム (Be)、ホウ素 (B)、炭素 (C)、酸素 (O)、(N),等に対応している。
周期律表

13.9 フンド則
電子はフェルミ・ディラック統計に従い、一つの状態には一つの電子だけが占める。その
ため２電子系で、二つのスピンが同じ状態

ψα
s (x⃗1)ψ

β
s (x⃗2)− ψα

s (x⃗2)ψ
β
s (x⃗1) (13.64)

は、軌道状態が α = βと同じとき、零になってしまう。しかし、軌道状態が異なるとき、

ψα
s (x⃗1)ψ

β
s′(x⃗2)− ψα

s (x⃗2)ψ
β
s′(x⃗1) (13.65)

293



は、零ではない。だから、スピンが異なる場合の方が、同じ軌道を使えてより低い一体エネ
ルギー状態をとれる。一体軌道エネルギーの効果が大きい場合は、だから異なるスピン状態
に複数の電子が占める。
ところが、電子間の相互作用が原子核と電子間と同じクーロン相互作用であるので、一体
軌道のエネルギーの効果が相互作用の効果より大きい保証はない。相互作用の効果が、一体
軌道の状態に大きな補正を与えるほど大きい時、一体軌道に基づく近似は、良くないであろ
う。だから上のような結果になる保証はない。この場合でも成立することは、２体電子波動
関数が、反対称性のため同じスピンと同じ座標で必然的に零になることである。波動関数は、
座標とスピンを同時に入れ替えると、反対称になり

ψs1,s2(x⃗1, x⃗2) = −ψs2,s1(x⃗2, x⃗1) (13.66)

となっている。だから、スピンが同じで座標が同じ時、波動関数は

ψs1,s2(x⃗1, x⃗2) = −ψs2,s1(x⃗2, x⃗1) = 0, s1 = s2, x⃗1 = x⃗2 (13.67)

と零になる。しかし、座標が同じでもスピンが異なれば、

ψs1,s2(x⃗1, x⃗2) = −ψs2,s1(x⃗2, x⃗1) ̸= 0, s1 ̸= s2, x⃗1 = x⃗2 (13.68)

と零になる必要はない。近距離における電子間のクーロン斥力の大きさは、だからスピンが
そろった時の方が小さくなると考えられる。この効果が大きく効いている系では、スピンが
そろうはずである。

13.10 電子ガスと凝集力
金属中には、自由に動ける電子が沢山ある。これらの電子は、ほぼ自由に動き回るが、一
方で電子の負の電荷のために、電子間には電気的なクーロン斥力が働いている。電子間に働
く力が斥力であるため、多電子系のエネルギーは、自由電子のエネルギーよりも大きくなる
ことが予想される。しかし、電子はフェルミ・ディラック統計に従うので、多電子波動関数は
粒子の交換に対して反対称である。この同種粒子の性質は、エネルギーや様々な物理量に影
響を及ぼす。クーロン力で相互作用しあう電子ガスの性質を解明する研究は、身近な多体問
題として長い歴史を持つ題材である。電子ガスにおけるクーロン相互作用の効果を調べる。
　電子は、負の電荷を帯びているが、金属全体は電気的に中性である。電子の負電荷と、金
属中のイオンの正電荷とが同じ大きさで符号が逆である。もともと原子は、電気的に中性で
あるが、多原子が集まって金属を構成する。この際、原子内の一部の電子が原子から分離し
金属全体に広がる。残された金属の原子は、正電荷を帯びたイオンになっている。これらの
イオンは、電子よりもはるかに重く、ほぼ格子上に並んでいる。だから電子の運動を調べる
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際には、良い近似でイオンの運動を無視できる。また、ほぼ周期的に並んでいる正電荷の密
度を、一様な密度で近似する。電子ガスのハミルトニアンは、

H =
∑
i

p⃗2i
2m

+
∑
ij

e2

4πϵ0

1

rij
, (13.69)

rij = |x⃗i − x⃗j| (13.70)

一様な密度では、平行移動に対する不変な一粒子波動関数は、平面波、

ψα(x) = eip⃗·x⃗ (13.71)

である。これらによる多電子の反対称波動関数は、

Ψ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψαi1
(x1) ψαi1

(x2) . . . ψαi1
(xn)

ψαi2
(x1) ψαi2

(x2) . . . ψαi2
(xn)

...
...

. . .
...

ψαin
(x1) ψαin

(x2) . . . ψαin
(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
である。この状態のエネルギーを近似的に求めよう。
エネルギー期待値

E =
⟨Ψ|H|Ψ⟩
⟨Ψ|Ψ⟩

(13.72)

の計算のためには、分母の内積と分子のハミルトニアンの行列要素の計算が必要である。
先ず、分母の内積は

⟨Ψ|Ψ⟩ =
∑
P,P ′

∫
dx1dx2 · · · dxNψ∗

αi1
(x1)ψ

∗
αi2

(x2)ψ
∗
αi3

(x3) · · ·ψ∗
αiN

(xN)

×ψαj1
(x1)ψαj2

(x2)ψαj3
(x3) · · ·ψαjN

(xN) (13.73)

=
∑
P,P ′

δi1,j1δi2,j2 · · · δiN ,jN

=
∑
P=P ′

= N !

となる。次に分子は、

⟨Ψ|H|Ψ⟩ =
∑
P,P ′

∫
dx1dx2 · · · dxNψ∗

αi1
(x1)ψ

∗
αi2

(x2)ψ
∗
αi3

(x3) · · ·ψ∗
αiN

(xN)

×(
∑
l

p⃗2l
2m

+
∑
lm

e2

4πϵ0

1

rlm
)ψαj1

(x1)ψαj2
(x2)ψαj3

(x3) · · ·ψαjN
(xN) (13.74)

=
∑
P,P ′

∫
dx1dx2ψ

∗
αi1

(x1)ψ
∗
αi2

(x2)(
∑
l=1,2

p⃗2l
2m

+
e2

4πϵ0

1

r12
, )ψαj1

(x1)ψαj2
(x2)δi3,j3δi4,j4 · · · δiN ,jN

=
∑

P=P ′
() =
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13.11 ボース統計に従う光子と黒体輻射
光は、古典論ではマックスウェル方程式に従う波であるが、量子論では光子として波と粒
子の両方の振る舞いをする。また、同種粒子として光子多体はボース・アインシュタイン統
計に従い、光子の多体波動関数は座標の交換に対して対称関数で表される。一つの波数ベク
トルに関する分配関数は、調和振動子の分配関数

Z = Tr(e−βH), H = h̄ω(n+ 1/2) (13.75)

に一致する。Zは、e−βh̄ωを公比とする等比級数であり、簡単に計算できて、

Z = e−βh̄ω/2 1

1− e−βh̄ω
(13.76)

となる。また平均数 ⟨n⟩は

⟨n(ω, β)⟩ = e−βh̄ω

1− e−βh̄ω
=

1

eβh̄ω − 1
(13.77)

である。光の各波数のモードが異なる振動数の調和振動子で記述されるため、波数 k⃗の光子
の平均数は、

⟨n(ω(k), β)⟩ = 1

eβh̄ω − 1
(13.78)

であり、３次元体積要素も含めた形では、光子の分布関数は、∫ d3k

(2π)3
n(ω(k), β)⟩ =

∫ 1

2π2
k2dk

1

eβh̄ω(k) − 1
(13.79)

である。この分布は図のようなグラフであり、プランクが黒体輻射で求めた分布関数である。
プランク定数が歴史的に、初めて登場した式である。黒体輻射の分布関数は、光が、古典的
な電磁波とは異なる性質をもつことを初めて示し、量子力学の端緒となった式である。
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13.12 場の量子化
多体問題を最も系統的に扱う方法は、電子場や光子場を古典的な変数であるｃ－数では
なく、交換関係や反交換関係を満たす演算子とする場の量子化法である。今までは、電子場
ψ(t, x⃗)は、一つの電子の状態を表わすベクトル（波動関数）であった。二つの電子がある物
理系では、二つの座標の関数として、ベクトルを表わす。このように、電子数を決めた物理
状態は、電子数の位置変数を持つ波動関数で表わされる。
ところで、一つの粒子だけが存在する物理系で、その位置や状態が変化する物理を扱うに
は、一つの粒子の位置を変数とする波動関数でよい。しかし、粒子数が変化する物理現象を
扱うには、この形の波動関数では不十分であり、異なる粒子数を表わすベクトルが付け加わ
る必要がある。粒子数が、零、１，２、等のすべての粒子数を含むベクトル空間を一括して
構成できれば、このような物理を調べることが可能である。つまり、量子力学では扱う力学
変数として、粒子の位置や、運動量を正準交換関係に従う演算子としたが、これを拡張して
粒子数の異なるベクトル空間を構成する。このために、異なる粒子数の状態ベクトルを関連
させる演算子が必要である。この演算子は、場の性質をもつ演算子であり、また場の方程式
を満たす。このような場の方程式や演算子の性質を導くには、ラグランジアンを出発点とし
て、場を交換関係を満たす力学変数とみなせば良い。このプロセスを、位置変数を量子化し
た次のステップであるので、第２量子化という。

13.13 問題
４題選択せよ。
問 １
調和振動子のハミルト二アン、

H =
p2

2m
+
k

2
x2 (13.80)

の固有値方程式

HψE = EψE (13.81)

を解いて、固有値Eと固有ベクトルψEを求めよ。如何なる方法を使っても良い。ここでm

は質量、kはバネ定数であり、xと pは正準交換関係に従う。
問 ２
水素原子のハミルト二アンは、

H =
p2

2m
− α

r
(13.82)
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である。ここでmは電子の質量、αは結合定数, rは動径座標である。水素原子の束縛状態
の固有エネルギーと基底状態の固有関数を求めよ。ただし、水素原子の動径座標 rについて
の方程式が、

− 1

2m
h̄2

1

r2
∂r(r

2∂rRl(r)) + (
h̄2

2m

l(l + 1)

r2
− α

1

r
)R(r) = ER(r) (13.83)

− h̄2

2m
(∂2r +

2

r
∂r)R(r) + (

h̄2

2m

l(l + 1)

r2
− α

1

r
)R(r) = ER(r)

となることを使って良い。ここで、lh̄が角運動量の大きさ、Eは固有エネルギーである。
問 ３
パウリ行列

σ3 =

(
1 0

0 −1

)

σ1 =

(
0 1

1 0

)

σ2 =

(
0 −i
i 0

)

は、関係式

[σi, σj] = 2iϵijkσk (13.84)

{σi, σj} = 2δij

σiσj = δij + iϵijkσk

を満たすことを証明せよ。
問 ４
角運動量ベクトルは、位置 xiと運動量 pjから

li = ϵijkxjpk (13.85)

と定義される。交換関係

[xi, pj] = ih̄ϵijk (13.86)

[xi, xj] = [pi, pj] = 0 (13.87)
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を使い。角運動量の交換関係

[li, xj] = ih̄ϵijkxk (13.88)

[li, pj] = ih̄ϵijkpk (13.89)

[li, lj] = ih̄ϵijklk (13.90)

を証明せよ。
問 ５
ハミルトニアンがH0と ϵH1の和

H = H0 + ϵH1 (13.91)

で表され、さらにH0の固有値E0
i と固有ベクトル |u0i ⟩

H0|u0i ⟩ = E0
i |u0i ⟩ (13.92)∑

i

|u0i ⟩⟨u0i | = 1 (13.93)

がすべて分かっているとする。ここで、すべてのエネルギーE0
i はとびとびで互いに異なり、

E0
i ̸= E0

j (13.94)

が満たされているとし、また ϵは微少なパラメーターであるとする。
(1)

Hの固有値方程式、

H|ul⟩ = El|ul⟩ (13.95)

を満たす固有値と固有ベクトルを ϵの 1次までの近似で求めよ。
(2)

E1 = E2であるとき、|u0i ⟩; i = 1, 2の空間内でHの固有値と固有ベクトルを求めよ。ただ
し、⟨u01|H1|u02⟩ = δとせよ。
問 ６
二次元系で、面に垂直の磁場と面に平行の電場が加わった時、電子が満たすシュレーデイ
ンガー方程式を書き下せ。次に、解きやすいゲージを選んで、そのシュレーデインガー方程
式の解を求めよ。
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13.14 問題
４題選択せよ。
問 １
調和振動子のハミルト二アン、

H =
p2

2m
+
k

2
x2 (13.96)

の固有値方程式

HψE = EψE (13.97)

の基底状態の固有値Eと固有ベクトルψEを求めよ。ここでmは質量、kはバネ定数であり、
xと pは正準交換関係に従う。
問 ２
水素原子のハミルト二アンは、

H =
p2

2m
− α

r
(13.98)

である。ここでmは電子の質量、αは結合定数, rは動径座標である。水素原子の基底状態
は角運動量が零の状態であることが分かっている。基底状態のエネルギーと固有関数を求め
よ。ただし、水素原子の動径座標 rについての一般の状態の方程式は、

− 1

2m
h̄2

1

r2
∂r(r

2∂rRl(r)) + (
h̄2

2m

l(l + 1)

r2
− α

1

r
)R(r) = ER(r) (13.99)

となることを使って良い。ここで、lh̄が角運動量の大きさ、Eは固有エネルギーである。
問 ３
微分演算子

p = −ih̄ ∂
∂x

(13.100)

は、交換関係

[x, p] = ih̄ (13.101)

を満たすことを示せ。
問 ４
角運動量ベクトルは、位置 xiと運動量 pjから

li = ϵijkxjpk (13.102)
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と定義される。交換関係

[xi, pj] = ih̄δij (13.103)

[xi, xj] = [pi, pj] = 0 (13.104)

を使い。角運動量の交換関係

[li, xj] = ih̄ϵijkxk (13.105)

[li, pj] = ih̄ϵijkpk (13.106)

[li, lj] = ih̄ϵijklk (13.107)

と

[li,x
2] = 0 (13.108)

[li, l
2] = 0 (13.109)

を証明せよ。
問 ５
ハミルトニアンがH0と ϵH1の和

H = H0 + ϵH1 (13.110)

で表され、さらにH0の固有値E0
i と固有ベクトル |u0i ⟩

H0|u0i ⟩ = E0
i |u0i ⟩ (13.111)∑

i

|u0i ⟩⟨u0i | = 1 (13.112)

がすべて分かっているとする。ここで、すべてのエネルギーE0
i はとびとびで互いに異なり、

E0
i ̸= E0

j (13.113)

が満たされているとし、また ϵは微少なパラメーターであるとする。
(1)

Hの固有値方程式、

H|ul⟩ = El|ul⟩ (13.114)

を満たす固有値と固有ベクトルを ϵの 1次までの近似で求めよ。
(2)

E1 = E2であるとき、|u0i ⟩; i = 1, 2の空間内でHの固有値と固有ベクトルを求めよ。ただ
し、⟨u01|H1|u02⟩ = δとせよ。
問 ６
二次元系で、面に垂直の磁場が加わった時、電子が満たすシュレーデインガー方程式を書
き下し、その固有値問題をとけ。
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第14章 付録

14.1 B：一般曲線直交座標におけるベクトル解析
運動の法則を表す常微分方程式や偏微分方程式を解く際、デカルト座標以外の直交曲線座
標系が使われることが多い。たとえば、球対称ポテンシャル中の力学や、量子力学は、球座
標を使うほうが便利である。球座標や他の直交座標におけるベクトル解析を本章でまとめて
おく。

14.1.1 ベクトルの微分

ベクトル場の微分や積分を様々な直交座標系で行う場合、単位ベクトルに注意を払うこと
が必要である。それぞれの座標系で直交単位ベクトルは、位置ベクトルを各変数に関して微
分して得られる。

14.1.2 デカルト座標

単位ベクトルを ex, ey, ezとしてベクトルVの成分を Vx, Vy, Vzとする。即ち、

V = exVx + eyVy + ezVz (14.1)

とする。単位ベクトルは、デカルト座標による表示で

ex = (1, 0, 0)

ex = (0, 1, 0) (14.2)

ex = (0, 0, 1)

を成分とする。これらは、規格直交系の条件、

ei · ej = δi,j (14.3)

を満たす定ベクトルである。
微小線要素
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各成分の微小量を使い、微小な線要素ベクトル dlとその長さは

dl = exdx+ eydy + ezdz

dl2 = dx2 + dy2 + dz2 (14.4)

である。これらから、デカルト座標におけるベクトル解析の基本演算は以下のようになるこ
とがわかる。
座標の変化に対する関数Ψの変化 δΨから、
勾配（ Gradient）は、

δΨ = dl · ∇Ψ(x) (14.5)

と定義される。これより、勾配を成分に分解して

∇Ψ(x) = ex(∇Ψ(x))x + ey(∇Ψ(x))y ++ez(∇Ψ(x))z (14.6)

とする、各成分は

(∇Ψ(x))x = ∂xΨ(x), (∇Ψ(x))y = ∂yΨ(x), (∇Ψ(x))z = ∂zΨ(x) (14.7)

である。
発散（ Divergence）
ベクトル場Vは、デカルト座標系で

V = exVx + eyVy + ezVz (14.8)

と表せる。このベクトルの発散は、

∇ ·V(x) = ∂xVx(x) + ∂yVy(x) + ∂zVz(x) (14.9)

である。
回転（ Rotation）
同じベクトルの回転（ Rotation）は

∇×V(x) = ex(∂yVz(x− ∂zVy(x))

+ey(∂zVx(x)− ∂xVz(x)) (14.10)

+ez(∂xVy(x)− ∂yVx(x))

である。
ラプラシアン（ Laplacian）
スカラー場の勾配ベクトルの発散がラプラシアンであり、

∇2Ψ(x) = (∂2x + ∂2y + ∂2z )Ψ(x) (14.11)

となる。
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14.1.3 場についての積分定理

1変数 xの関数 f(x)にたいして、微分と積分は逆の操作であるので、微分 f ′(x) の積分や
f(x)の積分は、恒等式 ∫ b

a
dxf ′(x) = f(b)− f(a) (14.12)

∂

∂b

∫ b

a
dxf(x) = f(b)

を満たす。

同様な関係式が、場の微分と積分の間に成立する。
1　スカラー場の勾配についての積分定理
スカラー場の勾配の線積分については、∫ P2

P1

d⃗l · ∇Ψ = Ψ(P2)−Ψ(P1) (14.13)

となる。この関係式は、線の上で一つのパラメーター tを使う一次元積分で考えると、

x⃗(t) = e⃗xx(t) + e⃗yy(t) + e⃗zz(t) (14.14)

から、線要素と勾配を tで計算して、

d⃗l · ∇Ψ = dt(
dx

dt

∂Ψ

∂x
+
dy

dt

∂Ψ

∂y
+
dz

dt

∂Ψ

∂z
) = dt

dΨ

dt
(14.15)∫ t2

t1
d⃗l · ∇Ψ =

∫ t2

t1
dt
d

dt
Ψ(t) = Ψ(t2)−Ψ(t1)
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となり、上の一変数関数の微分の積分に関する項等式に一致する。また、この結果を使うと、
一般曲線座標系における勾配が簡単に計算できる。
2　ベクトル場の発散についてのガウスの発散定理
同様な関係式が、ベクトル場の微分の積分にたいして成立する。ベクトル場の微分には、
発散と回転の 2種類ある。前者に対して成立する関係式がガウスの発散定理であり、後者に
対して成立する関係式がストークスの定理である。
先ず、デカルト座標を使い、ガウスの発散定理を数学的帰納法で証明しよう。任意な立体
に対してベクトル場の発散の体積積分が、ベクトル場の表面での面積分に同等であることを
示すのがガウスの定理 ∫

内部
dv∇ ·V =

∫
表面

dS ·V (14.16)

である。この定理を証明するにあたり、小さな立体による同等性の成立を第 1段階、n = 1、
とし、これを先ず示し、次に大きな立体によるもの、n = N、で成立するとき、さらに次の
段階 n = N +1に拡張できることを示す。よって、任意のN、すなわち任意の立体に対して
定理が成立することを示す。
（証明）
１。小さな立方体での積分の両辺が等しいことを証明する。図の極めて小さな立方体では、

積分は被積分関数の値に積分体積をかけたものである。そのため、左辺は∫
dv∇ · V⃗ = dxdydz(∂xVx + ∂yVy + ∂zVz) (14.17)

となる。また、右辺の面積分は、2枚の xy面、2枚の yz面、と 2枚の zx面の計 6枚の面で
の被積分関数の値に面積をかけた∫

dS⃗ · V⃗ (14.18)

= (Vx(x+ dx)− Vx(x))dydz + (Vy(y + dy)− Vy(y))dxdz + (Vz(z + dz)− Vz(z))dxdz

= (∂xVx + ∂yVy + ∂zVz)dxdydz

となる。よって、ベクトル場の発散の体積積分が、ベクトル場の表面での面積分に等しい。∫
小立方体の内部

dv∇ ·V =
∫
小立方体の表面

dS ·V (14.19)
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２。等号が、一つの有限の大きさの立体で成立するとき、これに小さな立方体を接触させて
構成した立体でも、成立することを示す。ある有限の大きさの立体で両積分が等しいとし、

この立体に小さな立方体を接触させて構成した新たな立体での積分を考察する。∫
内部

dv∇ ·V +
∫
小立方体の内部

dv∇ ·V (14.20)

=
∫
表面

dS ·V +
∫
小立方体の表面

dS ·V

上の等式の左辺は、積分の和則から全体の積分となり、一方で右辺は接触部分で積分が打ち
消されると共に、接触部が表面ではなくなるため、結局∫

内部+小立方体
dv∇ ·V =

∫
全体の表面

dS ·V (14.21)

が成立する。よって、任意の曲面で囲まれた立体の内部におけるベクトル場の発散の体積積
分は、表面における面積分に一致する。
３　べクトル場の回転についてのストークスの定理
ベクトル場の回転に関するストークスの定理は、ベクトル場の回転の面積分が、ベクトル
場の境界に沿った線積分∫

有限な曲面
dS · ∇ ×V =

∫
曲面の境界

dl ·V (14.22)

に一致することを示す。
デカルト座標を使い、ストークスの定理を数学的帰納法で証明しよう。任意な面に対してベ
クトル場の回転の面積分が、ベクトル場の境界線に沿う線積分に同等であることを示すのが
ストークスの定理である。この定理を証明するにあたり、小さな平面による第 1段階、n = 1、
で同等性が成立することを先ず示し、次に n = N で同等性が成立するとき、n = N + 1に
拡張できることを示す。よって、任意のN、すなわち任意の立体に対する定理が成立するこ
とを示す。
（証明）
１。小さな正方形で両辺の積分が等しいこと。極めて小さな xy面内の正方形では、左辺は
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∫
dxdy∇× V⃗ = dxdy(∂xVy − ∂yVx) (14.23)

となる。また、右辺の線積分は

(dxVx(x, y) + dyVy(x+ dx, y)− dxVx(x+ dx, y + dy)− dyVy(x, y + dy))　

= dxdy(∂xVy(x)− ∂yVx(x)) (14.24)

となる。よって、ベクトル場の回転の面積分が、ベクトル場の境界線での線積分に等しい。∫
小正方形の内部

dS · ∇ ×V =
∫
小正方形の境界線

dl ·V (14.25)

が成立する。
小さな閉局面で定理は、∫

小さな閉局面
dS · ∇ ×V =

∫
小正方形の境界線

dl ·V = 0。 (14.26)

となり面積分が零になる。上の右辺で、閉局面では境界が存在しないので最後の等式が成立
する。
２。一つの有限の大きさの曲面で成立するとき、小さな曲面を接触させて曲面を変形した
曲面でも、成立する。

次に、ある曲面で両積分が等しいとし、この曲面に小さな曲面を接触させて境界線を変更
して構成した新たな曲面での積分を考察する。∫

曲面
dS · ∇ ×V +

∫
小曲面の内部

dS · ∇ ×V (14.27)

=
∫
境界線

dl ·V +
∫
小境界線

dl ·V

上の等式の左辺は、積分の和則から全体の積分となり、一方で右辺は接触部分で積分が打ち
消されると共に、接触部が境界線ではなくなるため、結局∫

曲面
dS · ∇ ×V =

∫
曲面の境界線

dl ·V (14.28)
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が成立する。また、元の曲面に接した小さな曲面が、境界線を変えないときは、閉局面を足
したものであるので、積分は変更を受けず、定理が成立する。
よって、任意の曲面で囲まれた立体の内部におけるベクトル場の回転の面積分は、境界に
おける線積分に一致する。
以上のように、ベクトル場の微分である発散や回転の積分は、ベクトル場の面積分や線積
分に一致する。積分は使う座標系には無関係であるので、この両定理は、座標系とは関係な
く成立するため、以下に述べるいくつかの直交曲線座標系での、ベクトル場の発散や回転を
計算するのに、使われる。

14.1.4 球座標

原点からの距離 r、と z軸からの角度 θ、xy面からの角度 φを使う球座標 (r, θ, φ)は デカ
ルト座標と

x = rsinθcosφ,

y = rsinθsinφ, (14.29)

x = rcosθ

と関連している。

球座標における、単位ベクトルを er, eθ, eφとして任意のベクトルVの成分を Vr, Vθ, Vφと
する。すなわち、

V = erVr + eθVθ + eφVφ (14.30)

とする。単位ベクトルはそれぞれの変数を微少に変化させた時の位置ベクトルの変化∂rx, ∂θx, ∂φx

に比例した規格化されたベクトル

er = (sinθcosφ, sinθsinφ, cosθ)

eθ = (cosθcosφ, cosθsinφ,−sinθ) (14.31)

eφ = (−sinφ, cosφ, 0, )
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であり規格直交系の条件、
ei · ej = δi,j (14.32)

ei × ej = ϵijkek; (i = 1, 2, 3 → r, θ, ϕ) (14.33)

を満たす。しかし極座標ではこの単位ベクトルは定ベクトルではなく、角度と共に変わり、

∂rer = 0, ∂reθ = 0, ∂reϕ = 0 (14.34)

∂θer = eθ, ∂θeθ = −er, ∂θeϕ = 0

∂ϕer = sin θeϕ, ∂ϕeθ = cos θeϕ, ∂ϕeϕ = − sin θer − cos θeθ

となる。そのため、次に示すいくつかの計算で、注意が必要である。
微小線要素
微小な線要素ベクトル dlとその長さの２乗は

dl = erdr + eθrdθ + eφr sin θdφ

dl2 = dr2 + r2dθ2 + r2sin θ2dφ2 (14.35)

となる。角度変数は無次元であるので、r2の項のために三項が同じ次元になっている。
場の微分に関するベクトル解析の基本演算は以下のとおりである。
微小量に対する式 (14.5)や 線積分公式 (14.13)より、
勾配（ Gradient）ベクトルは

∇Ψ(x) = er∂rΨ(x) + eθ
1

r
∂θΨ(x) + eφ

1

r sinθ
∂φΨ(x) (14.36)

であり、各成分が

(∇Ψ(x)))r = ∂rΨ(x) (14.37)

(∇Ψ(x)))θ =
1

r
∂θΨ(x) (14.38)

(∇Ψ(x)))ϕ =
1

r sin θ
∂ϕΨ(x) (14.39)

となる。
つまり、∇は、

∇ = er∂r + eθ
1

r
∂θ + eφ

1

r sinθ
∂φ (14.40)

となるベクトル演算子である。この表式を使い、ベクトル解析の様々な計算や、量子力学に
おける様々な演算子、たとえば角運動量等、の球座標における表示が得られる。
発散（ Divergence）
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発散に関するガウスの定理 ∫
dv∇ ·V =

∫
dS ·V (14.41)

で、体積要素と面要素が、各方向の辺の長さを使い

dv = (dr)(rdθ)(r sin θdϕ) (14.42)

dS = err
2 sin θdθdϕ+ eθr sin θdrdϕ+ eϕrdθdϕ (14.43)

と表わせることより、

∇ ·V(x) =
1

r2sinθ
(∂r(r

2sinθVr(x)) + ∂θ(rsinθVθ(x)) + ∂φ(rVφ(x))) (14.44)

となる。このように発散は、ベクトル場の発散に関するガウスの定理を使うと比較的簡単に
導ける。

また発散の結果は、単位ベクトルの微分 (14.34) を使い、具体的な計算

∇ ·V(x) (14.45)

= (er∂r + eθ
1

r
∂θ + eφ

1

r sinθ
∂φ) · (erVr + eθVθ + eφVφ)

より求めることもできる。
回転に関するストークスの定理∫

dS · ∇ ×V =
∫
dl ·V (14.46)

で、上の面要素と線要素から、

∇×V(x) = (
1

r2sinθ
)(er(∂θ(rsinθVφ(x)− ∂φrVθ(x))

+reθ(∂φVr(x)− ∂rrsinθVφ(x)) (14.47)

+rsinθeφ(∂rrVθ(x)− ∂θVr(x)))
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となり、回転は、回転に関するストークスの定理を使うと比較的簡単に導ける。
た回転の結果は、単位ベクトルの微分 (14.34)を使い具体的な計算

∇×V(x) = (er∂r + eθ
1

r
∂θ + eφ

1

r sinθ
∂φ)× (erVr + eθVθ + eφVφ) (14.48)

より、求めることもできる。
勾配と発散からラプラシアン（ Laplacian）が

∇2Ψ(x) =
1

r2
∂r(r

2∂rΨ(x))

+
1

r2sinθ
∂θ(sinθ∂θΨ(x)) +

1

r2sinθ2
∂φ

2Ψ(x), (14.49)

=
1

r2
∂r(r

2∂rΨ(x)) +
1

r2
dθ,ϕ

2Ψ(x)

と求まる。ここで、dθ,ϕ2は角度変数に関する微分演算子であり、

dθ,ϕ
2 = ∂θ

2 +
cosθ

sinθ
∂θ +

1

sinθ2
∂φ

2 (14.50)

と与えられ、次に述べる角運動量の自乗に比例する。スカラー関数 Ψ(x)にラプラシアンが
作用したとき、上記の演算に帰着する。もしもベクトル場にラプラシアンが作用したときは、
これと異なりさらに複雑なものになる。
角運動量演算子
角運動量は、位置ベクトルと運動量ベクトルのベクトル積であり、演算子

L⃗ = x⃗× P⃗ (14.51)

= re⃗r × (−ih̄)(e⃗r∂r + e⃗θ
1

r
∂θ + eφ

1

r sinθ
∂φ)

= (−ih̄)e⃗r × e⃗θ∂θ + e⃗r × eφ
1

sin θ
∂φ

= (−ih̄)(e⃗φ∂θ − e⃗θ
1

sin θ
∂φ) (14.52)

である。これより、ｚ成分は

Lz = (−ih̄)(e⃗zφ∂θ − e⃗zθ
1

sin θ
∂φ) (14.53)

= (−ih̄)(e⃗zφ∂θ − e⃗zθ
1

sin θ
∂φ)

= (−ih̄)∂φ (14.54)

となり、角運動量の昇降演算子や下降演算子が

Lx ± iLy = h̄e±iφ(±∂θ + i cot θ∂φ) (14.55)
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となり、角運動量の大きさの二乗は、

L⃗2 = (−ih̄)2( ∂
2

∂θ2
+ cot θ

∂

∂θ
+

1

sin θ2
∂2

∂θ2
) (14.56)

となる。
これよりラプラス方程式の球対称の解は以下で与えられる。

R(r) =
1

r
(14.57)

また、L2の固有関数は球面調和関数

Ylm(θ, φ) = Pm
l (cosθ)eimφ (14.58)

で与えられる。

14.1.5 円柱座標

円柱座標 (ρ, φ, z)は デカルト座標と

x = ρcosφ,

y = ρsinφ, (14.59)

z = z

と関連している。円柱座標における、単位ベクトルを eρ, eφ, ezとしてベクトルVの成分を
Vρ, Vφ, Vzとする。すなわち、

V = eρVρ + eφVφ + ezVz (14.60)

とする。単位ベクトルは ∂ρx, ∂φx, ∂zx に比例し

eρ = (cosφ, sinφ, 0)

ez = (0, 0, 1) (14.61)

eφ = (−sinφ, cosφ, 0, )

であり規格直交系の条件、
ei · ej = δi,j (14.62)

を満たす。eρ, eφは定ベクトルではないが ezは定ベクトルである。
円柱座標における基本演算は以下のとおりである。
勾配（ Gradient）

∇Ψ(x) = eρ∂ρΨ(x) + eφ
1

r
∂φΨ(x) + ez∂zΨ(x) (14.63)

313



発散（ Divergence）

∇ ·V(x) =
1

ρ
∂ρ(ρVρ(x)) +

1

ρ
∂φVφ(x)) + ∂zVz(x) (14.64)

回転（ Rotation）

∇×V(x) =
1

ρ
(eρ(∂φVz(x)− ∂zρVφ(x))

+ρeφ(∂zVρ(x)− ∂ρVz(x)) (14.65)

+ez(∂ρρVφ(x)− ∂φVρ(x)))

ラプラシアン（ Laplacian）

∇2Ψ(x) =
1

ρ
∂ρ(ρ∂ρΨ(x))

+
1

ρ2
∂φ

2Ψ(x)) + ∂z
2Ψ(x), (14.66)

スカラー関数 Ψ(x)にラプラシアンが作用したとき、上記の演算に帰着する。もしもベクト
ル場にラプラシアンが作用した時は、これと異なりさらに複雑なものになる。
これよりラプラス方程式の軸対称の解は以下で与えられる。

R(ρ) = logρ (14.67)

14.1.6 放物線座標

放物線座標 (ξ, η, ϕ)は デカルト座標と

x =
√
ξηcosϕ,

y =
√
ξηsinϕ, (14.68)

z =
1

2
(ξ − η)

r =
1

2
(ξ + η) (14.69)

と関連している。円柱座標における、単位ベクトルを eξ, eη, eϕとしてベクトルVの成分を
Vξ, Vη, Vϕとする。すなわち、

V = eξVξ + eηVη + eϕVϕ (14.70)
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とする。単位ベクトルは ∂ξx, ∂ηx, ∂ϕx に比例し

eξ =

√
ξ

ξ + η
(

√
η

ξ
cosϕ,

√
η

ξ
sinϕ, 1)

eη =

√
η

ξ + η
(

√
ξ

η
cosϕ,

√
ξ

η
sinϕ,−1) (14.71)

eϕ = (−sinϕ, cosϕ, 0, )

であり規格直交系の条件、
ei · ej = δi,j; i, j = ξ, η, ϕ (14.72)

を満たす。eξ, eη, eϕは定ベクトルではなく、変数 ξ.η, ϕに依存していることに、注意が必要
である。
線要素は、

dl = lξeξdξ + lηeηdη + lϕeϕdη (14.73)

=
1

2

√
ξ + η

ξ
eξdξ +

1

2

√
ξ + η

ξ
eηdη +

√
ξηeϕdϕ

であり、
体積要素と面要素は、

dv =
1

2
(ξ + η)dξdηdϕ (14.74)

dS = eξ

√
1

4
ξ(ξ + η)dηdϕ+ eη

√
1

4
η(ξ + η)dξdϕ+ eϕ

1

4
√
ξη

(ξ + η)dξdη

(14.75)

となるので、放物線座標における基本演算は以下のとおりである。
勾配（ Gradient）

∇Ψ(x) =

√
4ξ

ξ + η
eξ∂ξΨ(x) +

√
4η

ξ + η
eη∂ηΨ(x) +

√
1

ξη
eϕ∂ϕΨ(x) (14.76)

発散（ Divergence）

∇ ·V(x) =
2

ξ + η
(∂ξ(

√
1

4
ξ(ξ + η)Vξ(x)) + ∂η(

√
1

4
η(ξ + η)Vη(x)) + ∂ϕ(

√
1

ξη
Vϕ(x))) (14.77)

ラプラシアン（ Laplacian）

∇2Ψ(x) = (
4

ξ + η
(
∂

∂ξ
(ξ
∂

∂ξ
+

∂

∂η
(η
∂

∂η
))) +

1

ξη

∂2

∂ϕ2
)Ψ(x) (14.78)

スカラー関数 Ψ(x)にラプラシアンが作用したとき、上記の演算に帰着する。もしもベクト
ル場にラプラシアンが作用した時は、これと異なりさらに複雑なものになる。
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14.1.7 一般の直交曲線座標

一般の直交曲線座標で単位ベクトルが、

(ei, ej) = δij (14.79)

を満たすとする。
微小線要素
微小な線要素ベクトル dlとその長さの２乗がスケール因子 (l1, l2, l3)で

dl = e1l1dx1 + e2l2dx2 + e3l3dx3

dl2 = l21dx1
2 + l22dx2

2 + l23dx3
2 (14.80)

と与えられている場合、場の微分に関するベクトル解析の基本演算は以下のとおりである。
ここで、スケール因子 l1, l2, l3は、定数である必要はない。
式 (14.5)より勾配が決まる。
勾配（ Gradient）

∇Ψ(x) =
1

l1
e1∂1Ψ(x) + e2

1

l2
∂2Ψ(x) + e3

1

l3
∂3Ψ(x) (14.81)

発散（ Divergence）
発散に関するガウスの定理 ∫

dv∇ ·V =
∫
dS ·V (14.82)

で、体積要素と面要素が

dv = l1l2l3dx1dx2dx3 (14.83)

dS = e1l1l2dx2dx3 + e2l3l1dx3dx1 + e3l1l2dx1dx2 (14.84)

となることより、

∇ ·V(x) =
1

l1l2l3
(∂1(l2l3V1(x)) + ∂2(l3l1V2(x)) + ∂3(l1l2V3(x))) (14.85)

このように発散の結果は、発散に関するガウスの定理を使うと比較的簡単に導ける。
回転に関するストークスの定理∫

dS · ∇ ×V =
∫
dl ·V (14.86)
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で、上の面要素と線要素から、

∇×V(x) = e1
1

l2l3
(∂2(l3V3)− ∂3(l2V2))

+e2
1

l3l1
(∂3(l1V1)− ∂1(l3V3)) (14.87)

+e3
1

l1l2
(∂1(l2V2)− ∂2(l1V1))

となり、回転は、回転に関するストークスの定理を使うと比較的簡単に導ける。
勾配と発散からラプラシアン（ Laplacian）が

∇2Ψ(x) =
1

l1l2l3
(∂1(

l2l3
l1
∂1Ψ(x) + ∂2(

l3l1
l2
∂2Ψ(x)) + ∂3(

l1l2
l3
∂3Ψ(x)) (14.88)

と求まる。

14.1.8 スケール因子

座標......変数.(q1, q2, q3).スケール因子 (l1, l2, l3)

デカルト座標....(x,y,z)......................(1,1,1)

球座標........... (r, θ, ϕ).................(1, r, r sin θ)

円柱座標........ (ρ, ϕ, z).................(1, ρ, 1)

放物線座標.......(ξ, η, ϕ)...............(1
2

√
ξ+η
ξ
, 1
2

√
ξ+η
η
,
√
ξη)

14.2 付録 C ：エルミート行列の対角化と２次形式の標準形

14.2.1 行列の固有値問題

エルミート行列H(成分 : Hij = H∗
ji)が与えられた時、固有値方程式、

Hiju
(λ1)
j = λu

(λ1)
j (14.89)

の解が必ず満たす性質として、
（１）固有値 λは必ず実数である。
（２）相異なる固有値に対応する固有ベクトルは直交する。
がある。ここで、二つのベクトルが直交するとは、ベクトルの内積

⟨uλ1 , uλ2⟩ =
∑
i

u∗λ1
i uλ2

i (14.90)
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が零になることである。ベクトルの大きさは自由に変えられるので、規格化をしておくと便
利である。この時、ベクトルは

⟨uλ1 , uλ2⟩ = δ(λ1,λ2) (14.91)

を満たす事になる。
（証明）
証明は簡単である。式 (14.89)の両辺に u∗λ2

j をかけて和をとる事により、∑
ij

u∗λ2
i Hiju

λ1
j = λ1

∑
u∗λ2
j uλ1

j (14.92)

が得られる。次に、λ1と λ2の順番を替えて、∑
ij

u∗λ1
i Hiju

λ2
j = λ2

∑
u∗λ1
j uλ2

j (14.93)

が得られる。ここで式 (14.92)の左辺の複素共役と,(14.93)の左辺は Hの性質を使うと等し
い事がわかる。よって、

(λ∗1 − λ2)
∑

u∗λ1
j uλ2

j = 0 (14.94)

となる。これより、

λ∗ = λ (14.95)

λ1 ̸= λ2 → ⟨u(λ1), u(λ2)⟩ = 0 (14.96)

となり、固有値は実数であり、相異なる固有値に対応する固有ベクトルは直交する。これで
証明が終りである。
今この固有ベクトルが、規格直交系の条件

⟨u(λ1), u(λ2)⟩ = δλ1,λ2 (14.97)

を満たすように規格化されているとする。これらのベクトルを縦に並べてユニタリ行列Uを
構成しよう。

U = (u(λ1), u(λ2), · · · , u(λN ))) (14.98)

明らかにこの行列は

U †U = I (14.99)

を満たすユニタリ行列であり、行列Hの両辺にかけると

U †HU = ED (14.100)

は対角行列である。上の固有値が、対角成分に一致している。

318



14.2.2 ２次形式の標準形

N個の複素数 zi, i = 1, N の二次形式

I =
∑
ij

z∗iHijzj (14.101)

は変数を一次変換

zi =
∑
j

Uij z̃j (14.102)

すると、

I =
∑
ij

z̃∗i H̃ij z̃j (14.103)

H̃ = U †HU (14.104)

と変換される。うまい行列 U を選ぶと、H̃は対角行列となり右辺には同じ ziの２乗だけが
現れ、

I =
∑
i

λi|zi|2 (14.105)

となる。この形を標準形という。(z1, z2, z3)がある座標系における空間の座標である場合、座
標系を回転して別の座標系に移る際の変換は、直交変換である。

14.2.3 二つの行列の同時固有値問題

二つの可換なエルミート行列A(成分 : Aij = A∗
ji)とB(成分 : Bij = B∗

ji)、

[A,B] = 0 (14.106)

が与えられた時、固有値方程式、

Aiju
(λ1)
j = λau

(λ1)
j (14.107)

Biju
(λ1)
j = λbu

(λ1)
j (14.108)

を満たすベクトル u(λ1)が存在する。
今この固有ベクトルが、規格直交系の条件

⟨u(λ1), u(λ2)⟩ = δλ1,λ2 (14.109)
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を満たすように規格化されているとする。これらのベクトルを縦に並べてユニタリ行列Uを
構成しよう。

U = (u(λ1), u(λ2), · · · , u(λN ))) (14.110)

明らかにこの行列は

U †U = I (14.111)

を満たすユニタリ行列であり、行列AとBの両辺にかけると

U †AU = AD, U
†BU = BD (14.112)

AD、BDいずれも対角行列である。つまり、一つのユニタリ行列で二つの行列が、同時に対
角形に変換される。

14.3 D 特殊関数

14.3.1 ガンマ関数

ガンマ関数は、積分

Γ(z) =
∫ ∞

0
e−ttz−1dt (14.113)

[ℜa > 0]

で定義され、z = −n[n = 0, 1, 2, · · ·]で留数が (−)n/n!である 1位の極をもち、それ以外では
正則で、また 1

Γ(z)
は |z| < ∞で正則である。z = 1では積分が簡単に計算でき、Γ(1) = 1で

ある。また部分積分から、漸化式

Γ(z + 1) = zΓ(z) (14.114)

が導かれ、整数 nに対する値が、

Γ(1) = 1,Γ(n+ 1) = n! (14.115)

となることがわかる。z = n+ 1/2では、ガンマ関数は

Γ(n+ 1/2) =
(2n− 1)!!

2n
√
π (14.116)

となり、また関係式

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sinπz
(14.117)

を満たしている。
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14.3.2 Legendreの微分方程式とLegendre多項式

Legendreの微分方程式

(1− x2)y
′′ − 2xy

′
+ n(n+ 1)y = 0 (14.118)

の解として、Legendre多項式 は

P2n =
n∑

r=0

(−1)n−r (2n+ 2r − 1)!!

(2r)!(2n− 2r)!!
x2r (14.119)

P2n+1 =
n∑

r=0

(−1)n−r (2n+ 2r + 1)!!

(2r + 1)!(2n− 2r)!!
x2r+1 (14.120)

と表せる。また、この多項式はRodorigueの公式

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n (14.121)

とも表される。

P2l(x) =
1

2(2l)(2l!)

d(2l)

dx(2l)
(x2 − 1)2l (14.122)

=
1

2(2l)(2l!)

d(2l)

dx(2l)
(2l!)r!

(2l − r!)
x2r(−1)2l−r (14.123)

= (14.124)

Legendre多項式の母関数は

1√
1− 2tz + t2

=
∑
l

tlPl(z) (14.125)

である。Rodorigueの公式を応用して、直交関係∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x)dx = 0;n ̸= m

=
2

2n+ 1
;n = m (14.126)

や、母関数より漸化式

nPn(x)− (2n− 1)xPn−1(x) + (n− 1)Pn−2(x) = 0 (14.127)

(x2 − 1)P ′
n(x) = n[xPn(x)− Pn−1(x)] (14.128)
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が導ける。Legendre多項式は小さな nでは、

P0(x = 1, P1(x) = x,

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1) = (1/4)(3 cos 2θ + 1)

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x) = (1/8)(5 cos 3θ + 3 cos θ) (14.129)

となる。
陪関数
Legendreの 陪微分方程式

(1− x2)y
′′ − 2xy

′
+ [n(n+ 1)− m2

1− x2
]y = 0 (14.130)

の解として、Legendre陪多項式

Pm
n (x) = (1− x2)m/2 d

m

dxm
Pn(x) (14.131)

がある。

14.3.3 Hermiteの微分方程式とHermite多項式

２階微分方程式

y
′′
(x)− 2xy

′
(x) + 2ny(x) = 0 (14.132)

は、次の型の n階微分方程式

m=n∑
m=0

(am + bmx)y
(m)(x) = 0 (14.133)

の特殊な場合である。ここで、係数 an, bnから作られる多項式 P (t), Q(t)を

P (t) =
m=n∑
m=0

amt
m (14.134)

Q(t) =
m=n∑
m=0

bmt
m (14.135)

と定義する。今の場合、

P (t) = 2n+ t2; a0 = 2n, a1 = 0, a2 = 1 (14.136)

Q(t) = −2t; b0 = 0, b1 = −2, b2 = 0 (14.137)
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である。これらを使い

Z(t) =
1

Q(t)
e
∫ t

dt′ P (t′)
Q(t′) (14.138)

となるZ(t)のラプラス変換

y(x) =
∫
C
dtZ(t)ext (14.139)

は、微分方程式の解となっている。ただし、積分路Cは、関数 y(x)が収束するように選ぶ。
関数 y(x)の n階微分は

y(m)(x) =
∫
C
dttmZ(t)ext (14.140)

となる。これを、微分方程式に代入して
m=n∑
m=0

(am + bmx)y
(m) (14.141)

=
m=n∑
m=0

(am + bmx)
∫
C
dttmZ(t)ext

=
∫
C
dtZ(t)

m=n∑
m=0

tm(am + bmx)e
xt

=
∫
C
dtZ(t)

m=n∑
m=0

(amt
m + bmt

m ∂

∂t
)ext

=
∫
C
dt[P (t)Z(t) +Q(t)Z(t)

∂

∂t
]ext

=
∫
C
dt[P (t)Z(t)− ∂

∂t
(Q(t)Z(t))]ext

=
∫
C
dt[P (t)Z(t)− P (t)

Q(t)
(Q(t)Z(t))]ext

= 0

となる。これより、関数 y(x)が微分方程式の解であることがわかる。上で部分積分と定義式
(14.138)から得られる

∂

∂t
(Q(t)Z(t)) =

P (t)

Q(t)
(Q(t)Z(t)) (14.142)

を使った。
今の場合、

Z(t) =
1

Q(t)
exp(

∫ t

dt′
P (t′)

Q(t′)
) (14.143)
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=
1

−2t
exp(

∫ t

dt′
2n+ t′2

−2t′
)

=
1

−2t
exp(

∫ t

dt′(−n/t′ − t′/2))

=
1

−2t
exp((−n log t− t2/4))

= − 1

2tn+1
exp (−t2/4)

である。このZ(t)をラプラス変換に代入して

y =
∫
C
(− 1

2tn+1
e−t2/4ext)dt (14.144)

= −1

2

∫
C

e−t2/4+xt

tn+1
dt

となる。積分経路Cは、図のように、無限遠点から実軸にそい原点を回る。さらに、積分を
実行するため、積分変数を tから

t = 2(x− u) (14.145)

となる uに変換して、関数 yを

y = N
∫
C
(

1

2n+1(x− u)n+1
e−(x−u)2+2x(x−u))du (14.146)

= Nex
2
∫
C

e−u2

2n+1(x− u)n+1
du

と表す。ここで、規格化定数を

N =
1

2πi
n! (14.147)

と選んだ時の関数をHn(x)とすると、

Hn =
1

2πi
ex

2
∫
C

e−u2
n!

2n+1(x− u)n+1
du (14.148)

= (−1)nex
2 dn

dxn
e−x2

となる。これは、 ∫
dxe−x2

Hn(x)Hm(x) =
√
π2nn!δn,m (14.149)

となる直交関数基底となっている。
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母関数
Hn(x)の定義より、tと xの関数G(t, x)

G(t, x) =
∑
n

tnHn(x)
1

n!
(14.150)

(
∂

∂t
)nG(t, x)|t=0 = Hn(x) (14.151)

を定義しておくと便利である。具体的にG(t, x)が

G(t, x) =
ex

2

2πi

∫
due−u2 ∑

n

tn

(u− x)n+1
(−)n (14.152)

=
ex

2

2πi

∫
due−u2 ∑

n

−t
(u− x)

n 1

u− x

=
ex

2

2πi

∫
due−u2 1

1 + t
u−x

1

u− x

=
ex

2

2πi

∫
due−u2 1

t+ u− x

= ex
2

e−(x−t)2

= e−t2+2xt

とわかり、母関数 (14.151)が、簡単な関数であることがわかる。これより母関数の t微分

d

dt
G(t, x) = (−2t+ 2x)G(t, x) (14.153)

d

dt
G(t, x) =

∑
n

ntn−1Hn(x)
1

n!
(14.154)

の比較から、漸化式

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x) (14.155)

が得られ、x微分

d

dx
G(t, x) = 2tG(t, x) (14.156)

d

dx
G(t, x) =

∑
n

tnH
′

n(x) (14.157)

の比較から、微分の漸化式

H
′

n(x) = 2nHn−1(x) (14.158)
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が得られる。
また、母関数の積の積分∫

dxe−x2

G(t, x)G(t′, x) =
∫
dxe−x2+2x(t+t′)−t2−t′2 (14.159)

=
∫
dxe−(x−t−t′)2+2tt′ =

√
πe2tt

′

は、tt′の関数であり、また展開式を使うと∫
dxe−x2

G(t, x)G(t′, x) =
∑
n,m

tnt′m
1

n!m!

∫
dxe−x2

Hn(x)Hm(x) (14.160)

となる。任意の tや t′で上の二つの結果が一致するため、積分は∫
dxe−x2

Hn(x)Hm(x) =
√
π2nn!δn,m (14.161)

となっている。

14.3.4 ベッセル関数

ベッセルの微分方程式

d2

dz2
u(z) +

1

z

d

dz
u(z) + (1− ν2

z2
)u(z) = 0 (14.162)

の二つの独立な解は、ν ̸=整数のとき、

Jν(z) = (
z

2
)ν

∞∑
l=0

(−)l(z/2)2l

l!Γ(ν + l + 1)
(14.163)

Nν(z) =
1

sin νπ
[cos νπJν(z)− J−ν(z)] (14.164)

である。Jν(z)は原点で有限であるがNν(z)は原点で発散する。
三次元球座標で変数分離した際、動径座標についての自由場の方程式は、

d2

dz2
w(z) +

2

z

d

dz
w(z) + (1− n(n+ 1)

z2
)w(z) = 0 (14.165)

となり、解がベッセル関数で、

jn(z) =

√
π

2z
Jn+1/2(z) (14.166)

nn(z) =

√
π

2z
Nn+1/2(z) (14.167)
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Jn+1/2(z) = (
z

2
)n+1/2

∞∑
l=0

(−)l(z/2)2l

l!Γ(n+ 1/2 + l + 1)
(14.168)

Nn+1/2(z) =
1

sin(n+ 1/2)π
[cos(n+ 1/2)πJn+1/2(z)− J−n−1/2(z)] (14.169)

と表される。これらは、三角関数で

jn(z) = (−)nzn(
1

z

d

dz
)n
sin z

z
(14.170)

nn(z) = (−)n+1zn(
1

z

d

dz
)n
cos z

z
(14.171)

とも表せ、nが小さな整数では、関数形は

j0(z) = z−1 sin z, j1(z) = z−2(sin z − z cos z) (14.172)

j2(z) = z−3(3− z2) sin z − 3z cos z (14.173)

n0(z) = −z−1 cos z, n1(z) = −z−2(cos z + z sin z) (14.174)

n2(z) = −z−3(3− z2) cos z + 3z sin z (14.175)

である。

14.3.5 Airy 関数

微分方程式

f (′′) − xf = 0 (14.176)

は、変数変換

t =
2

3
x3/2 (14.177)

でべッセル微分方程式になる。

14.3.6 超幾何関数

超幾何関数は、確定特異点を z = 0, 1,∞にもつ超幾何微分方程式

z(1− z)
d2

dz2
u+ [γ − (α + β + 1)

d

dz
u]− αβu = 0 (14.178)
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の解として求まり、無限級数

F (α, β, γ; z) =
∞∑
n=0

(α)n(β)n
(γ)n

zn

n!
(14.179)

である。ここで係数の分母や分子の関数は

(α)n =
Γ(α+ n)

Γ(α)
= α(α + 1) · · · (α + n− 1) (14.180)

である。

14.3.7 合流型超幾何関数

14.3.8 Laguerre多項式

Laguerre微分方程式

x
d2

dx2
y + (α + 1− x)

d

dx
y + ny = 0 (14.181)

の解

Lα
n(x) =

exx−α

n!

dn

dxn
(e−xxn+α) =

n∑
r=0

(−1)r(n+ α|n− r)
xr

r!
(14.182)

を Laguerre多項式という。Laguerre多項式は、直交関係、∫ ∞

0
e−xxαLα

n(x)L
α
m(x)dx = 0;n ̸= m (14.183)

=
Γ(α + n+ 1)

n!
;n = m (14.184)

を満たす。低次の Laguerre多項式は

Lα
0 (x) = 1, Lα

1 (x) = 1 + α− x, Lα
1 (x) = 1 + α− x, (14.185)

である。

14.4 E フーリエ級数とフーリエ展開
任意の周期関数 f(x+ L) = f(x)は、三角関数により

f(x) =
∑
n

(an sin knx+ bn cos knx) (14.186)

kn =
2π

L
(14.187)

328



と展開出来る。両辺に sin knxや cos knxをかけて積分して

an =
1

L

∫ L

0
dxf(x) sin knx, (14.188)

bn =
1

L

∫ L

0
dxf(x) sin knx, (14.189)

ここで、三角関数が直交関数系である関係式∫ L

0
dx sin knx sin kmx =

L

2
δnm (14.190)∫ L

0
dx cos knx cos kmx =

L

2
δnm (14.191)∫ L

0
dx sin knx cos kmx = 0 (14.192)

を使った。
Lが大きな極限では、

14.5 F グリーン関数

14.6 G 複素関数論
解析性、有理型関数と極、多価関数とりーマン面、Cauchy-Riemanの関係式、積分の漸近
形と停留位相法 ∫ ∞

−∞
dx

sinx

x
= π (14.193)

∫
c
dz
eiz

z
= 0 (14.194)
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14.7 クラスター展開
古典統計力学における分配関数を考察する。ハミルトニアンは、１粒子の運動量 p⃗iと２粒
子間の相互作用ポテンシャル vijからなり

H =
N∑
l=1

p⃗2i
2m

+
∑
i<j

vij (14.195)

とする。Ｎ粒子の分配関数は、温度 T とボルツマン定数 kの積の逆数、β = 1
kT
とハミルト

ニアンの関数 e−βH を各粒子の状態を表わす力学変数である位置ベクトル r⃗iと運動量ベクト
ル p⃗iについて積分した

ZN(V, T ) =
1

N !h3N

∫
d3Npd3Nre−βH (14.196)

である。ここで、運動量積分は、ガウス積分∫
dp⃗e−β p⃗2

2m = (
2mπ

β
)3/2 (14.197)

を使い簡単に実行でき、

ZN(V, T ) =
1

N !λ3N

∫
d3Nre−βHi , (14.198)

Hi =
∑
i<j

vij, λ =

√
2πh̄2

mkT
(14.199)

となる。
残された r⃗の積分は、簡単ではない。一つの方法は、

e
βvij = 1 + fij (14.200)

とおいて、分配関数を fijについて展開することである。βが零であれば、fijは零であるの
で、この展開は βが小さい時有効である βについての冪展開である。β = 1

kT
であるので、β

が小さいのは大きな T、すなわち高温になる。そのため、この展開は高温展開といわれる。
この展開で、

ZN(V, T ) =
∫
d3r1 · · · d3rN

∏
i<j

(1 + fij) (14.201)

=
∫
d3r1 · · · d3rN [1 + (f12 + f13 + f + · · ·) + (f12f13 + f12f14 + · · ·) + · · ·](14.202)

となり、たくさんの項の和の積分になる。これらの各積分は難しくはないが、多くの項があ
るのでこれらの各積分を系統的に分類すると良い。その際、積分に絵（ダイアグラム）を対
応させると、見通しが良く便利である。
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各積分は、αや βを二つの座標の対、例えば (ij)として∫
d3r1 · · · d3rNfαfβ · · · fγ (14.203)

の形である。このα, β, · · ·のあり得るすべての組み合わせを数え上げるため、それぞれの fij
に対して、座標の数だけのＯを書く。次に、Ｏの中に座標を指定する数字、例えば iを入れ
二つの座標が一つの fijにある時、これを示すように iを入れたＯと jを入れたＯを線で連結
する。このルールで、各積分にダイアグラムを対応させることができる。例えば、

f12, f13, f24, · · · (14.204)

や

f12f23, f12f34, f12f13, f12f13f23, · · · (14.205)

である。これらは、

に対応する。
次にNを固定して、考えてみよう。N = 3では、

14.8 参考文献
1.

Ｗ．パウリ”量子力学の一般原理”川口教男・堀節子訳、講談社 (1975)

W.Pauli, “Handbuch der Physik”,(1933)

14.9 テスト
ポテンシャルが U(r) = −α 1

r
+ c 1

r2
である場合のエネルギー固有値と固有状態を求めよ。

水素原子がもつ縮退が、この場合にどのようになるか、詳しく考察せよ。
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14.9.1 中間テスト１：３次元運動

質量ｍの質点が、三次元空間で球対称ポテンシャル V (r)の中で運動している。この質点
の量子力学に関する以下の問いに答えよ。
(1-1) この力学系のハミルトニアンは、古典力学で

H =
p⃗2

2m
+ V (r)

である。このハミルトニアンの量子力学における表現を求めよ。(デカルト座標で良い)

(1-2) この質点の運動は、時間 t、空間座標 x⃗に依存している波動関数ψ(t, x⃗)で表される。
この波動関数が従うシュレーデインガー方程式を書き下せ。
(1-3) 波動関数が、このシュレーデインガー方程式に従う時、下の確率密度 ρ(t, x⃗)を全空
間で積分した確率 P

ρ(t, x⃗) = ψ(t, x⃗)†ψ(t, x⃗)

P =
∫
dx⃗ρ(t, x⃗)

は、時間に依存しない保存量であることを示せ。
(1-4)

定常状態は、時間についての指数関数と座標についての関数の積で表現される。定常状態
が従う方程式を書き下せ。
(2) 水素原子の場合、ポテンシャルは

V (r) = −α
r
, α > 0

である。水素原子の定常状態の一つを求めよ。球座標における次の関係式

∇2 =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2
dθ,ϕ

2,

dθ,ϕ
2 =

∂2

∂θ2
+

cos θ

sin θ

∂

∂θ
+

1

sin θ2
∂2

∂φ2　

を使ってもよい。
(3) 角運動量は、交換関係

[Li, Lj] = ih̄ϵijkLk

を満たしている。この交換関係を満たす自明でない行列（Li ̸= 0）の一般形か、または特殊
な例を求めよ。
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14.9.2 量子力学期末テスト　

問　１．質量ｍの質点が、三次元空間で球対称ポテンシャル V (r)の中で運動している
力学系のハミルトニアンは、

H =
p⃗2

2m
+ V (r)

である。
(1-1) 角運動量は、i-成分を

Li = ϵijkxjpk (14.206)

とするベクトル演算子である。このように、２度同じ文字 jや kが現れるとき、
∑

j,k記号を
省略して、これらについて和をとるものとする。角運動量が交換関係

[Li, xj] = ih̄ϵijkxk, [Li, pj] = ih̄ϵijkpk (14.207)

[Li, Lj] = ih̄ϵijkLk

を満たしている事を示せ。また角運動量は、上のハミルトニアンと可換で

[Li, H] = 0 (14.208)

を満たすことを示せ。この関係式は、何を意味するか？
(1-2) 水素原子の場合、ポテンシャルは

V (r) = −α
r
, α > 0

である。水素原子の基底状態と第一励起状態の一つ、並びにそれらのエネルギーを求めよ。
球座標における次の関係式

∇2 =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2
dθ,ϕ

2,

dθ,ϕ
2 =

∂2

∂θ2
+

cos θ

sin θ

∂

∂θ
+

1

sin θ2
∂2

∂φ2　

を使ってもよい。
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問 2
二次元系で、面に垂直の磁場と面に平行の電場が加わった時、電子が満たすシュレーデイ
ンガー方程式を書き下せ。次に、解きやすいゲージを選んで、そのシュレーデインガー方程
式の解を求めよ。
問 ３
3-1

１次元調和振動子に、x3に比例する小さな摂動が加わった系

H =
p2

2m
+
k

2
x2 + ϵx3 (14.209)

における基底状態のエネルギーを ϵの１次の近似で求めよ。
3-2

ハミルト二アン

H =

(
E1 |λ|eiα

|λ|e−iα E2

)

の固有値と固有状態を求めよ。また、E1 ̸= E2の場合とE1 = E2の場合で生じる違いについ
て説明せよ。
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14.9.3 量子力学期末テスト (再追)　

問　１．質量ｍの質点が、三次元空間で球対称ポテンシャル V (r)の中で運動している
力学系のハミルトニアンは、

H =
p⃗2

2m
+ V (r)

である。
(1-1) 角運動量は、i-成分を

Li = ϵijkxjpk (14.210)

とするベクトル演算子である。このように、２度同じ文字 jや kが現れるとき、
∑

j,k記号を
省略して、これらについて和をとるものとする。角運動量が交換関係

[Li, xj] = ih̄ϵijkxk, [Li, pj] = ih̄ϵijkpk (14.211)

を満たしている事を示し、さらに角運動量が、上のハミルトニアンと

[Li, H] = 0 (14.212)

となることを示せ。
次に、L± = L1 ± iL2として、交換関係

[Li, Lj] = ih̄ϵijkLk (14.213)

[L⃗2, Li] = 0, [L+, L−] = 2h̄L3, [L3, L±] = ±h̄L3 (14.214)

が成立することを示せ。
(1-2) 水素原子の場合、ポテンシャルは

V (r) = −α
r
, α > 0

である。水素原子の基底状態と第一励起状態の一つ、並びにそれらのエネルギーを求めよ。
球座標における次の関係式

∇2 =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2
dθ,ϕ

2,

dθ,ϕ
2 =

∂2

∂θ2
+

cos θ

sin θ

∂

∂θ
+

1

sin θ2
∂2

∂φ2　

を使ってもよい。
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問 2
面に垂直の磁場と面に平行の電場が加わった２次元系を考察する。この磁場と電場をあら
わすベクトルポテンシャルとスカラーポテンシャルは何か？
次に、解きやすいゲージを選んで、このシュレーデインガー方程式の解を求めよ。
問 ３
3-1

１次元調和振動子に、xに比例する小さな摂動が加わった系

H =
p2

2m
+
k

2
x2 + ϵx (14.215)

における基底状態のエネルギーの ϵ2のオーダーでの値を求めよ。
3-2

ハミルト二アン

H =

(
E1 |λ|
|λ| E2

)

の固有値と固有状態を求めよ。また、E1 ̸= E2の場合とE1 = E2の場合で生じる違いについ
て説明せよ。
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