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SOLUTIO FACILIS PROBLEMATIS,
QUO QUAERITUR SPHAERA, -

QUAE DATAS QUATUOR SPHAERAS UTCUNQUE "

DISPOSITAS CONTINGAT. |

AUCTORE

1. EULERDO.

Conventui exhibita die 15 Nov. 1779,

I Quomodocunrque “quatuor sphaerae datae fuerint
dispositae , termarum centra semper in idem  planum inci-
dent., Sint igitur puncta A, B, C in plano tabulae sita,
centla trium sphaelalum pioposﬂsalum, quartae autem cen-
trim D in sublimi sit pomtum unde ad tria puncta prio

Tab- In ) ¢
Fig. 3.

ya ducantur rectae DA, DB et DC, quae cum sint datae,

vocentur anguli, circa verticem C siti, ADB—=c, ADC=b,

et BDC —a, atque his sex quantitatibus positio guatuor

centrorum A, B, C, D penitus determinatur.

II. Porxo vero, guod magnitundinem harum sphaera-

vocentur DA — A ; DB —B.et DC = C. Practerea vero

yum attinet, sit radius .sphaerae’ A — g, sphaerae B—5,

sphaerae C — ¢, ac denique sphaeraec D radius == ;3 sicque

‘omnino habebimus decem ‘quantitates cognitas, quas ne-
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cessario in computum mgwdl opmtet‘ nnde mirum non
foret, si solutio 11[1][15 ploblemaus ad formulas maxime
complexas pérduceret. Interim tamen operam . dabo, ut
universus calculus satis planus et PeISPlCLIL[S reddatur.

IIL. - Contemplemur nune sphaelam quaeﬂtﬁﬂ, quae.
omnes istas quatuor sphaeras simal contingat, quod cum
‘plmmus modis  fleri” possit, calculum hic praecipue ad
eum casum accommedabo, quo quatuor nostrae sphaerae
omnes a quinta intus tangantur, quippe. ex quo  casu

transitus -ad omnes alios evadig facﬂlS’ ‘dum radiorum .

b, ¢, d, alii positive, alii ‘negative quomodocunque acci-
piantur. - Sit igitur O centrum hujus sphaerae quaesitae,,
cujus radius vocetur =— x, hincque ad quatuor centra data
eductis rectis OA, OB, OC, 0D, evidens est fore
OA=—ux-+4g; OB__:c—|—B OC_II?—I—C et OD-___a:—t-b

IV. Quo autem sequentem calculum facilius insti-
tuere liceat, loco radii :c-’introducamus distantiam OD—z,
'itei ut sit o — z— b; unde si blemtaus glatm Ponamus.
A—bd=F b— b= g ¢ — b=h, et OA—z+f,
OB—z+g, OC =% h. . His factis denomlnatlombus
gonsideremus  primo triangulam ADO, cujus latera ‘sint
DA=A; OI).._ %; OA =z f, unde colligitur

— AP — (B )2 A ff ofm
COS, ADO S 2A% —_ 24z,
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tjnde si vocemus -angulum ADO =a; et brevitatis gratla
— F—fz __ F Fi . -
M A= [, erit G0s. at= g TSy i

V. Si mili modo, si pro triangulo BDO voeenus an-=
G—
gulum BDO =&, facidmusque —&%

BB -—gg_ -
——== G, erit cos. §= o~

G, & - Denique pro triangulo €DO,.posito angulo

R e B )
B

Bz . -
CDO v et 9%——@_}{ erit cos. ¥ = 5; —g» qui temi an-

guh a, &, v, quia involvunt mcogmtam Zs ipst ‘ilgue

etiam erunt 1ncog111u qui autem, simerlac llttela % fuerit -

eruta, Iinnotescent, sm’lulque ipsam pos:tt:toném punctl O
detelmmabunt s qmbus irtventis totum prcyblemist giit per-
fecte solutum. Quo autem istos angulos oy §; Y faci-

Lius definire queamus, totam 1nvestlgaiﬂomsemn ad tﬂg&O’ﬂ@Lﬁ".

metriam sphaericam traducamus. Con¢ipiatur scilicet prutic-
tain D in centro sphaerae, cujus radits sit =1, comsti~
twtum, unde rectae DA, ‘DB s DG eductae super-ﬁcrem
sphaerae in punctis A.. B, C trajiciant, ut hoc mede ob-
tineatur triangulum sphaericum ABC., ceujus latus AB

erit mensura ‘angwli ad centrum ADB, quem vocavimtis = ¢y

similique modo ‘erit latus AC— ‘b, quia mensma est an-
guli ADC, denique tertium Jatus BC et == @, qtua men-
sura est anguli BDC, sicque tria latera hu,]us tmanguh

sphaerici erunt cognita, unde etiam tanguh,.lm_]m. wriangsli

per praecepta tognita innmotescent. |
. 8%

Tab. L
Fig. 4




"gulo sphaerico ACO erit cos.'m =

a0
V1. Nunc porre recta DO, ex _éeﬁ.tro' educta, trajiciat
superficiem sphaericam in pﬂnbtb-‘--O- - unde ad\»anguidsﬂ- A,
B, C ductis areubus OA,- OB, OC, ii- mensurabunt angu-
los ad cemtrum ADO, BDO,. et CDO; quamoblem ha=

“bebimus arcum OA=a, OB==§ et OC=1; ubi meml-
nisse oportet hos tres arcus, &, f3, . unicam incognitam
'z involvere, . unde unica aequatio, inter hos. arcus inventa,
~totum negotium conficiet. o R S
VIL  Consideremus hic- anguILm ACB, quem voce=.

LS — é’ , éritque. ex s*phaeucm oS, § ==

exgo angulus constabit dugbus partibus ACO —= m et

BCO:=n, ita ut sit $——m—}- w. His stabilitic ex trian-
€BS. oL.—— COS. B. €05 v
sin. B sim 'y

triangulo. BCO: habebitar ¢os. n = ZEE— 28208 Y  Oio-

sin @ sin.y

circa, cum sitm -~ w =4, aequatic hinc. deduci poterit in-
ter - 1ncogn1tas ay [, v quae cnm per uhicam % deﬁm&n-

tur, orietur aequatlo,' ex qna. valolem ipsius % dedu» '

cere lieebit, - . ‘
VIL - Cum igitur sit é’ __m:—l— s erit _
€O8. & == €OS. M €0S. B -— sin. m sin. &, UM Vere.
*sin, & = sin. mr cos. n—l—c:os, mSin. B |
Hinc sumtc gquadrato. erit '

Sl‘l‘l. g,’" = S,ll’l.]!%2 €08, N~} cos. m? Sll'I. 7’12-“}—- 2 smi 0y SHl. 7 COS. 11 COS*. 7-3.

= Jam’ qma: ex piiore. aequatione est -

sin. msm,n_cos Wl COS\ 1T —— COS. &

085, 0 005, @ CO5.D ch .

et ex -

him
sin.

Xes
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Qumc prodibit: |

g1

ki

in, 4% — sin. m? cos. n? - cos, m? sim. 1 —- 2 cos. W 008 ne o
.“'"BCOS.MCOS.HCOS.{ S
Quodéi jam hic loco sin. 7% et sin. n? substituamus valo-

yes I.-—COS. m'2 et 1— co8. 1%,
sin, &2 = cos. W* - cos. N2 — 2 coS. 11 €OS. T1 €0S. £ .

orietur _sequens aequatio:

IX. Substltuamus nune n hac postlema aequatlone

loco cos. nE et Cos. . valores ante inventos, prodibit

cos. oe% - cos. yZ cos. BF —— 2 cos. o cos. 7y cos. b

sin. £* —=
n sin. 'y2 sin. b2
- cos. 32 - cos. T2 pos, g —— 2 CO0St {3 dos. y cos. a
: l T sin. Y2 sin. a® ’
2 cos. ccos. Bros. § -2 cos. Y Gos. ¢ (eos. ccos. @ —-€os. ﬁcos B)-—ecos A2 e0s, A L0n. B -
) m. Y2 sim. g sin. B y

Haee aequatlo, wt fractiones tollantul N multlphcetm per

sin. o sin. o sin. b2, et si loco sin.y? scribatar 1 — COS.

perveniemus ad sequentem aequaclonem. o

sin. a2 sin. b? sin. §* = €os. v* sin. @2 sin. b? sin. &2+ cos. o2 sin. a?- '

— cos. ¥* sin. a? cos, b? — .2 COS, & CO5. Y sin. @ cos, b'

- cos. (3° sin. b2 - cos. y* COS. & sin, b? -

— 2 COs. F% Cos. 7y COS. @ sin, b? — 2.C08. COS. ﬁcos 4sin. asm b

— 2.cos. Y Cos. Z sm. @ sin.b (cos. a cos. &~} cos. B cos.b) -
2 cas. y* Cos. & cos. & ¢os, b sin. @ sin.b.

X. In hac aequatione membrum sinfstrieir penitus é“st'co'gni«»-

tum; at vero inmembro dextro ¢osinis angulorum e, B, v ubique.

duas obtinent _dilnerrs"-iones,. deinde occmrunt producta ex binis

- : a
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* cosinibus, unde has formas seorsim evolvamus. Ac primo
quidem termini cos.- a? cogfficiens erit sm. a?, termini
.- cos. 3* coéfficiens eut si. b®, ac termini cos. v? coéffi-
ciens erit . = L
0 sin. a? sin. b? si. ¢2 -}~ sin. a2 cos. b* -~ cos. a2 'sin. b?
—~— 2 €0s. ¢ €0s. @ cos. b sin. @ sin. b.

- Ut nunc istam formulam reducamus, observemus _prlmo esse

£0S. & ~— £0S5. 4 C05. D
sinea sin. b

-——-Qcos.acos.bcos c—i-gcos a® cos. b2, -

Cos. @' o » unde postremtim membrum abit mt

~

at vero primum membmm, ob

s ___ COS. ¢ — 5 ces. a cos. B cos. e =} cos. a2 cos. 52
cos. {* = et ‘
sin. a2 sin. B2
& 2:2_ stn. a® sin. b — cos. ¢2 - 2 cos. a cos. bcos ¢ — cos. z:«,i‘L coi. b
lFl- _ © sin.a® sin, b2 ' ‘Ls -
obtinet hanc formam: ' , ‘ oo

sin. a?sin. b%—cos. c2 - 2 cos. @ cos. b cos. ¢ — cos. d? cos. be.

- XL ‘Omnibus’ 1g1tur quatuor paltlbus collectls . ter=
mini cos. 'y cotfficiens erit sin. 02 deinde coeﬁimens ter-
mini 2 cos. @ cos. B erit -1~ cos. a cos. b - cos. c, tum’ vero
erit termini 2 cos. e cos. 4 coéfficiens = cos. (. COS, € = COs. b eo-

——

-demque niodo erit termini 2 cos. Bcos, y coéfficietts=cos. b cos. ¢

=—cos.a; denique pré membro sinistro habemus < .

sin. a2 sin. b% sin. &2 = sin. g sin. b2 — cos. c?+2 €0s. g~ Cos. bcosc f

| =08, 0 cos. b%; sive sin. a sin.. b sin. {2 == 1 — cos. a?|
‘=— €08. b* — cos. ¢* -~ 2 cos. ¢ cos. bcos. ¢ ]
XIL  Colligimus igitur omnes has pa1tes, atque lm-‘

§et1ab1mus sequentem aequationem : o
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I -— COs. f? — cos. b® —— cos. ¢? - 2 ¢cbs. a cos. b cos. &
- = cos. ? sin. a® -~ 2 cos. 8 coa. y (cos. b cos. ¢ ~— CO8. a)
—~} ¢os. 32 sin. b* - 2 cos. & Cos. ¥ (cos @l COS. € — COS. b)

— cos. 2 sin. ¢* =~ 2 cos: B cos. & (cos. 0 COS. Q——acos. c)

obi ternae litterae a, b, ¢ et a, {3’ 0% aequahter ingres

diuntur, quod mamfestum est Cuteuum veritatis.
XII1. Nihil aliud jam superest, nisi ut loco cos. dy

cos. 3 et cos.y valores supra as’signati substituantar, qui -

, __F  F. G H b
sant €os. & = — —;

quo facto aequatio HOSLI& IlIllCal’Il' tantum COIltlneblt gunan-

titatem incognitam %, qua .inventa primo statlm, innotescet: -

radius sphaerae quaesu;ae, qui est. x—*z—-—b Deinde

innotescunt etiam - angull &, By 'y, qulbus posmo\ centui

- sphaerae quaesitae determinatur.

XIV. Hinc etiam facile pelsplcltur aequatlonem pro

incognita % definienda, tantum fore: quadlatlcam. Quod "

Fo—f

quo clarius appareat, pommus I —uv, ut cos. o i,

cos. B = 278 cos. y =

C

tuantur, evidens est prodltulam esse acquationem hU]tlS‘

formae Lyv o M’u —+ N = o0, quae ergo bmas contmet

,_M+1/1\&2—-LN
T, i’ qua. si fuerit

radices, quae sunt v ——

LN > M, signum id erit nullam dari sphaeran quatuor
datas tangentem,  Sin autem fuerit M2z > LN, duo prodi-

€os. B — g — et COS. ¥ == gz —— oo

. Quare si hi va][ores= sub‘sti-.




punt valeres pro v, 1deoque euam ;pm %, quorum ament
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posmvus tantum proprie ‘_pm casu PIOPOSHZO valeblt, ne-

- gativos wero walor pertinebit 'ad casum, ubi radii sphae-

Tab. L
Fig. 4.

rarum g, B, ¢, D, ideoque etiam litterae f g, et h ne-
gative . accipiuntur , ;qgemadmodum olim in disserratione, -’

de circulo tres datos tangente, est observatum.’ '_ Scilicet
si radix positiva casum respiciat, quo datae sphaetag in-
tus tanguntor, radix negativa pelrmcblt ad casnm, quo

caedem sphaelaﬁ extus tanguntm, - :

A11a solut1o ejusdem problemat1s.

XV Cum in - solutione modo data radius sphaerae
inveniendae, sive quantitas %, sive etiam v, pro intognita

erat assumta, alia dari poterit solutio, qua positio. arcus CO

quaeritur, Quemadmodum scilicet angulus C in duas partes sit - i
dissecandus inquirendum est. Hune in finem, ’quoniam hunc an- _

gulum ACB posuimns = g, si:atuamus angulum ACO =
eritque altera pars BCO = = §¢—9

eo redibit, ut angulus fb 1nvest1getr_11, qui ergo’ nobis erit

incognita loco praecedentis . In caléulum ergo introducen-

da erit ex triangulo ACO formula cos. (@ v g ooy oo :
. SEh: Y sin. b :
' snmhque modo ex triangulo. BC 0 euL '
. Cos. g"———CP  — oo B — cos. Y cos.
. . ‘ 2 _sm v sin. e
- Ponamus autem brevitatis gratia cos. ¢ +¢ =pet cos. 5=

~

2
B
i
"
i
i
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, €t nunc totum negotmm.

i

15 = g
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— cos. @ — Cor. Y Cox by CE

P sxp - s, b s _
- g sm. k2 gin. @ = €O0s. [ —- C0s8. Y COS. ‘.
3rcque loeo anoulolum o et £ in calculo zermeblnms an-
5&11&1111 Vs »g;mm IRCOZNITO (D, sive Htteris p et . ,

¥vi. Circa finem autem solutionis praecedenus de-

dimus has formulas: A c6s.. == v — f; Beos. == Gy =g
et Ccos. y=Hv—h;ex quarum postrema colllgunusv.__ cluaked oL
qui valor in binis praecedemlbus substltutus dat:

AH cos. @ 7= Fh — fH~+ FCcos. y ot o
.. v . . BHcos. = Gh— gH - GC oS Y o

LJ—.- T

VAN
qmbus Valon'bas substitutis erit

15) AHp siv. v sin. b=Fh—fH+FC coSs. 'y—a-Az}'T £0s. ycos: b &
2°) BHg sin. ¢ sin. ¢ = G]l--gH—a—GC cos. 'yn—BHcos Y COS. &
FPro hl’S aeq-tmtlombus ‘scribamus b1ev.1t.a‘_l:18.,,grana & |

R p sin. y =M+ m<cos. y st |

g sin. == N+ B-COS. I , ita 1wt sit,

I ) —-——fH . - FC—AE cas\ b,

M= e mmz mmlhque ﬁnodo
- Gb— g . ) ‘___.GC-_——BHcos.a :

N—= BH sin. a €t n=— TH sin.a

XVIl. Ex duabus aequatienibus mode. traditis 1 €t 2.

pmro erit . - -

(np ~my) sin. 1y = ‘V’n Nm ‘hmcque ﬁet sin. 'Q/_ = ,,%n—_% »

simili modo, eliso sin. vy, reperietur -

0 == Mg — Np - (ing — np) cos. v, unde seqmtur fom

. L Np—Wq $1g — Np o
COS:V“"_""«E{,I._T) “?ll—up-——-mq o . R '
Nebmoires deid Aead, T H o ' o 4: '
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Nunc. jam fac:le est angulﬂm v pemtus" e calculo extlu-

dere. Cum enim sit sinm 2 cos. y*= 1, obtmebltm lsta,f
~aequatio: (np — mq) (Mn e Nm)2 + (Mq —_ Np)
quae mrutatuyr in hanc. o :
- (Mnr - Nm) = (np — mq) (Mp — Np)
factaque evolutmne erit . ER .
(Mn - Nm) — nnpp.— o mnpq —[— mmqq
. +— NNpp 4-2 MNpq——-Mqu
Pra hac aequﬁtlone scubamus blevnatls glatla
o= ‘ppp “-2qq + o7qq, it ut’sit - ‘
(Mn—— Nim)z; b = im — N2 %= mz-—- Mﬁ et
o?‘ — MN — mi.

XVIE. €Cum nunc sit, p::cas gr : qy’ - erit: ,'.';L.;-.

- pp=L-Ficos.{{+ (D) eodemque modo erit.
qg—1 —i— 1 €os. ({ —Q) atque pq'— I ¢os. §-|— I cog,({)‘,
qmbus valoubus SUbStItUtlS “erit.. _ :
20 =" (i 4 s L+ )+ ¥ (1+cos T
e d (cos,é'—r——cos (D) L
Facta, autem evolutione, ob ' A
Cos. ({—}— ®) — cos. g cos. (1)—-——51n Zsm cb et
cos. ({ — Q) == cos. é’ cos. —]—sm. &.sin, '_ O

or 1e1:ur sequens ae quatlo

~

o0 — 15+21+207TCOS..5—}-OCQS, (OCFI-{'BCOS'-";:%*Z[COSLZ‘W | 3

| -t-(Z,z—b) sin. CDsm.é;..
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5 sentelnus
.-gua,m aequat;onegm b;evrrams graua ita reprae

G= 52 cOs. q‘) - ¢ sin. P, ita ut =t

Co

(': C;—-?QO b__gl—-:zo”cos 43

| 2-—1991"*"5008 §+21cos§'et

R AR \’ . .
\{_‘\1; ¥ __(2[——-‘9) sin. & . Lo

h:

“draticam vel sin. @ vel cos. ® definire, multo autem com-

modius ICSOlI.lLlO mstltuetm sioex qudntltaubus rcogpitis

& . din g

Qet ¥ quaera‘tur, angulus 0,-ita ut sit tang. b = 5= 5
. ) . “ , P y

Inc jgi i ' —— = e unde

Hmc Jgitar erit snrJuB__-wﬁ_~ —; et ccos. .= e e, unde.

vicissim . hﬁbeblmus ? =sin. § 4 P et Y= - €08 93/$2+§2 |

Jam, Isti’’ ~valores pro=g et ‘g substltum plod‘ucen't hanc‘

aequaﬂonem' S

__(sm f)cos ¢)+cos 6’3111 (D)

unde porro concluditur

92__?_‘552

LI}

[
i

aequatlt)n%m constmcndam quaelatul ansrulus r cujus sinus

sit ot __'7_3__'3, jta ut- ﬁat sir1. 'fq__—_sm (9+CD), 1dcoque_

' ‘I/ saﬂ—i—g

etiam "q — 0+, consequentel orietur angulus quae51tus

f:lb — Cum autem angulus 1830 — " eundem ha-

beat smum, erit etiam C{): 180 — " -—9 smque etiam

haec analysis nos perducit ad binos valores anguli ¢.

X[X Hmc jam - facile. foret per aequa,tlonem qua-

—— — sin. (9 —}— (D) Ad ham': .

XX. Haéc nimirum solutio erit realis, quando quan-

titas_ »—-2 .
Y e

S

.4*

= upitatem non St‘rpemverlt 5 at vero si fuerlt :
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3 >V§2—|—‘Q’- solutlo erit 1mp0831b111s,, quae circumstan-.
tidge egregie conveniunt cum s, quas. plaecedens soliutio: -
“suppeditaverat. At -vero invento gngulo Q> -innptescit’ po- -
sitio. arcus: CO, hincque, porro ipse arciis CO :';/, quans.

doquidem per p° et g supra dedimus formulas t‘anf Pro. sim. e

quam pro cos. v. - Hoc autem an,gulo vy cognito. facile col~ . &
'@ hgltm valor 1psms v; consequenter etlam ipsitis z __5»,

unde demque ipse radius -sphaerae’ quaes‘lia@ Cx de-
rivabitor. . o , | o |

- XXI. Hoe igi‘tm' ‘modo e‘gemi‘n'as'::' i‘ﬂ\'renimﬁs‘h'sol?ﬁti'on'e's'
problematis- uthue difficillimi, quod: pmno Intuitn abstru-
sissimas. d:lsqmsnlones st@1eometr1c;as postrilare: wdebatur >
GU]USI’IIOd-l ploblemata plerumque tam _ﬁg-:ura.sﬁ_mamme, in-

- tricatas quam caleulos: 1naléstiSSim’6s requitere solent,. .dum

tamen solutlones th datde ope calculi- nen. mm;ts pmlpu
expc—;dlrl possunt.. Ipsum quldem problema, non. est no-
wum, sed. Jam elim a summo geometra Felmat*xo solutum

reperitor 3 com autem. illo tempore: ‘calca]us angulomm
fere Penltus esset mcognltus mlrum_ non esi:; .':1 nostra. so=- -
_]J.lth multo commodlor deprehendltur -




