
10 基底と次元

定義 1. ベクトル空間 V において、V が有限個のベクトルからなる部分集合 T ⊂ V で生成
されるとき、V は有限次元ベクトル空間と呼ばれる。

例 2. (1) ゼロ空間 {0}は零個のベクトルからなる空集合Ø ⊂ {0}で生成されるので、有限
次元であることが分かる。

(2) ユークリッド空間R
nは、基本ベクトルからなる部分集合T = {e1, . . . , en}で生成される

ので、有限次元であることが分かる。

命題 3. 有限次元ベクトル空間 V に対して、任意の部分空間W ⊂ V は、有限次元でもある。

証明. V を生成する有限の部分集合 T = {v1, . . . ,vh} ⊂ V を固定し、W ⊂ V を、有限次元
でない部分空間とする。以下、任意の k > 0に対して、k個のベクトルからなる１次独立で
ある部分集合S = {u1,u2, . . . ,uk} ⊂ W が存在することを示す。しかし、授業 9命題 9より、
任意の h個以上のベクトルからなる部分集合S ⊂ V は、１次従属であるため、このような
有限次元でない部分空間W ⊂ V が存在しないことが成り立つ。

今、帰納法を用いて、任意の k > 0に対して、k個のベクトルからなる１次独立である部分
集合 S = {u1,u2, . . . ,uk} ⊂ W が存在することを示す。まず、k = 0のときは自明なので、
k = n − 1のときを正しいとし、k = nのときを示せばよい。W ′ ⊂ W を、n − 1個のベクト
ルからなる１次独立である部分集合S ′ = {u1, . . . ,un−1}で生成される部分空間とする。W

は有限次元でない仮定より、W ′ 6= W が分かる。以下、任意の un ∈ W r W ′に対して、

S = {u1, . . . ,un−1,un} ⊂ W

は１次独立であることを示す。任意の１次関係

c1u1 + · · · + cn−1un−1 + cnun = 0

に対して、cn 6= 0のとき、

un = −
1

cn

(c1u1 + · · · + cn−1un−1) ∈ W ′

を得るため、cn = 0が分かる。よって、

c1u1 + · · ·+ cn−1un−1 = 0
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で、S ′ ⊂ W は１次独立であるため、c1 = 0, . . . , cn−1 = 0が分かる。すなわち、S ⊂ W は１
次独立であることを示した。これで命題が成り立つ。

例 4. ユークリッド空間R
nは有限次元であるため、命題 3より、任意の部分空間W ⊂ R

n

も有限次元であることが分かる。

有限次元ベクトル空間 V は、部分集合 S = {u1, . . . ,un} ⊂ V で生成されているとき、任意
のベクトル v ∈ V は、次のような１次結合で表される。

v = c1u1 + · · ·+ cnun (c1, . . . , cn ∈ R)

さらに、S ⊂ V は１次独立でもあるとき、このような表現は、一意的である。なぜなら、

c1u1 + · · ·+ cnun = d1u1 + · · ·+ dnun

なら、
(c1 − d1)u1 + · · ·+ (cn − dn)un = 0

を得るため、c1 − d1 = 0, . . . , cn − dn = 0が分かる。

定義 5. V を有限次元ベクトル空間とする。

(1) V を生成し、１次独立である部分集合 S = {u1, . . . ,un} ⊂ V は、V の基底と呼ばれる。

(2) 基底 S = {u1, . . . ,un} ⊂ V と v = c1u1 + · · · + cnunで表されている v ∈ V において、
c1, . . . , cnは、vの基底 Sに関する座標と呼ばれる。

例 6. (1)ユークリッド空間R
2に関して、ベクトル

e1 =





1

0



 , e2 =





0

1





からなる部分集合 S = {e1, e2} ⊂ R
2は、基底である。なぜなら、任意のベクトル

x =





x1

x2



 ∈ R
2

が、一意的にx = x1e1 + x2e2で表される。基底S = {e1, e2} ⊂ R
2は、ユークリッド空間R

2

の基本基底とよばれ、基本基底に関する座標 x1, x2 ∈ Rは、x ∈ R
2の基本座標と呼ばれる。
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(2)ユークリッド空間R
2に関して、ベクトル

u1 =





1

2



 , u2 =





−1

−1





からなる部分集合 T = {u1,u2} ⊂ R
2も、基底である。なぜなる、任意のベクトル

x =





x1

x2



 ∈ R
2

が、一意的に x = (−x1 + x2)u1 + (−2x1 + x2)u2で表される。よって、ベクトル xの基底 T

に関する座標は、c1 = −x1 + x2と c2 = −2x1 + x2であることが分かる。

次の定理は、ベクトル空間に関する主定理である。

定理 7. V を有限次元ベクトル空間、S ⊂ V を１次独立である部分集合、S ⊂ T ⊂ V を V

を生成する部分集合とする。そのとき、V は、S ⊂ B ⊂ T を満たす基底Bを持つ。

証明. Bを、１次独立で、S ⊂ B ⊂ T を満たすような最大の部分集合とし、W ⊂ V をBで
生成される部分空間とする。このとき、W = V であることを示せばよい。W 6= V を仮定す
ると、W に含まれていないベクトル v ∈ T が存在し、B′ = B ∪ {v} ⊂ V は１次独立であ
る。しかし、これはBの最大性に矛盾するため、W = V が分かる。

以下、B′は１次独立であることを示す。まず、V は有限次元であるため、授業 9の命題 9よ
り、Bは有限であることが分かる。ここで、B = {u1, . . . ,un}とおくと、B′は、

B′ = {u1, . . . ,un,v}

で表される。さて、ある１次関係

c1u1 + · · · + cnun + cv = 0

に対して、c 6= 0のとき、
v = −

1

c
(c1u1 + · · ·+ cnun) ∈ W

が成り立つ。よって、v /∈ W 仮定より、c = 0が分かる。さらに、Bは１次独立であるため、
c1 = 0, . . . , cn = 0も分かる。すなわち、B′は１次独立であることを示した。
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注 8. (1) 定理 7より、任意の有限次元ベクトル空間 V は、基底を持つ。（S = ∅ ⊂ V は１次
独立で、T = V ⊂ V は V を生成し、∅ ⊂ V である。）

(2) 集合論に於けるツォルノの補題を用いて、任意の必ずしも有限次元でないベクトル空間
は、基底を持つことが示される。

補遺 9. 有限次元ベクトル空間 V に対して、基底の個数は、基底によらず一定である。

証明. 二つの基底 S = {u1, . . . ,um} ⊂ V と T = {v1, . . . ,vn} ⊂ V が与えられているとき、
それらの個数mと nは等しいを示すばよい。まず、Sは１次独立で、T は V を生成するた
め、授業 9の命題 9より、m 6 nが分かる。同様に、T は１次独立で、Sは V を生成するた
め、n 6 mが分かる。これで補遺を示した。

定義 10. 有限次元ベクトル空間V において、任意の基底S = {u1, . . . ,un} ⊂ V の個数nは、
V の次元と呼ばれ、dim(V ) = nと書かれる。

例 11. ユークリッド空間R
nに関して、基本基底 S = {e1, . . . , en} ⊂ R

nの個数が nなので、
dim(Rn) = nである。

命題 12. 有限次元ベクトル空間V とその部分空間W ⊂ V に対して、次の性質 (i)–(ii)が成
り立つ。

(i) dim(W ) 6 dim(V )である。

(ii) dim(W ) = dim(V )なら、W = V である。

証明. S ⊂ W を、W の基底とする。このとき、Sは、V に含んでいる１次独立である部分集
合なので、定理 7より、S ⊂ Bを満たすV の基底B ⊂ V 存在する。よって、Sの個数dim(W )

は、Bの個数 dim(V )以下であるため、(i)が成り立つ。以上のように選んだ基底 S ⊂ W と
B ⊂ V に対して、S ⊂ Bであるため、dim(W ) = dim(V )なら、S = Bが分かる。これで、
(ii)が成り立つ。

例 13. ユークリッド空間R
2の部分空間W ⊂ R

2を考えてみる。

dim(W ) = 0のとき、W の任意の基底 Sが 0個のベクトルからなるため、S = ∅ ⊂ W で、
W = {0}であることが分かる。
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dim(W ) = 1のとき、W の任意の基底 S が 1個のゼロでないベクトル uからなるため、
W = {cu | c ∈ R}が分かる。
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dim(W ) = 2のとき、命題 12より、W = R
2が分かる。
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