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CHAPITRE II

ETUDE GLOBALE ELEMENTAIRE
DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES

Sommaire

Morphismes affines.

Spectres premiers homogénes.

Spectre homogeéne d’un faisceau d’algébres graduées.

Fibrés projectifs. Faisceaux amples.

Morphismes quasi-affines; morphismes quasi-projectifs; morphismes propres;
morphismes projectifs.

. Morphismes entiers et morphismes finis.

. Criteres valuatifs.

. Schémas éclatés; cones projetants; fermeture projective.
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Les diverses classes de morphismes étudiées dans ce chapitre le sont sans faire
grand usage des méthodes cohomologiques; une étude plus poussée, utilisant ces
derniéres méthodes, en sera faite au chapitre III, ou on utilisera surtout les §§ 2, 4 et 5
du chapitre II. Le § 8 peut étre omis en premiére lecture : il donne quelques complé-
ments au formalisme développé dans les §§ 1 a 3, se réduisant & des applications faciles
de ce formalisme, et nous en ferons un usage moins constant que des autres résultats
de ce chapitre.

§ 1. MORPHISMES AFFINES

La plupart des résultats de ce paragraphe sont les contreparties « globales » de
ceux du chapitre I*, § 1; ils ne sont donc pas essentiellement nouveaux et fournissent
simplement un langage commode pour la suite.

I.1. S-préschémas et (O -Algébres.

(r.x.x) Soient S un préschéma, X un S-préschéma, f:X-—>S son morphisme
structural. On sait (0, 4.2.4) que I'image directe f (Ox) est une Og-Algébre, que nous
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6 A. GROTHENDIECK Chap. II

noterons o7 (X) lorsqu’il n’en résultera pas de confusion; si U est un ouvert de S, on a

A (f7HU)) =(X)|U.

De méme, pour tout Oy-Module & (resp. toute Ox-Algébre %), nous écrirons o/ (F)
(resp. /(%)) I'image directe f, (&) (resp. f.(%#)) qui est un &/(X)-Module (resp. une
o/ (X)-Algebre), et non seulement un Og-Module (resp. Og-Algeébre).

(x.x.2) Soient Y un second S-préschéma, g:Y-—>S son morphisme structural,
h: X—Y un S-morphisme; on a donc le diagramme commutatif

X5y
(r.1.2.1) ™N g
S

On a par définition A= (¢, 0), ot 60 : Oy—£h (Ox) ={ (Ox) est un homomorphisme
de faisceaux d’anneaux; on en déduit (0, 4.2.2) un homomorphisme de Og-Algébres
£,(0) : g,(0y)—>g (h(0x)) =f(0x), autrement dit, un homomorphisme de @gAlgebres
A (Y)—2/(X), que nous noterons aussi (k). Si &' : Y—Z est un second S-morphisme,
il est immédiat que & (h'oh) =2/ (h)osZ(h'). Nous avons donc défini un foncteur contra-
variant o/ (X) sur la catégorie des S-préschémas, a valeurs dans la catégorie des Og-
Algébres.

Soient maintenant & un Ox-Module, ¢ un 0y-Module, et % : ¥—>% un h-mor-
phisme, c’est-a-dire (0, 4.4.1) un homomorphisme de Oy-Modules ¥ -k (F). Alors
&) : g(%9)—~>g (h(F))=f(F) est un homomorphisme /(%) —/(F) de Og-Modules,
que nous noterons &/ (u); en outre, le couple (&7 (), &/ (u)) constitue un di-homomorphisme
du #Z(Y)-Module /(%) dans le «/(X)-Module o/ (%).

(x.x.3) Le préschéma S étant fixé, on peut considérer les couples (X, F), ou X
est un S-préschéma et & un Ox-Module, comme formant une catégorie, en définissant
un morphisme (X, #)—>(Y, 9) comme un couple (%, u), ou % :X—->Y est un S-mor-
phisme et % : ¥—% un h-morphisme. On peut alors dire que (&7 (X), /(F)) est un
Joncteur contravariant & valeurs dans la catégorie dont les objets sont les couples formés
d’une OgAlgebre et d’un Module sur cette Algebre, et les morphismes sont les
di-homomorphismes.

1.2. Préschémas affines sur un préschéma.

Définition (x.2.x). — Sotent X un S-préschéma, f:X—>S son morphisme structural.
On dit que X est affine au-dessus de S s’il existe un recouvrement (S,) de S par des ouverts affines
tels que, pour tout o, le préschéma induit par X sur Pensemble ouvert f~(S,) soit affine.

Exemple (x.2.2). — Tout sous-préschéma fermé de S est un S-préschéma affine
au-dessus de S (I, 4.2.3 et 4.2.4).
Remarque (x.2.3). — Un préschéma X affine au-dessus de S n’est pas nécessaire-

ment un schéma affine, comme le montre 'exemple X=S (1.2.2). D’autre part, si
un schéma affine X est un S-préschéma, X n’est pas nécessairement affine au-dessus
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§1 ETUDE GLOBALE ELEMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES Vi

de S (voir (1.3.3)). Toutefois, rappelons que si S est un sckéma, tout S-préschéma qui
est un schéma affine est affine au-dessus de S (I, 5.5.10).

Proposition (x.2.4). — Tout S-préschéma qui est affine au-dessus de S est séparé au-dessus
de S (autrement dit, est un S-schéma).

Cela résulte aussitot de (I, 5.5.5) et (I, 5.5.8).

Proposition (x.2.5). — Sotent X un S-schéma affine au-dessus de S, f: X—S le morphisme
structural. Pour tout ouvert UcS, f~*(U) est affine au-dessus de U.

En vertu de la déf. (1.2.1), on est ramené au cas o S=Spec(A) et X ==Spec(B)
sont affines et alors f= (9, ¢), ol ¢ : A—>B est un homomorphisme. Comme les D(g),
ou geA, forment une base de S, on est ramené au cas o U =D(g); mais on sait alors
que f~1U)=D(9(g)) (I, 1.2.2.2), d’ou la proposition.

Proposition (x.2.6). — Soient X un S-schéma affine au-dessus de S, f:X—>S le mor-
phisme structural. Pour tout Ox-Module quasi-cohérent F, f (F) est un Og-Module quasi-cohérent.

Compte tenu de (1.2.4), cela résulte de (I, 9.2.2, a)).

En particulier, la @g-Algebre o/ (X)=f (0x) est quasi-cohérente.

Proposition (x.2.7). — Soient X un S-schéma affine au-dessus de S. Pour tout S-préschéma Y,
Uapplication h—Z () de Uensemble Homg(Y, X) dans I’ensemble Hom(o/ (X), &7 (Y)) (1.1.2)
est bijective.

Soient f:X-—>S, g:Y—>S les morphismes structuraux. Supposons d’abord
S=Spec(A) et X =Spec(B) affines; il faut prouver que pour tout homomorphisme
o :f(0x)—>g (0y) de Og-Algebres, il existe un S-morphisme % :Y->X et un seul tel
que &Z(h) =o. Par définition, pour tout ouvert UcS, o définit un homomorphisme
og=T(U, 0) : T(f7(U), 05)—->T(g*(U), Oy) de I'(U, O)-algtbres. En particulier,
pour U=S, cela donne un homomorphisme ¢ : I'(X, Ox) >I'(Y, Oy) de I'(S, Oy)-
algébres, auquel correspond un S-morphisme £ :Y—>X bien déterminé, puisque X est
affine (I, 2.2.4). Reste a prouver que /() =w, autrement dit, que pour tout ouvert U
d’une base de S, oy coincide avec ’homomorphisme d’algeébres ¢y correspondant au
S-morphisme g~*(U)—f"!(U) restriction de 4. On peut se borner au cas ot U=D(2),
avec AeS; alors, si f=(%, ), ou p:A—B est un homomorphisme d’anneaux, on a
S 7Y (U)=D(w), ou p=p(n), et I'(f~Y(U),0) est Panneau de fractions B,; or,
le diagramme

2 1Y, 0y)

B
|
v ¥
B, > T(¢*(U), 0y)

@

=]

est commutatif, et il en est de méme du diagramme analogue ol ¢y est remplacé par wy;
Pégalité oy=wy résulte alors de la propriété universelle des anneaux de fractions

(0, 1.2.4).

Passons au cas général, et soit (S,) un recouvrement de S par des ouverts affines
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8 A. GROTHENDIECK Chap. II

tels que les f~%(S,) soient affines. Alors tout homomorphisme o : &(X)—2/(Y) de
Os-Algebres donne par restriction une famille d’homomorphismes

gt (fTH(S,) >4 (g71(S,))

de 0 -Algebres, donc une famille de S,-morphismes £, : g Y(S,) ~>f~X(S,) d’apres ce
qui précede. Tout revient a voir que pour tout ouvert affine U d’une base de S,nS,,
les restrictions de A, et de h; & g~*(U) coincident, ce qui est évident, puisque, en vertu
de ce qui précede, ces restrictions correspondent toutes deux a I’homomorphisme
H(X)|U->H(Y)|U restriction de w.

Corollaire (x.2.8). — Soient X, Y deux S-schémas qui sont affines au-dessus de S. Pour
qu’un S-morphisme h : Y —X soit un isomorphisme, il faut et il suffit que < (h) : (X)L (Y)
soit un isomorphisme.

Cela résulte aussitét de (1.2.7) et du caractére fonctoriel de «7(X).

1.3. Préschéma affine au-dessus de S associé a une OgAlgébre.

Proposition (x.3.x). — Soit S un préschéma. Pour toute Oy Algebre quasi-cohérente &,
il existe un préschéma X affine au-dessus de S, défini @& un S-isomorphisme unique preés, tel que
A (X)=24A.

L’unicité résulte de (1.2.8); démontrons lexistence de X. Pour tout ouvert
affine UcS, soit Xy le préschéma Spec(I'(U, %#)); comme I'(U, #) est une I'(U, 0)-
algébre, Xy est un S-préschéma (I, 1.6.1). En outre, comme # est quasi-cohérente,
la Og-Algebre o/ (Xy) s’identifie canoniquement & #|U (I, 1.3.7, 1.3.13 et 1.6.3).
Soit V un second ouvert affine de S, et soit Xy y le préschéma induit par Xy sar
Ju(UnV), en désignant par fi; le morphisme structural Xy—S; Xy et Xy sont
affines sur UnV (1.2.5), et par définition &/ (Xyy) et &/(Xyy) s’identifient canonique-
ment a2 #|(UnV). Ilyadonc (1.2.8) un S-isomorphisme canonique 6y y : Xy y—>Xy y;
en outre, si W est un troisiéme ouvert affine de S, et si Oy vy, 0y w, 07 w sont les restrictions
de By y, Oy w, Oy w aux images réciproques de UnVnW dans Xy, Xy, et Xy respective-
ment par les morphismes structuraux, on a 0y yoby w="0j . Il existe par suite un pré-
schéma X, un recouvrement (Ty) de X par des ouverts affines, et pour chaque U un
isomorphisme ¢y : Xy—>Ty, de sorte que gy applique f7 (UnV) sur TynTy et que
Pon ait 0y y=o; ooy (I, 2.3.1). Le morphisme gy=fyopy* fait de Ty un S-préschéma,
et les morphismes gy et gy coincident dans TynTy, donc X est un S-préschéma. En
outre, il est clair par définition que X est affine au-dessus de S et que /(Ty)=4%|U,
donc H(X)=44.

On dit que le S-schéma X ainsi défini est associé @ la Og-Algébre B ou est le spectre
de %, et on le note Spec(%).

Corollaire (x.3.2). — Soient X un préschéma affine au-dessus de S, f: X—S le morphisme
structural. Pour tout ouvert affine UCS, le préschéma induit sur f~*(U) est un schéma affine
d’anneau T'(U, o (X)).
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§1 ETUDE GLOBALE ELEMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 9

Comme on peut supposer X associé a une Og-Algeébre en vertu de (1.2.6) et (1.3.1),
le corollaire résulte de la construction de X décrite dans (1.3.1).

Exemple (1.3.3). — Soit S le plan affine sur un corps K, ot le point o a été dédoublé
(I, 5.5.11); avec les notations de (I, 5.5.11), S est réunion de deux ouverts affines Y, Y,;
si f est 'immersion ouverte Y,—S, f~1(Y,) =Y,nY, n’est pas un ouvert affine dans Y,
(loc. cit.), donc on a un exemple d’un schéma affine qui n’est pas affine au-dessus de S.

Corollaire (x.3.4). — Soit S un schéma affine ; pour qu'un S-préschéma X soit affine
au-dessus de S, il faut et il suffit que X soit un schéma affine.

Corollaire (1.3.5). — Sotent X un préschéma affine au-dessus d’un préschéma S, Y un
X-préschéma. Pour que Y soit affine au-dessus de S, il faut et il suffit que Y soit affine au-dessus
de X.

On est aussitot ramené au cas ou S est un schéma affine, et il en est alors de méme
de X (1.3.4); les deux conditions de I’énoncé expriment alors que Y est un schéma
affine (1.3.4).

(x.3.6) Soit X un préschéma affine au-dessus de S. Pour définir un préschéma Y
affine au-dessus de X, il revient au méme, en vertu de (1.3.5), de se donner un pré-
schéma Y affine au-dessus de S, et un S-morphisme g: Y—X; en d’autres termes (1.3.1
et 1.2.7), cela revient a se donner une O4Algebre quasi-cohérente % et un homo-
morphisme & (X)—>%# de OsAlgebres (que 'on peut envisager comme définissant
sur # une structure de 2/(X)-Algebre). Si f: X—S est le morphisme structural, on a
alors #=f(g(0y)).

Corollaire (x.3.7%). — Soit X un préschéma affine au-dessus de S; pour que X soit de type
Sfini sur S, il faut et il suffit que la OyAlgébre quasi-cohérente o (X) soit de type fini (I, 9.6.2).

Par définition (I, 9.6.2), on est ramené au cas ou S est affine; alors X est un
schéma affine (1.3.4), et si S=Spec(A), X =Spec(B), (X) est la OyAlgebre i;
comme I'(U, E) =B, le corollaire résulte de (I, 9.6.2) et (I, 6.3.3).

Corollaire (x.3.8). — Soit X un préschéma affine au-dessus de S; pour que X soit réduit,
il faut et il suffit que la Oy Algébre quasi-cohérente of (X) soit réduite (0, 4.1.4).

En effet, la question est évidemment locale sur S; en vertu de (1.3.2), le corollaire
résulte de (I, 5.1.1) et (I, 5.1.4).

1.4. Faisceaux quasi-cohérents sur un préschéma affine au-dessus de S.

Proposition (x.4.x). — Soient X un préschéma affine au-dessus de S, Y un S-préschéma,
F (resp. ¥9) un Ox-Module (resp. un Oy-Module) quasi-cohérent. Alors I’application
(hy u)—~ (A (h), L (u)) de Pensemble des morphismes (Y, G)— (X, F) dans Pensemble des
di-homomorphismes (A (X), A (F))—~>(L(Y), L (%)) (1.1.2 et 1.1.3) est bijective.

La démonstration suit exactement la méme marche que celle de (1.2.7) en
utilisant (I, 2.2.5) et (I, 2.2.4), et les détails en sont laissés au lecteur.

Corollaire (x.4.2). — Si, en outre des hypothéses de (1.4.1), on suppose Y affine au-dessus
de S, alors, pour que (h, u) soit un isomorphisme, il faut et il suffit que (4 (), o (u)) soit un
di-isomorphisme.



10 A. GROTHENDIECK Chap. II

Proposition (x.4.3). — Pour tout couple (B, M) formé d’une Oy Algébre quasi-cohérente %
et d’un JB-Module M quasi-cohérent (en tant que Og-Module ou en tant que #-Module, ce
qui revient au méme (I, 9.6.1)), ¢/ existe un couple (X, F) formé d’un préschéma X affine
au-dessus de S et d’un Ox-Module quasi-cohérent F, tels que A (X) =B et A(F)=M; en
outre ce couple est déterminé & un isomorphisme unique pres.

L’unicité résulte de (1.4.1) et (1.4.2); Pexistence se démontre comme dans

(1.3.1), et nous laissons encore les détails au lecteur. On note # le Ox-Module Z, et
on dit qu’il est associé au #-Module quasi-cohérent .#; pour tout ouvert affine UcS,

A [p~(U) (ot p est le morphisme structural X->S) est canoniquement isomorphe
a (I(U, .#))~.

Corollaire (x.4.4). — Dans la catégorie des B-Modules quasi-cohérents, A est un foncteur
covariant additif exact en M, qui commute aux limites inductives et aux sommes directes.

On est en effet aussité6t ramené au cas ou S est affine, et le corollaire résulte alors
de (I, 1.3.5, 1.3.9 et 1.3.11).

Corollaire (x.4.5). — Sous les hypothéses de (1.4.3), pour que M soit un Ox-Module
de type fini, il faut et il suffit que M soit un %B-Module de type fini.

On est aussitét ramené au cas ol S =Spec(A) est un schéma affine. Alors # =r§,
ou B est une A-algébre de type fini (I, 9.6.2), et A =1\~/I, ot M est un B-module
(I, 1.3.13); sur le préschéma X, Ox est associé a I’anneau B et A au B-module M;

pour que A soit de type fini, il faut et il suffit donc que M soit de type fini (I, 1.g.13),
d’oll notre assertion.

Proposition (x.4.6). — Sotent Y un préschéma affine au-dessus de S, X, X' deux préschémas
affines au-dessus de Y (donc aussi au-dessus de S (1.3.5)). Sotent B =2(Y), o = (X),
' = (X'). Alors X xXyX' est affine au-dessus de Y (donc aussi au-dessus de S) ef
A (XX yX') sidentifie canoniquement & A X gzof'.

En effet (I, 9.6.1) R4/’ est une #-Algebre quasi-cohérente, donc aussi une
Os-Algébre quasi-cohérente (I, 9.6.1); soit Z le spectre de gz’ (1.3.1). Les
#-homomorphismes canoniques &/ - ® 5" et A A X 4" correspondent (1.2.7)
a des Y-morphismes p: Z—X et p': Z—X'. Pour voir que le triplet (Z, p, p') est un
produit X X X', on peut se borner au cas ou S est un schéma affine d’anneau C
(I, 3.2.6.4). Mais alors Y, X, X’ sont des schémas affines (1.3.4) dont les anneaux B,
A, A’ sont des C-algebres telles que .93:%, K4 :X, /' =A’. On sait alors (I, 1.3.13)
que o/ ® 497" s’identifie canoniquement 2 la Og-Algébre (A®gA’)~, doncl’anneau A(Z)
s’'identifie 3 A®yA’ et les morphismes p, p’ correspondent aux homomorphismes cano-
niques A—>A®pA’, A’>A®yA’. La proposition résulte alors de (I, 3.2.2).

Corollaire (x.4.7). — Soit F (resp. F') un Ox-Module (resp. un Ox.-Module) quasi-
cohérent; alors o/ (F QyF') s'identifie canoniquement & oA (F) Ryl (F').

On sait que F ®yF’ est quasi-cohérent sur X X X’ (I, 9.1.2). Soient g: Y-S,
f:X->Y, f': X'>Y les morphismes structuraux, de sorte que le morphisme structural
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§1 ETUDE GLOBALE ELEMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 11

h:Z—S est égal a gofop et & gof'op’. On définit un homomorphisme canonique

A (F)® oyl (F') > A (F Qy F)

de la fagon suivante : pour tout ouvert UcS, on a des homomorphismes canoniques
L(f~¢™X(U)), #)=>T (Y U), p'(F)) et T(f' g™ (U)), F)->T ("' (U), p"(F))
(0, 4.4.3), d’ott on déduit un homomorphisme canonique

L(f7H g7 (U)), F)Bry-y,oy (S 7HgH(U)), F')—~
L(h=(0), p'(F)) Orposuy, 0L (AH(U), p™(F7)).

Pour voir qu’on a bien 13 un isomorphisme de 2/ (Z)-Modules, on peut se borner au
cas ou S (et par suite X, X', Y, X X yX') sont des schémas affines, et (avec les notations
de (1.4.6)), F =M, F' =M, M (resp. M’) étant un A-module (resp. un A’-module).
Alors #F ®yZF" s’identifie au faisceau sur X X yX' associé au (A®yzA’)-module M &, M’
(I, 9.1.3) etle corollaire résulte de Iidentification canonique des Og-Modules (M &z M’)™

et 1\~/1®§1\~/I’ (ot M, M’ et B sont considérés comme des C-modules) (I, 1.3.13 et 1.6.3).
Si on applique en particulier (1.4.7) aucasou X=Y et &'=0x, on voit que
le o7’-Module </(f"(F)) s’identifie 3 o (F)Q 4 .
(x.4.8) En particulier, lorsque X=X'=Y (X étant affine au-dessus de S),
on voit que si &, ¥ sont deux Ox-Modules quasi-cohérents, on a

(1.4.8.1) A(F ®o, G) = A (F)® 4 (%)

a un isomorphisme canonique fonctoriel prés. Si de plus % admet une présentation
finie, il résulte de (I, 1.6.3 et 1.3.12) que

(1.4.8.2) A (Hoomy(F, G)) = Hoomy (A (F), A (%))

a un isomorphisme canonique prés.

Remarque (1.4.9). — Si X, X’ sont deux préschémas affines au-dessus de S, la
somme XuX’ est aussi affine au-dessus de S, la somme de deux schémas affines étant
un schéma affine.

Proposition (x.4.10). — Soient S un préschéma, B une OgAlgébre quasi-cohérente,
X =Spec(#). Pour tout faisceau quasi-cohérent d’idéaux ¢ de 2B, Z‘ est un faisceau quasi-

cohérent d’idéaux de Ox, et le sous-préschéma ferméY de X défini par/N est canoniquement isomorphe
a Spec(%] 7).

En effet, il résulte aussitot de (I, 4.2.3) que Y est affine au-dessus de S; en vertu
de (1.3.1), on est donc ramené au cas ou S est affine, et la proposition résulte alors
aussitét de (I, 4.1.2).

On peut encore exprimer le résultat de (1.4.10) en disant que si & : Z— %" est un
homomorphisme surjectif de Og-Algébres quasi-cohérentes, (k) : Spec(#’)—Spec(Z)
est une immersion fermée.

11



12 A. GROTHENDIECK Chap. II

Proposition (x.4.xx). — Soient S un préschéma, B une Og-Algébre quasi-cohérente,
X =Spec(#). Pour tout Idéal quasi-cohérent o4~ de O, on a (en désignant par f le morphisme
structural X—S), f(H)Ox = (K B)~ a un isomorphisme canonique preés.

La question étant locale sur S, on est ramené au cas ou S ==Spec(A) est affine,
et dans ce cas la proposition n’est autre que (I, 1.6.9).

1.5. Changement du préschéma de base.

Proposition (x.5.1). — Soit X un préschéma affine au-dessus de S. Pour toute extension
g : S'=>S du préschéma de base, X'=Xg)=X XS" est affine au-dessus de S'.

Si f’ est la projection X’'—S’; il suffit de prouver que ' ~*(U’) est un ouvert affine
pour tout ouvert affine U’ de S’ tel que g(U’) soit contenu dans un ouvert affine U
de S (1.2.1); on peut donc se limiter au cas ou S et S’ sont affines, et il suffit de prouver
que X' est alors un schéma affine (1.3.4). Mais alors (1.3.4) X est un schéma affine,
et si A, A’ et B sont les anneaux de S, S’ et X respectivement, on sait que X’ est un
schéma affine d’anneau A’®,B (I, 3.2.2).

Corollaire (x.5.2). — Sous les hypothéses de (1. 5.1), sotent f : X—S le morphisme
structural, f': X'—S', g' : X'—>X les projections, de sorte que le diagramme

X L x

\) v

S <« §
g

est commutatif. Pour tout Ox-Module quasi-cohérent F, il existe un isomorphisme canonique de
Og-Modules

(r.5.2.1) u: g (f(F))Sf(e"(F)).

En particulier, il existe un isomorphisme canonique de o (X') sur g (o (X)).
Pour définir u, il suffit de définir un homomorphisme

v f(F)>g,(f,(¢"(F)) =18 (F)))

et de prendre u=0* (0, 4.4.3). Nous prendrons v=f(p), ol p est I’homomorphisme
canonique F —>g'(g"(F)) (0, 4.4.3). Pour prouver que u est un isomorphisme, on peut
se borner au cas ou S et S, donc X et X', sont affines; avec les notations de (1.5.1),

on a alors & :1\N/I, ot M est un B-module. On constate alors aussitot que g'(f.(F))
et f/(g"(F)) sont tous deux égaux au Og-Module associé au A’-module A’®,M (ot M
est considéré comme A-module), et que u est ’homomorphisme associé a I'identité
(I, 1.6.3, 1.6.5 et 1.6.7).

Remarque (1.5.3). — On se gardera de croire que (1.5.2) reste valable lorsque X
n’est plus supposé affine au-dessus de S, méme lorsque S’=Spec(k(s)) (s€S) et que
S’—S est le morphisme canonique (I, 2.4.5) — auquel cas X’ n’est autre que la fibre
f7s) (I, 3.6.2). En d’autres termes, lorsque X n’est pas affine au-dessus de S, ’opération

12
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« image directe de faisceaux quasi-cohérents » ne permute pas a 'opération de « passage
aux fibres ». Nous verrons cependant au chapitre III (III, 4.2.4) un résultat dans ce
sens, de nature « asymptotique », valable pour les faisceaux cokérents sur X lorsque f est
propre (5.4) et S noethérien.

Corollaire (x.5.4). — Pour tout préschéma X affine au-dessus de S et tout seS, la fibre
f7Xs) (o f désigne le morphisme structural X—>S) est un schéma affine.

Il suffit d’appliquer (1.5.1) 2 S’=Spec(k(s)) et d’utiliser (1.3.4).

Corollaire (x.5.5). — Sotent X un S-préschéma, S’ un préschéma affine au-dessus de S;
alors X'=X, est un préschéma affine au-dessus de X. En outre, si f: X—S est le morphisme
structural, il y a un isomorphisme canonique de Ox-Algebres o (X')Sf(/(S')), et pour tout
o4 (S')-Module quasi-cohérent M , un di-isomorphisme canonique f* (M) L (f"(MA)), en désignant
par f'=fs, le morphisme structural X'—S'.

Il suffit d’intervertir les réles de X et de S’ dans (1.5.1) et (1.5.2).

(x.5.6) Soient maintenant S, S’ deux préschémas, ¢:S’—>S un morphisme,
# (resp. #') une Og-Algebre (resp. une Og-Algébre) quasi-cohérente, u: B—>%'
un ¢-morphisme (c’est-a-dire un homomorphisme #—g¢ (#’') de OgAlgebres). Si
X =Spec(#), X'=Spec(#'), on en déduit canoniquement un morphisme

v=_Spec(u) : X'>X
tel que le diagramme
X' > X
(r.5.6.1) v ¥
S’ e S

soit commutatif (les fleches verticales étant les morphismes structuraux). En effet, la
donnée de u équivaut a celle d’'un homomorphisme de Og-Algebres quasi-cohérentes
u* : ¢ (B)—>A" (0, 4.4.3); elle définit donc canoniquement un S’-morphisme

w : Spec(#') —Spec(q’ (%))

tel que o/ (w)=u* (1.2.7). D’autre part, il résulte de (1.5.2) que Spec(¢’(%)) s’iden-
tifie canoniquement 2 X X ¢S’; le morphisme v est le composé X'5X xS BX dew
avec la premiére projection, et la commutativité de (1.5.6.1) résulte des définitions.
Soient U (resp. U’) un ouvert affine de S (resp. S’) tels que ¢(U’)cU, A=T(U, 0),
A’=T(U’, O04) leurs anneaux, B=1'(U, &), B'=T'(U’, #’); la restriction de u en un
(¢|U’)-morphisme : #|U—->%'|U’ correspond & un di-homomorphisme - d’algébres
B—-B’; si V, V’ sont les images réciproques de U, U’ dans X, X’ respectivement, par
les morphismes structuraux, le morphisme V’—V, restriction de v, correspond (I, 1.7.3)
au di-homomorphisme précédent.

(x.5.%7) Sous les mémes hypotheses que dans (1.5.6), soit # un #-Module quasi-

cohérent; il y a alors un isomorphisme canonique de Ox.-Modules
(x.5.7.1) v*(j)_’\;(q*(,,/{)@*(g)g')’\'

13



14 A. GROTHENDIECK Chap. II

En effet, 'isomorphisme canonique (1.5.2.1) fournit un isomorphisme canonique

de pi(A ) sur le faisceau sur Spec(q'(#)) associé au ¢'(%#)-Module ¢'(#), et il suffit
ensuite d’appliquer (1.4.7).

1.6. Morphismes affines.

(x.6.1) Nous dirons qu’un morphisme f:X-—>Y de préschémas est affine s’il
définit X comme un préschéma affine au-dessus de Y. Les propriétés des préschémas
affines au-dessus d’un autre se traduisent comme suit dans ce langage :

Proposition (1.6.2). — (i) Une immersion fermée est affine.

(1) Le composé de deux morphismes affines est affine.

(iii) 87 f: X—>Y est un S-morphisme affine, fig: Xigy—>Ysy est affine pour toute
extension S'—S de la base.

(iv) 8t f: XY et f/:X'>Y' sont deux S-morphismes affines,

SXf 1 XXX '->Y XY
est affine.

(v) & f: XY et g:Y—>Z sont deux morphismes tels que gof soit affine et g séparé,
alors f est affine.

(vi) Si f est affine, il en est de méme de f,,.

En vertu de (I, 5.5.12), il suffit de démontrer (i), (ii) et (ii1). Or (i) n’est autre
que Pexemple (1.2.2), et (ii) n’est autre que (1.3.5); enfin, (iii) découle de (1.5.1)
puisque X g, s’identifie au produit X XyYg, (I, 3.3.11).

Corollaire (1.6.3). — St X est un schéma affine et Y un schéma, tout morphisme X—Y
est affine.

Proposition (1.6.4). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme de type fini. Pour que f soit affine, il faut et il suffit que f .., le soit.

Vu (1.6.2, (vi)), nous n’avons & démontrer que la suffisance de la condition.
I1 suffit de prouver que si Y est affine et noethérien, X est affine; or Y 4 est alors affine,
donc il en est de méme de X,,; par hypothése. Or, X est noethérien, donc la conclusion
résulte de (I, 6.1.7).

hY

1.7. Fibré vectoriel associé a un faisceau de modules.

(x.7.x) Soient A un anneau, E un A-module. Rappelons qu’on appelle algebre
symétrique sur E et qu'on note S(E) (ou S,(E)) lalgébre quotient de Palgebre tenso-
rielle T(E) par I'idéal bilatére engendré par les éléments x®y—y®x, ou x, y parcourent E.
L’algébre S(E) est caractérisée par la propriété universelle suivante : si ¢ est ’application
canonique E—S(E) (obtenue par compositionde E—T(E) et de I’application canonique
T(E)—>S(E)), toute application A-linéaire E—B, ou B est une A-algébre commutative,
se factorise de facon unique en EQS(E)LB, ou g est un A-homomorphisme d’algébres.
On déduit aussitét de cette caractérisation que pour deux A-modules E, F, on a

S(EDF) =S(E) ®S(F)

14



§1 ETUDE GLOBALE ELEMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 15

a un isomorphisme canonique prés; en outre, S(E) est un foncteur covariant en E,
de la catégorie des A-modules dans celle des A-algébres commutatives; enfin, la carac-
térisation précédente montre aussi que si E=1imE,, on a S(E)= EIES(EA) a un
isomorphisme canonique prés. Par abus de lang;:ge, un produit o(x;)6(x,) . ..o(x,),
ou les x;€E, se note souvent x,x,...x, si aucune confusion n’en résulte. L’algébre S(E)
est graduée, S,(E) étant ’ensemble des combinaisons linéaires des produits de n éléments
de E (n>o0); I’algebre S(A) est canoniquement isomorphe & I’algebre des polynémes A[T]
a une indéterminée et l’algébre S(A") a l’algébre des polynémes & n indéterminées
A[T,, ..., T,].

(x.7.2) Soit ¢ un homomorphisme d’anneaux A—B. Si F est un B-module,
'application canonique F—>S(F) donne une application canonique Fi;—S(F)y;, qui
se factorise donc en F,,—8(F,)—S(F)y); 'homomorphisme canonique S(Fy;)—S(F),
est surjectif, mais non nécessairement bijectif. Si E est un A-module, tout di-homo-
morphisme E—F (c’est-a-dire tout A-homomorphisme E—F,;) donne donc canoni-
quement un A-homomorphisme d’algebres S(E)—S(F;)—S(F) c’est-a-dire un
di-homomorphisme d’algébres S(E)—S(F).

Avec les mémes notations, pour tout A-module E, S(E®,B) s’identifie canonique-
ment 4 Palgébre S(E)®,B; cela résulte aussitot de la propriété universelle de S(E)
(r.7.1).

(x.7.3) Soit R une partie multiplicative de I’anneau A; appliquant (1.7.2)
a Panneau B=R7'A, et se rappelant quee R!E=E®,R"'A, on voit que l'on a
S(R7!E)=R7!S(E) a un isomorphisme canonique prés. En outre, si R’DR est une
seconde partie multiplicative de A, le diagramme

[¢]>

R™E - R'7'E

]

v \
S(R'E) — S(R'~'E)

est commutatif.

(x.7.4) Soit maintenant (S, &) un espace annelé, et soit & un 2/-Module sur S.
Si, a tout ouvert UcS on associe le I'(U, 2)-module S(I'(U, &)), on définit (vu le
caractére fonctoriel de S(E) (1.7.2)) un préfaisceau d’algebres; on dit que le faisceau
associé, que l’on note $(&) ou S (&) est la o7-Algébre symétrique du o/-Module &. Il
résulte aussitot de (1.7.1) que S(&) est solution d’un probléme universel : tout homo-
morphisme de &/-Modules &—~>%, ou % est une 7/-Algebre, se factorise d’une seule
maniére en &—>S(&)—>A, la seconde fleche étant un homomorphisme de 2/-Algebres.
Il y a donc correspondance biunivoque entre homomorphismes &—>% de 2/-Modules
et homomorphismes S(&)—>%# de /-Algébres. En particulier, tout homomorphisme
u: &—F de &-Modules définit un homomorphisme S(u) : (&) —S(F) de o/-Algebres
et (&) est donc un foncteur covariant en &.

15



16 A. GROTHENDIECK Chap. II

En vertu de (1.7.2) et de la permutabilité de S avec les limites inductives, on a
(8(&)),=S8(&,) pour tout point seS. Si &, F sont deux /-Modules, S(&DF)
s'identifie canoniquement a $(&)®,S(#), comme on le voit sur les préfaisceaux
correspondants.

Notons aussi que S(&) est une /-Algébre graduée, somme directe infinie des
S,(&), ou le &/-Module S,(&) est le faisceau associé au préfaisceau U—S, (T'(U, &)).
Si on prend en particulier &=/, on voit que S_ (/) s’identifie & [T] =4 ®,Z[T]
(T indéterminée, Z étant considéré comme faisceau simple).

(x.7.5) Soient (T, #) un second espace annelé, f un morphisme (S, &) — (T, %).
Si & est un #-Module, S(f*(F)) s’identifie canoniquement & [ (S(F)); en effet, si
f=(¢,0), on a par définition (0, 4.3.1)

S(f(F) =S (F) Opuay ) =S(4"(F)) Ope)

(1.7.2); pour tout ouvert U de S et toute section & de S({*(F)) au-dessus de U, 4 coincide,
dans un voisinage V de chaque point seU, avec un élément de S(I'(V, ¢’(F))); si
on se reporte 4 la définition de ¢*(F) (0, 3.7.1) et qu'on tient compte de ce que tout
élément de S(E) pour un module E est combinaison linéaire d’un nombre fini de produits
d’éléments de E, on voit qu’il y a un voisinage W de {(s) dans T, une section 4’ de S(&#)
au-dessus de W et un voisinage V'cVn{~*(W) de s tels que 4 coincide avec t—h'({(¢))
au-dessus de V’; d’oll notre assertion.

Proposition (x.7.6). — Sotent A un anneau, S =Spec(A) son spectre premier, & =M
le Og-Module associé & un A-module M ; alors la Og-Algébre S( &) est associée @ la A-algebre S(M).

En effet, pour tout feA, S(M;)=(S(M)); (1.7.3) et la proposition résulte donc
des définitions (I, 1.3.4).

Corollaire (x.7.7). St S est un préschéma, & un OgModule quasi-cohérent, la
Oy Algébre S(&) est quasi-cohérente. Si en outre & est de type fini, chacun des OyModules S, (&)
est de type fini.

La premiéere assertion est conséquence immédiate de (1.7.6) et de (I, 1.4.1);
la seconde résulte de ce que, si E est un A-module de type fini, §,(E) est un A-module
de type fini; on applique alors (I, 1.3.13).

Définition (x.7.8). — Soit & un Og-Module quasi-cohérent. On appelle fibré vectoriel
sur S défini par & et on note V(&) le spectre (1.9.1) de la Og-Algébre quasi-cohérente S(&).

En vertu de (1.2.7), pour tout S-préschéma X, il y a correspondance biunivoque
canonique entre les S-morphismes X—>V(&) et les homomorphismes de Og-Algebres
S(&8)—~>Z(X), donc aussi entre ces S-morphismes et les homomorphismes de Og-Modules
-4 (X)=f(0x) (ou f est le morphisme structural X—S). En particulier :

(x.7.9) Prenons pour X un sous-préschéma induit par S sur un ouvert UcS. Alors,
les S-morphismes U—V(&) ne sont autres que les U-sections (I, 2.5.5) du U-pré-
schéma induit par V(&) sur 'ouvert p~*(U) (ol p est le morphisme structural V(&)—S).
D’aprés ce qu’on vient de voir, ces U-sections correspondent biunivoquement aux homo-
morphismes de 0g-Modules &—j (05|U) (ol j est I'injection canonique U-S), ou,
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ce qui revient au méme (0, 4.4.3) aux (0g| U)-homomorphismes j'(&) = &|U-04|U.
En outre, il est immédiat qu’a la restriction & un ouvert U’cU d’un S-mor-
phisme U—V(&) correspond la restriction a U’ de I’homomorphisme correspondant
&|U—0g|U. On en conclut que le faisceau des germes de S-sections de V(&) s’identifie
canoniquement au dual & de &.

En particulier, si on prend X=U =38, a ’homomorphisme nul &0y correspond
une S-section canonique de V(&), dite S-section nulle (cf. (8.3.3)).

(1.7.10) Prenons maintenant pour X le spectre {£} d’'un corps K; le morphisme
structural f: X—S correspond donc & un monomorphisme k(s)—>K, ou s=f(§)
(I, 2.4.6); les S-morphismes {£}—+V(&) ne sont donc autres que les points géométriques
de V(&) a valeurs dans Uextension K de k(s) (I, 3.4.5), points qui sont localisés aux points
de p~*(s). L’ensemble de ces points, qu’on peut encore appeler la fibre géométrique rationnelle
sur K de V(&) au-dessus du point s, s’identifie d’aprés (1.7.8) a ’ensemble des homo-
morphismes de Og-Modules &—f (0x), ou, ce qui revient au méme (0, 4.4.3) a
I’ensemble des homomorphismes de Ox-Modules f*(&)—0yx=XK. Mais on a par défi-
nition (0, 4.3.1) (&) = 6,8y K= &°®,, K, en posant & = &,/m,&; lafibre géomé-
trique de V(&) rationnelle sur K au-dessus de s s’identifie donc au dual du K-espace
vectoriel &°®, 3 K; si 6° ou K est de dimension finie sur k(s), ce dual s’identifie aussi
a (&) ®,yK, en désignant par (&) le dual du k(s)-espace vectoriel &”.

Proposition (x.7.11). — (1) V(&) est un foncteur contravariant en & de la catégorie des
Oy Modules quasi-cohérents dans la catégorie des S-schémas affines.

(ii) Si & est un Og-Module de type fini, V(&) est de type fini sur S.

(iii) Si & et F sont deux Og-Modules quasi-cohérents, V(EDF) s’identifie canoniquement
a V(&) X V(F).

(iv) Soit g : S’—>S un morphisme; pour tout Og-Module quasi-cohérent &, V(g (&))
s’identifie canoniquement @ V(&)gy=V(&) XS,

(v) A un homomorphisme surjectif &—>F de OgModules quasi-cohérents correspond une
immersion fermée V(F)—>V(&).

(i) est conséquence immédiate de (1.2.7), compte tenu de ce que tout homo-
morphisme de OgModules &—% définit canoniquement un homomorphisme de
Os-Algébres S(&)—S(F). (ii) découle immédiatement des définitions (I, 6.3.1) et
du fait que si E est un A-module de type fini, S(E) est une A-algébre de type fini. Pour
démontrer (iii), il suffit de partir de I'isomorphisme canonique S(&®@F)38(&) @ S(F)
(1.7.4) et d’appliquer (1.4.6). De méme, pour démontrer (iv), il suffit de partir de
isomorphisme canonique S(g(&))Xg"(S(&)) (1.7.5) et d’appliquer (1.5.2). Enfin,
pour établir (v), il suffit de remarquer que si ’homomorphisme &—>% est surjectif,
il en est de méme de ’homomorphisme correspondant $(&)—>S(F) de OgAlgéebres,
et la conclusion résulte de (1.4.10).

(x.7.12) Prenons en particulier &=0g; le préschéma V(0g) est le S-schéma
affine, spectre de la Og-Algebre S(0g) qui s’identifie a la Og-Algebre 0Og[T] = 0sX,Z[T]
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18 A. GROTHENDIECK Chap. 1I

(T indéterminée); c’est évident lorsque S =Spec(Z), en vertu de (1.7.6), et on passe
de la au cas général en considérant le morphisme structural S—>Spec(Z) et utilisant
(r.7.11, (iv)). En raison de ce résultat, on pose encore V(@g)=S[T], et on a donc
la formule

(1.7.12.1) S[T]=S®,Z[T].

L’identification du faisceau des germes de S-sections de S[T] avec 04, déja vue
dans (I, 3.3.15), se retrouve ici dans un contexte plus général, comme cas particulier
de (1.7.9).

(x.7.13) Pour tout S-préschéma X, on a vu (1.7.8) que Homy(X, S[T]) s’identifie
canoniquement a Hom, (0, #7(X)), lequel est canoniquement isomorphe a I'(S, #/(X)),
et est par suite muni d’une structure d’anneau; en outre, a tout S-morphisme £ : X—Y
correspond un morphisme I'(&Z(h)) : I'(S, #Z(Y))—>T'(S, &/(X)) pour les structures
d’anneau (1.1.2). Quand on munit Homg(X, S[T]) de la structure d’anneau ainsi
définie, on voit donc qu’on peut considérer Homg(X, S[T]) comme un jfoncteur contra-
variant en X, de la catégorie des S-préschémas dans celle des anneaux. D’autre part,
Homy(X, V(&)) s’identifie de méme a Homy (&, #(X)) (ot (X) est considéré
comme un OgModule); on peut par suite le munir canoniquement d’une structure de
module sur ’anneau Homg(X, S[T]), et on voit comme ci-dessus que le couple

(Homg(X, S[T]), Homg(X, V(£)))

est un foncteur contravariant en X, a valeurs dans la catégorie dont les éléments sont
les couples (A, M) formés d’un anneau A et d’'un A-module M, les morphismes étant
les di-homomorphismes.

Nous interpréterons ces faits en disant que S[T] est un S-schéma d’anneaux et
que V(&) est un S-schéma de modules sur le S-schéma d’anneaux S[T] (cf. chap. 0, § 8).

(x.7.14) Nous allons voir que la structure de S-schéma de modules définie sur le
S-schéma V(&) permet de reconstituer le Og-Module & a un isomorphisme unique
prés : pour cela, nous allons montrer que & est canoniquement isomorphe a un sous-Oy-
Module de S(&)=(V(&)), défini au moyen de cette structure. En effet (1.7.4)
Pensemble Homy (8(&), /(X)) des homomorphismes de Og-Algébres s’identifie canoni-
quement a Homy (&, /(X)), ensemble d’homomorphismes de Og-Modules : si h, I’
sont deux éléments de ce dernier ensemble, s; (1<:<n) des sections de & au-dessus d’un
ouvert UcCS, ¢ une section de &7(X) au-dessus de U, on a par définition

B+ 1) (s - ) = TL(h(s) +H(s)
et (t.Rh) (5385 - . 5,) =" TLA(s;).

Cela étant, si z est une section de S(&) au-dessus de U, h—>A(z) est une appli-
cation de Homg(X, V(&)) =Homy (8(¢), #(X)) dans T'(U, #/(X)). Nous allons
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montrer que & s’identifie au sous-Module de S(&) tel que, pour tout ouvert UcCS, toute
section z de ce sous-Og-Module au-dessus de U et tout S-préschéma X, Papplication h—h(z) de
Homeyy(8(&)|U, #(X)|U) dans T'(U, o/ (X)) soit un homomorphisme de T'(U, o (X))-
modules.

Il est immédiat en effet que & posséde cette propriété; pour démontrer la réciproque,

on peut se borner a prouver que lorsque S=Spec(A), & =l\~/I, une section z de S$(&)
au-dessus de S qui (pour U=S) possede la propriété énoncée ci-dessus, est néces-

@
sairement une section de &; on a alors z= X z,, ou £,€8,(M), etil s’agit de prouver
n=0

que z,=o0 pour n+1. Posons B=S8(M) et prenons pour X le préschéma Spec(B[T]),
ou T est une indéterminée. L’ensemble Hom, (8(&), #(X)) s’identifie a ensemble

des homomorphismes d’anneaux /4 :B—B[T] (I, 1.3.13), et d’aprés ce qu'on a vu
plus haut, on a (T.A)(z)= 5 T"h(z,) : T’hypothése sur z implique que lon a
n=0

9 Th(z,) =T. 5 h(z,) pour tout homomorphisme 4. Si on prend en particulier pour £
n=0

n=0 ®
Pinjection canonique, il vient X
z,=0 pour m=I. n=0

Proposition (x1.7.x5). — Soit Y un préschéma dont Iespace sous-jacent est noethérien, ou un
schéma quasi-compact. Tout Y-schéma affine X de type fini sur Y est Y-isomorphe @ un sous-Y-
schéma fermé d’un Y-schéma de la forme V (&), ot & est un Oy-Module quasi-cohérent de type fini.

En effet, la Oy-Algebre quasi-cohérente o7 (X) est de type fini (1.8.7). Les hypo-
théses faites entrainent que 2/(X) est engendrée par un sous-Oy-Module quasi-cohérent
de type fini & (I, 9.6.5); par définition, cela entraine que I’homomorphisme canonique

S$(&)—«Z(X) prolongeant canoniquement 'injection & —.o7(X) est surjectif; la conclusion
résulte alors de (1.4.10).

@®
T'z,=T. Z z,, ce qui entraine bien la conclusion
n=0

§ 2. SPECTRES PREMIERS HOMOGENES

2.1. Généralités sur les anneaux et modules gradués.

Notations (2.1.1). — Etant donné un anneau S gradué en degrés positifs, nous
désignerons par S, la partie de S formée des éléments homogenes de degré n (n>o0),
par S, la somme (directe) des S, tels que n>o0; on a 1€S;, S, est un sous-anneau de S,
S, un idéal gradué de S et S est somme directe de Sy et de S, . Si M est un module gradué
sur S (a degrés positifs ou négatifs), on désignera de méme par M, le S;-module formé
des éléments homogenes de degré n de M (avec neZ). .

Pour tout entier d>o, on désigne par S la somme directe des S,;; en considérant
les éléments de S,;, comme homogénes de degré n, les S, définissent sur S une structure
d’anneau gradué.

Pour tout entier % tel que 0<k<d—1, on désignera par M*" la somme directe
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20 A. GROTHENDIECK Chap. I1

des M,;,, (n€Z); c’est un S¥-module gradué, quand on considére les éléments de
M, comme homogeénes de degré n. On écrira M@ au lieu de M®,

Avec les notations précédentes, pour tout entier n (positif ou négatif), nous dési-
gnerons par M(n) le S-module gradué défini par (M(rn)),=M,,, pour tout keZ.
En particulier, S(n) sera un S-module gradué tel que (S(n)),=S,,,, en convenant de
poser S, =o0 pour n<o. On dit qu'un S-module gradué M est libre s’il est isomorphe,
en tant que module gradué, 2 une somme directe de modules de la forme S(n); comme
S(n) est un S-module monogéne, engendré par I’élément 1 de S considéré comme
élément de degré —n, il revient au méme de dire que M admet une base sur S formée
d’éléments homogénes.

On dit qu’un S-module gradué M admet une présentation finie s’il existe une suite
exacte P—>Q-—->M-—0, ou P et Q sont des sommes directes finies de modules de la
forme S(n) et les homomorphismes sont de degré o (cf. (2.1.2)).

(2.1.2) Soient M, N deux S-modules gradués; on définitsur M®¢N une structure
de S-module gradué de la fagon suivante. Sur le produit tensoriel M®,N, on peut définir
une structure de Z-module gradué (ou Z est gradué par Z,=Z, Z,=o0 pour n+0) en
posant (M®,N), =m+€7fl‘)= qM,,,@an (comme M et N sont respectivement sommes directes
des M, et des N,, on sait que l’on peut identifier canoniquement M®,N 4 la somme
directe de tous les M,,®,N,). Cela étant, ona M N = (M®,N)/P, ou P est le sous-
Z-module de M®,N engendré par les éléments (xs)®y—x®(sp) pour xeM, yeN, seS;
il est clair que P est un sous-Z-module gradué de M®,N, et on voit aussitét qu’on obtient
bien en passant au quotient une structure de S-module gradué sur M®gN. ‘

Pour deux S-modules gradués M, N, rappelons qu’un homomorphisme # : M—N
de S-modules est dit de degré k si u(M;) CN;,, pour tout jeZ. SiH, désigne ’ensemble
de tous les homomorphismes de degré » de M dans N, on désigne par Homg(M, N) la
somme (directe) des H, (neZ) dans le S-module H de tous les homomorphismes (de
S-module) de M dans N; en général Homg(M, N) n’est pas égal a ce dernier. Toutefois,
on a H=Homg(M, N) lorsque M est de type fini; on peut en effet supposer alors M
engendré par un nombre fini d’éléments homogeénesx; (1<¢<n), ettout homomorphisme

ueH s’écrit d’une seule maniére X u,, o pour chaque £, u,(x;) est égal au composant
keEZ

homogene de degré £+ deg(x;) de u(x;) (1<i<n), ce qui entraine u,=o0 sauf pour un
nombre fini d’indices; on a par définition u,eH,, d’ou la conclusion.

On dit que les éléments de degré o de Homgy(M, N) sont des homomorphismes
de S-modules gradués. Il est clair que S,H,cH
Homg(M, N) une structure de S-module gradué.

Il résulte aussitét de ces définitions que I'on a

(2.1.2.1) M (m) ®¢N(n) = (MQgN) (m + )

mins donc les H, ~définissent sur

(2.1.2.2) Homg(M(m), N(n)) = (Homg(M, N))(n—m)
pour deux S-modules gradués M, N.
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Soient S, S’ deux anneaux gradués; un homomorphisme d’anncaux gradués ¢ : S—S’
est un homomorphisme d’anneaux tel que ¢(S,)cCS, pour tout neZ (autrement dit,
@ doit étre un homomorphisme de degré o de Z-modules gradués). La donnée d’un tel
homomorphisme définit sur S’ une structure de S-module gradué; muni de cette structure
et de sa structure d’anneau gradué, on dit que S’ est une S-algébre graduée.

Si alors M est un S-module gradué, le produit tensoriel M®gS’ de S-modules
gradués est muni de facon naturelle d’une structure de S’-module gradué, la graduation
étant celle définie plus haut.

Lemme (2.1.3). — Soit S un anneau gradué a degrés positifs. Pour qu’une partie E de S,
Sformée d’éléments homogénes engendre S en tant que S-module, il faut et il suffit que E engendre S
en tant que Sy-algébre.

La condition est évidemment suffisante; montrons qu’elle est nécessaire. Soit E,
(resp. E") 'ensemble des éléments de E de degré égal a n (resp. < n); il suffira de montrer,
par récurrence sur n>0, que S, est le Si-module engendré par les éléments de degré n
qui sont des produits d’éléments de E". Or, cela est évident pour n=1 en vertu de

I’hypothése; cette derniére montre en outre que Sn=nZISpE,,_p, et le raisonnement par
récurrence est alors immédiat. p=0

Corollaire (2.x.4). — Pour que S, soit un idéal de type fini, il faut et il suffit que S soit
une Sy-algébre de type fini.

On peut en effet toujours supposer qu’un systéme fini de générateurs de la Sj-
algébre S (resp. du S-idéal S_) est formé d’éléments homogénes, en remplagant chacun
des générateurs considérés par ses composants homogenes.

Corollaire (2.1.5). — Pour que S soit noethérien, il faut et il suffit que S, soit noethérien
et que S sott une Sy-algébre de type fini.

La condition est évidemment suffisante; elle est nécessaire, puisque S, est isomorphe
a S/S, et que S, doit étre un idéal de type fini (2.1.4).

Lemme (2.1.6). — Soit S un anneau gradué a degrés positifs, qui soit une Sy-algébre de
type fini. Soit M un S-module gradué de type fini. Alors :

(1) Les M, sont des Sy-modules de type fini, et il existe un entier n, tel que M, =o0 pour
n<n,.

(i1) Il existe un entier n, et un entier h>o0 tel que, pour tout entier n>n,, on ait
=M,

(iii) Pour tout couple d’entiers (d, k) tels que d>o, o< k<d—1, M®" st un SD-module
de type fini.

(iv) Pour tout entier d>o, S est une Syalgébre de type fini.

(v) Il existe un entier h>o tel que S,,=(S,)™ pour tout m>o.

(vi) Pour tout entier n>o, il existe un entier my tel que S, CS' pour tout m>m,.

M

n

On peut supposer S engendré (en tant que Sj,-algébre) par des éléments homo-
geénes f;, de degré h; (1<i<r), et M engendré (en tant que S-module) par des éléments
homogenes x; de degré k; (1<j<s). Il est clair que M, est formé des combinaisons
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linéaires, a coefficients dans S;, des éléments f ... f’rx; tels que les «, soient des entiers
>o vérifiant k; + Zah,=n; pour chaque j, il n’y a qu'un nombre fini de systémes ()
i

vérifiant cette équation, puisque les #; sont >o0, d’ou la premiére assertion de (i); la
seconde est évidente. Soit d’autre part % le p.p.c.m. des k; et posons g;=fF" (1<i<r)
de sorte que tous les g; sont de degré /; soient z, les éléments de M de la forme fi* ... frx;
avec 0< a;<h[h; pour 1<i<r; ces éléments sont en nombre fini, soit », le plus grand
de leurs degrés. Il est clair que pour n>n,, toutélément de M, ,, est combinaison linéaire
des z, dont les coefficients sont des mon6émes de degré >o par rapport aux g;, donc on a
M, ,,=SM,, ce qui établit (ii). De la méme maniére, on voit (pour tout 4>0) qu’un
élément de M@ est combinaison linéaire, & coefficients dans S,, d’éléments de la
forme g'fi" ... firx; avec o< o;<d, g étant un élément homogene de S; d’otr (iii); (iv)
résulte alors de (iii) et du lemme (2.1.3), en prenant M=S_, puisque (S,)%=(S9),.
L’assertion de (v) se déduit de (ii) en prenant M =S. Enfin, pour un » donné, il n’y a

qu’un nombre fini de systemes («;) tels que o;>0 et Zo;<n, donc sim, est la plus grande
i

valeur de la somme Zo.h; pour ces systémes, ona S,,CS’ pour m>m,, ce qui prouve (vi).
1

Corollaire (2.1.7). — Si S est noethérien, il en est de méme de S\ pour tout entier d>o.

Cela résulte de (2.1.5) et de (2.1.6, (iv)).

(2.1.8) Soit p un idéal premier gradué de ’anneau gradué S; p est donc somme
directe des sous-groupes p,=pnS,. Supposons que p ne¢ contienne pas S, . Alors, si feS,
n’appartient pas a p, la relation f"xep est équivalente a xep; en particulier, si f€S,
(d>o0), pour tout xeS,_,,, la relation f"xep, équivaut a xep, ;-

Proposition (2.x.9). — Soit ny un entier >o0; pour tout n>mny, soit p, un sous-groupe
de S,. Pour qu'il existe un idéal premier gradué p de S ne contenant pas S_ et tel que pnS,=p,
pour tout n>ny, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

1° S,0,CP, 1, pour tout m=o0 et tout n>n,.

2° Pour m>ny, n=ny, feS,, ge8S,, la relation fgeyp,, ., entraine fep, ou gep,.

3° p,*S, pour un n>=n, au moins.

En outre Uidéal premier gradué p est alors unique.

Il est évident que les conditions 1° et 2° sont nécessaires. En outre, si pnS,, il
existe au moins un £k>o tel que pnS,+S,; si feS, n’appartient pas a p, la relation
pnS,=S, entraine pnS,_,,=S,_,» d’apres (2.1.8); donc, si pnS,=S, a partir d’'une
certaine valeur de 7, on aurait p>S, contrairement a I’hypothése, ce qui prouve
que 3° est nécessaire. Inversement, supposons satisfaites les conditions 1° 2° et 3°. Notons
que, si pour un entier d>n,, feS, n’appartient pas & p,, alors, si p existe, p,,, pour
m<n,, est nécessairement égal a ’ensemble des x€S,, tels que f'xep,, ., sauf pour un
nombre fini de valeurs de r. Cela prouve déja que si p existe, il est unique. Reste a montrer
que si on définit les p,, pour m<n, par la condition précédente, p= ?‘iopn est un idéal

n=
premier. Notons d’abord qu’en vertu de 2° pour m=>mn,, P, est aussi défini comme

Iensemble des x€S,, tels que f'xep,, . ,, sauf pour un nombre fini de valeurs de r. Cela
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étant, si geS,,, xep,, ona f'gxep,, ., ., sauf pour un nombre fini de valeurs de r, donc
gX€P,,,,, ce qui prouve que p est un idéal de S. Pour établir que cet idéal est premier,
autrement dit que ’anneau S/p, gradué par les sous-groupes S, /p,, est un anneau
intégre, il suffit (en considérant les composants de plus haut degré de deux éléments
de S/p) de prouver que si x€S, , yeS, sont tels que x¢p,,, y¢p,, alors xp¢p, ... Sinon,
pour r assez grand, on aurait f*"xyep,, ., ,.,; mais on a f'yép,.,, pour tout r>o0;
il résulte alors de 2° que, sauf pour un nombre fini de valeurs de r, on a f'xep,, . ,,, et
on en conclurait que xep, contrairement a ’hypotheése.

(2.1.10) Nous dirons qu’une partie J de S, est un idéal de S, si c’est un idéal
de S, et que J est un idéal premier gradué de S, $’il est intersection de S, et d’un idéal
premier gradué de S ne contenant pas S, (cet idéal premier est d’ailleurs unique d’apreés
(2.1.9)). Si J est un idéal de S, la racine de 3 dans S, est I’ensemble des éléments de S,
dont une puissance appartient a J, autrement dit c’est Pensemble 1 (J) =1(J)nS,;
en particulier, la racine de o dans S__ est encore appelée le nilradical de S, et notée N, :
c’est donc I’ensemble des éléments nilpotents de S, . Si J est un idéal gradué de S_, sa
racine v (J) est un idéal gradué : en passant a ’anneau quotient S/J, on peut se ramener
au cas J=o0, et tout revient a voir que si ¥=x,+x,,,+ ... +x, est nilpotent, il en
est de méme des x;€S; (1<A<i<k); on peut supposer x,#o0 etle composant de plus
grand degré de x" est alors 7, donc x, est nilpotent, et on raisonne alors par récurrence
sur k. On dit que 'anneau gradué S est essentiellement réduit si N, =o, autrement dit
si S, ne contient pas d’éléments nilpotents = o.

(2.1.11) On notera que si, dans I’anneau gradué S, un élément x est diviseur
de o, il en est de méme de son composant de plus haut degré. On dit qu’un anneau S
est essentiellement intégre si 'anneau S, (sans élément unité) ne contient pas de diviseur
de o et est #o; il suffit pour cela qu'un élément homogéne +o0 dans S, ne soit pas
diviseur de o dans cet anneau. Il est clair que si p est un idéal premier gradué de S,
S/p est essentiellement intégre.

Soit S un anneau gradué essentiellement intégre, et soit x,eS,; s’il existe alors un
élément homogene f+0 de S, telque x,f=o0, ona xS, =o, carona (%,9)f= (%,f)g=0
pour tout geS_, et I’hypothése entraine donc x,g=o0. Pour que S soit intégre, il faut
et il suffit donc que S, soit intégre et que ’annulateur de S dans S soit réduit a o.

2.2. Anneaux de fractions d’un anneau gradué.

(2.2.1) Soient S un anneau gradué, a degrés positifs, f un élément homogéne de S,
de degré d>o; alors I’anneau de fractions S’=S; est gradué, en prenant pour S,
I’ensemble des x[f*, ou x€S,.,; avec k>0 (on observera ici que n peut prendre des
valeurs négatives arbitraires); nous désignerons le sous-anneau Sj= (S,), de S’ formé
des éléments de degré o par la notation S,

Si feS,, les monémes (f]1)* dans S; (k entier positif ou négatif) forment un systéme
libre sur 'anneau S, et '’ensemble de leurs combinaisons linéaires n’est autre que
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Panneau (S¥),, qui est donc isomorphe & ST, bT“] =S, ®,Z[T, T™'] (ot T est une

indéterminée). En effet, si on a une relation = z,(f/1)*=0 avec z,==x,/f™, ol tous
h=—a

les x, appartiennent a S,;, cette relation équivaut par définition a I’existence d’un £>—a

b
tel que X f**ix =o0, et comme les degrés des termes de cette somme sont distincts,
=—a

ona f*"kx, =0 pour tout &, d’olt z,=0 pour tout A.

Si M est un S-module gradué, M’'=M; est un S-module gradué, M, étant
Pensemble des z/f* avec zeM, ,,, (k>0); on désigne par M, 'ensemble des éléments
homogenes de degré o de M’; il est immédiat que M, est un Sj-module et que 'on a
(M(d))f = M(f)®s(,) (S(d))r

Lemme (2.2.2). — Sotent d, e deux entiers >o, feS;, geS,. Il existe un isomorphisme
canonique d’anneaux

~ .
St = St s
st on tdentifie canoniquement ces deux anneaux, il existe un isomorphisme canonique de modules

My, = (M) gdje.

En effet, fg divise f°¢", et ce dernier élément divise ( fg)*, doncles anneaux gradués S,,
et Sy, s’identifient canoniquement; d’autre part, Sp,a s’identifie aussi & (Sp) i, (0, 1.4.6),
et comme f*[1 est inversible dans Se, Se s’identifie aussi & (Sg),2e. Or ’élément g*/f*
est de degré o dans Se; on en conclut aussitot que le sous-anneau de (Sp),4,e formé
des éléments de degré o est (Sy),ie, €t comme on a évidemment Sy =S,, cela
démontre la premiére partie de la proposition; la seconde s’établit de méme.

(2.2.3) Avec les hypotheéses de (2.2.2), il est clair que I’homomorphisme canonique
S;—>S;, (0, 1.4.1), qui transforme x[f* en g°x/(fg)* est de degré o, donc donne par
restriction un homomorphisme canonique Sy—>S,, tel que le diagramme

Sp)
PN
S = (Spp) gt

soit commutatif. On définit de méme un homomorphisme canonique My—My,.

Lemme (2.2.4). — Si f, g sont deux éléments homogenes de S, Panneau S, est engendré
par la réunion des images canoniques de S, et S .

En vertu de (2.2.2), il suffit de voir que 1/(g%/f*) =/""*/(fg)* appartient 4 'image
canonique de S, dans S, ce qui est évident par définition.

Proposition (2.2.5). — Soit d un entier >o0 et soit feS;. Alors il existe un isomorphisme
canonique d’anneaux Sy SP|(f—1)S; si on identifie ces deux anneaux par cet isomorphisme,
il existe un isomorphisme canonique de modules M, MY |(f—1)M@,

Le premier de ces isomorphismes se définit en faisant correspondre & x/f", ou x€S,;,
I’élément x, classe de x mod. (f—1)S?; cette application est bien définie, car on a la
congruence f*r=x (mod. (f—1)S?) pour tout xeS@, doncsi f*x=o0 pour un A>o,
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on a x=o. D’autre part, si xeS,; est tel que x=(f—1)y avec Y=y +Ipgat -+ +I
avec ,€S; et y,;+0, on a nécessairement h=n et x=—y,, ainsi que les relations
Jirva=Ma pour h<j<k—1, fy,=o0, ce qui donne finalement f*"x=o0; A toute
classe x mod. (f—1)S¥ d’un élément x€S,;, on peut donc faire correspondre I’élément
x[f* de S, car la remarque qui précéde montre que cette application est bien définie.
Il est immédiat que les deux applications ainsi définies sont des homomorphismes
d’anneaux, réciproques I'un de I'autre. On proceéde exactement de méme pour M.

Corollaire (2.2.6). — Si S est noethérien, il en est de méme de S, pour tout f homogéne
de degré >o.

Cela résulte aussitét de (2.1.7) et (2.2.5).

(2.2.7) Soit T une partie multiplicative de S, formée d’éléments homogénes;
Ty=Tu{1} est alors une partie multiplicative de S; comme les éléments de T, sont
homogenes, 'anneau T; 'S est encore gradué de fagon évidente; on désignera par Sy,
le sous-anneau de T; 'S formé des éléments d’ordre o, c’est-a-dire des éléments de la
forme x/h, ou heT et x est homogeéne de degré égal a celui de 4. On sait (0, 1.4.5)
que Ty 'S s’identifie canoniquement 2 la limite inductive des anneaux S;, o1 f parcourt T
(pour les homomorphismes canoniques S;,—S;); comme cette identification respecte
les degrés, elle identifie Sy & la limite inductive des S, pour feT. Pour tout S-module
gradué¢ M, on définit de méme le module My, (sur I’anneau Sy,) formé des éléments
de degré o de T, 'M, et on voit que ce module est limite inductive des M, pour feT.

Si p est un idéal premier gradué de S, , on désignera par S, et M, 'anneau S,
et le module M; respectivement, oi T' est ’ensemble des éléments homogénes de S,
qui n’appartiennent pas a p.

2.3. Spectre premier homogéne d’un anneau gradué.

(2.3.1) Etant donné un anneau gradué S, a degrés positifs, on appelle spectre
premier homogéne de S et on désigne par Proj(S) ’ensemble des idéaux premiers gradués
de S, (2.1.10), ou, ce qui revient au méme, I’ensemble des idéaux premiers gradués
de S ne contenant pas S ; nous allons définir une structure de schéma ayant Proj(S) comme
ensemble de base.

(2.3.2) Pour toute partie E de S, soit V_ (E) I’ensemble des idéaux premiers
gradués de S contenant E et ne contenant pas S_; c’est donc la partie V(E)nProj(S)
de Spec(S). De (I, 1.1.2) on déduit donc :

(2.3.2.1) V., (0)=Proj(S), V. (S5)=V,(8,)=0
(2.3.2.2) V+(L3El)=QV+(Ek)
(2.3.2.3) V,(EE) =V, (E)uV, (E).

On ne change pas V_(E) en remplagant E par I'idéal gradué engendré par E;
en outre, si J est un idéal gradué de S, on a

(2.3.2.4) Vi) =V(Y (3n8))

g=n
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pour tout n>o0 : en effet, si peProj(S) contient les éléments homogénes de § de
degré >n, comme par hypothése il existe un élément homogeéne feS; non contenu
dans p, pour tout m>o0 et tout x€5,nJ, ona f'xeInS,,, sauf pour un nombre fini
de valeurs de 7, donc f'xepnS, ,,;, ce qui entraine xepnS,, (2.1.9).

Enfin, on a, pour tout idéal gradué J de S

(2-3.2.5) V. Q) =V (r:(3)-

(2.3.3) Par définition, les V_(E) sont les parties fermées de X =Proj(S) pour
la topologie induite par la topologie spectrale de Spec(S), et qu’on appellera encore
topologie spectrale sur X. On pose, pour tout feS

(2.3.3.1) D, (f) =D(f) nProj(S) = Proj(S) — V.. (f)
et on a par suite, pour deux éléments f, gde S (I, 1.1.9.1)
(2.3.3.2) D, (fg)=D,(f)nD,(g).

Proposition (2.3.4). — Lorsque f parcourt Iensemble des éléments homogénes de S_, les
D (f) forment une base de la topologie de X = Proj(S).

Il résulte en effet de (2.3.2.2) et (2.3.2.4) que toute partie fermée de X est
intersection d’ensembles de la forme V_(f), ou f est homogéne de degré >o.

(2.3.5) Soit f un élément homogéne de S, de degré d>o; pour tout idéal premier
gradué p de S, ne contenant pas f, on sait que ’ensemble des x/f", o xep et n>o,
est un idéal premier de ’anneau de fractions S; (0, 1.2.6); sa trace sur S est donc un
idéal premier de cet anneau, que nous désignerons par {,(p) : c’est 'ensemble des x/f",
pour n>o0, xepnS, ;. On a ainsi défini une application

4; : D (f)—~>Spec(Sy) ;

en outre, si geS, est un second élément homogéne de S, , on a un diagramme commutatif

by
D, (f) = Spec(Sy)
(2.3.5.1) . [

D+(fg) Tb;: SPCC(S(/g))

ou la fleche verticale de gauche est 'inclusion, et celle de droite est ’application “w, ,
déduite de I’homomorphisme canonique =y, :S,—>Sy; (I, 1.2.1). En effet,
si x[f"e0(Y,(p)), ol fg¢p, on a par définition g"x/(fg)"e{,(p), donc g'xep et par
suite xep, et la réciproque est évidente.

Proposition (2.3.6). — L’application §; est un homéomorphisme de D (f) sur Spec(S).

En premier lieu, {; est continue; car si heS,; est tel que h/f"e{,(p), on a par
définition hep etréciproquement,donc ¢ (D(k/f")) =D, (hf) et notre assertion résulte
de la formule (2.3.3.2). En outre, les D (), ol % parcourt les ensembles S,;, forment
une base de la topologie de D_(f), en vertu de (2.3.4) et de la formule (2.3.3.2); ce
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qui préceéde prouve donc, compte tenu de I'axiome (T,) valable dans D _(f) et dans
Spec(Sy)), que {; est injective et que I'application réciproque {;(D,(f))—>D,(f) est
continue. Enfin, pour voir que ¢, est surjective, on remarque que, si g, est un idéal premier
de S, et si, pour tout n>o0, on désigne par p, 'ensemble des x€S, tels que »*/f"eqy,
les p, vérifient les conditions de (2.1.9) : en effet, si x€S,, yeS, sont tels que x/f"eq,
et »*[f"eq,, ona (x+)*[f*"eq,, d’ou (x+)?/f"€q, puisque q, est premier; cela prouve
que les p, sont des sous-groupes des S,, et la vérification des autres conditions de (2.1.9)
est immédiate, compte tenu de ce que @, est premier. Si p est I’idéal premier gradué
de S ainsi défini, on a bien §;(p)=gq,, carsi x€S,,, les relations x/f"eq, et x*/f™eq,
sont équivalentes, q, étant premier.

Corollaire (2.3.7). — Pour que D_(f) =0, il faut et il suffit que f soit nilpotent.

En effet, pour que Spec(S;)=9, il faut et il suffit que Sj=o0, ou encore que
1=o0 dans S;, ce qui signifie par définition que f est nilpotent.

Corollaire (2.3.8). — Soit E une partie de S, . Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) V, (E)=X=Proj(S).

b) Tout élément de E est nilpotent.

¢) Les composants homogénes de tout élément de E sont nilpotents.

Il est clair que ¢) entraine b) et que 4) entraine a). Si J est I'idéal gradué de S
engendré par E, la condition @) équivaut a V_(J) =X; a fortiori, a) entraine que tout
élément homogeéne feJ est tel que V  (f)=2X, donc f estnilpotent en vertude (2.3.7).

Corollaire (2.3.9). — Si J est un idéal gradué de S, v, (J) est intersection des idéaux
premiers gradués de S qui contiennent 3.

En considérant ’anneau gradué S/J, on peut se ramener au cas ot J=o. Il faut
prouver que si feS, n’est pas nilpotent, il y a un idéal premier gradué de S ne contenant
pas f; or, un au moins des composants homogénes de f n’est pas nilpotent, et on peut
donc supposer f homogeéne; I’assertion résulte alors de (2.3.7).

(2.3.10) Pour toute partie Y de X =Proj(S), soit j, (Y) ’ensemble des feS,
tels que YcV_(f); il revient au méme de dire que j, (Y)=i(Y)nS,; i (Y) est donc
un idéal de S, égal a sa racine dans S, .

Proposition (2.3.xx). — (i) Pour toute partie E de S, , i, (V _(E)) est la racine dans S,
de lidéal gradué de S engendré par E.

(ii) Pour toute partie Y de X, V(i (Y))=Y, adhérence de Y dans X.

(i) SiJestl’idéal gradué de S, engendré par E,ona V_(E)=V_(J) et ’assertion
résulte alors de (2.3.9).

(ii) Comme V_(3J) =ffe']3V+ (f), larelation YcV (J) entraine YcV (f) pour
tout feJ, et par suite i (Y)2J, dou V_(i.(Y))cV,(J), ce qui prouve (ii) par
définition des ensembles fermés.

Corollaire (2.3.12). — Les parties fermées Y de X =Proj(S) et les idéaux gradués
de S égaux a leur racine dans S, se correspondent biunivoquement par les applications décrois-
santes Y—>i,(Y), I—>V_(JI); a la réunion YUY, de deux parties fermées de X correspond
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i,(Y)ni (Y,), et a Pintersection d’une famille quelconque (Y,) de parties fermées correspond
la racine dans S de la somme des i, (Y,).

Corollaire (2.3.13). — Soit J un idéal gradué dans S ; pour que V _(J) =0, il faut
et il suffit que tout élément de S, ait une puissance dans J.

Ce dernier corollaire s’exprime aussi sous ’'une des formes équivalentes :

Corollaire (2.3.14). — Soit (f,) une famille d’éléments homogénes de S, . Pour que les
D, (f,) forment un recouvrement de X =Proj(S), il faut et il suffit que tout élément de S . ait
une puissance dans ’idéal engendré par les f .

Corollaire (2.3.15). — Soient (f,) une famille d’éléments homogénes de S , f un élément
de S, . Les relations suivantes sont équivalentes : a) D_(f)cUD,(f,); ) V.(f)> NV_(£);
¢) une puissance de f appartient & I’idéal engendré par les f,. * *

Corollaire (2.3.16). — Pour que X =Proj(S) soit vide, il faut et il suffit que tout élément
de S soit milpotent.

Corollaire (2.3.17). — Dans la correspondance biunivoque décrite dans (2.3.12), aux
parties fermées irréductibles de X correspondent les idéaux gradués premiers dans S .

En effet, si Y=Y,uY,, ou Y, et Y, sont fermés et distincts de Y, on a

i+(Y) =1, (Y)ni (Ys)

les idéaux i, (Y;) et i, (Y,) étant distincts de j, (Y), donc j, (Y) n’est pas premier. Inver-
sement, si J est un idéal gradué non premier de S_, il existe deux éléments f, g de S tels
que f¢3, 3, f2e3; alors V. (f)DV(3), V. ()Y, (3) mais V,(J)cV, (fHuV, (g)
par (2.3.2.3); on en conclut que V_ (J) est réunion des ensembles fermés V_ (f)nV_(3J)
et V, (g)nV_(J), qui sont distincts de V_(J).

2.4. La structure de schéma sur Proj(S).

(2.4.1) Soient f, g deux éléments homogénes de S, ; considérons les schémas
affines Y, =Spec(S,), Y,=Spec(S,) et Y, =Spec(S;)). En vertu de (2.2.2), le
morphisme wy, ;= (*wy, ;, @,;) de Y, dans Y,, correspondant & I’homomorphisme
canonique ¢y, ; : Sy —>Sy,, est une immersion ouverte (I, 1.3.6). Au moyen de ’homéo-
morphisme réciproque de ¢;: D, (f)—Y; (2.3.6), on peut transporter 2 D, (f) la
structure de schéma affine de Y;; en vertu de la commutativité du diagramme (2.3.5.1),
le schéma affine D_ (fg) s’identifie ainsi au schéma induit sur ’ensemble ouvert D ( fg)
de I’espace sous-jacent au schéma affine D (f). Il est clair alors (compte tenude (2.3.4))
que X=Proj(S) est muni d’une unique structure de préschéma, dont la restriction a
chaque D, (f) est le schéma affine qui vient d’étre défini. En outre :

Proposition (2.4.2). — Le préschéma Proj(S) est un schéma.

11 suffit (I, 5.5.6) de montrer que, quels que soient f, ¢ homogenes dans S,
D,(f)nD,(g) =D, (fg) est affine et que son anneau est engendré par les images cano-
niques des anneaux de D_(f) et D_(g); le premier point est évident par définition, et
le second résulte de (2.2.4).
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Lorsqu’on parlera du spectre premier homogéne Proj(S) comme d’un schéma,
il s’agira toujours de la structure qui vient d’étre définie.

Exemple (2.4.3). — Prenons S=K[T,, T,], K étant un corps, T,, T, deux indé-
terminées, et S étant gradué par le degré total. Il résulte de (2.3.14) que Proj(S) est
réunion de D (T;) et D, (T,); on voit aussitét que ces schémas affines sont canonique-
ment isomorphes & K[T], et que Proj(S) s’obtient par le recollement de ces deux schémas
affines décrit dans (I, 2.3.2) (cf. (7.4.14)).

Proposition (2.4.4). — Soit S un anneau gradué a degrés positifs, et soit X le schéma
Proj(S).

(i) Si M, est le nilradical de S, (2.1.10), le schéma X, 4 est canoniquement isomorphe
a Proj(S/M.); en particulier, si S est essentiellement réduit, Proj(S) est réduit.

(ii) Supposons S essentiellement réduit. Alors, pour que X soit intégre, il faut et il suffit
que S soit essentiellement intégre.

(i) Soit S I’anneau gradué S/R,, et désignons par x—>x I’homomorphisme
canonique S—S, de degré o. Pour tout f€S; (¢>0), ’homomorphisme canonique Sf—>§'
(0, 1.5.1) est surjectif et de degré o, donc par restriction donne un homomorphisme
surjectif Sw—;S—(/—); si on suppose f¢N., on vérifie immédiatement que §(;) est réduit, et
que le noyau de ’homomorphisme précédent est le nilradical de S, autrement dit
§(;)= (Sy)rea- A cet homomorphisme correspond donc une immersion fermée
D, (f)—»D,(f) quiidentifie D, (f) 2 (D,(f))wa (L 5.1.2), et est en particulier un
homéomorphisme des espaces sous-jacents a ces deux schémas affines. En outre, si g¢M,
est un second élément homogéne de S, le diagramme

est commutatif; comme en outre les D_(f), pour f homogéne de degré >o et f¢N_,
forment un recouvrement de X =Proj(S) (2.3.7), on voit que les morphismes

D, (f)—=>D,(f) sont les restrictions d’'une immersion fermée Proj(S)—Proj(S) qui est
un homéomorphisme des espaces sous-jacents; d’ou la conclusion (I, 5.1.2).

(ii) Supposons que S soit essentiellement intégre, autrement dit que (0) soit un
idéal gradué premier de S distinct de S ; alors X est réduit en vertu de (i) et irréductible
en vertu de (2.3.17). Inversement, supposons que S soit essentiellement réduit et X
intégre; alors, pour f+o0 homogeéne dans S,, ona D_(f)+0 (2.3.7); ’hypothése
que X est irréductible entraine que D, (f)nD,(g)+©0 pour f, ¢ homogénes et % o dans
S,; donc fg+o0 en vertu de (2.3.3.2), et on en conclut que S, n’a pas de diviseurs de
zéro, d’ou1 la premiére assertion.

(2.4.5) Etant donné un anneau commutatif A, rappelons qu’on dit qu’un anneau
gradué S est une A-algébre graduée il est muni d’une structure de A-algeébre telle que
chacun des sous-groupes S, soit un A-module; il suffit d’ailleurs pour cela que S, soit
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une A-algébre, autrement dit on définit sur S une structure de A-algébre graduée en
définissant une structure de A-algébre sur Sy, et en posant, pour a€A, x€S,, a.x = («.1)x.
Proposition (2.4.6). — Supposons que S soit une A-algébre graduée. Alors sur X = Proj(S),
le faisceau structural Oy est une A-Algébre (A étant considéré comme faisceau simple sur X); en
d’autres termes, X est un schéma au-dessus de Spec(A).
11 suffit de noter que pour tout f homogéne dans S, S, est une algébre sur A,
et que le diagramme

Siy = S
A
est commutatif, pour f, ¢ homogénes dans S, .

Proposition (2.4.7). — Soit S un anneau gradué a degrés positifs.

(1) Pour tout entier d>o, il existe un isomorphisme canonique du schéma Proj(S) sur le
schéma Proj(S¥).

(i1) Soit S’ Panneau gradué tel que Sy,=72Z, S, =S, (considéré comme Z-module) pour
n>o. Il existe un isomorphisme canonique du schéma Proj(S) sur le schéma Proj(S’).

(i) Montrons d’abord que I’application p—>pnS@ est une bijection de ’ensemble
Proj(S) sur Proj(S”). En effet, supposons donné un idéal premier gradué p’eProj(S?),
et posons p,;=p'nS,; (n>0). Pour tout >0, non multiple de 4, définissons p, comme
Pensemble des xeS,, tels que x’€p,,;; si xep,, yep,, ona (x+y)**ep,,q, donc (x+7)%ep,,
puisque p’ est premier; il est immédiat que les p, ainsi définis pour tout n>o vérifient
les conditions de (2.1.9), donc il existe un idéal premier unique peProj(S) tel que
pnS@=p’. Comme pour tout f homogéne dans S,,ona V_(f)=V_(f?) (2.3.2.3),
on voit que la bijection précédente est un homéomorphisme d’espaces topologiques. Enfin,
avec les mémes notations, Sy, et S¢ s’identifient canoniquement (2.2.2), donc Proj(S)
et Proj(S“¥) s’identifient canoniquement en tant que schémas.

(ii) Si, a tout peProj(S) on fait correspondre 'unique idéal premier p’eProj(S’)
tel que p'nS,=pnS, pour tout n>o0 (2.1.9), il est clair qu'on définit un homéo-
morphisme canonique Proj(S)Proj(S’) des espaces sous-jacents, car V_(f) est le
méme ensemble pour S et S’ lorsque f est un élément homogéne de S, . Comme en outre
Sy =S, Proj(S) et Proj(S’) s’identifient en tant que schémas.

Corollaire (2.4.8). — Si S est une A-algébre graduéde, S, la A-algebre graduée telle que
(Sho=A4A, (S)),=S, pour n>o, il existe un isomorphisme canonique de Proj(S) sur Proj(Sy}).

En effet, ces deux schémas sont isomorphes canoniquement a Proj(S’), avec les
notations de (2.4.7, (ii)).

2.5. Faisceau associé a un module gradué.

(2.5.x) Soit M un S-module gradué. Pour tout f homogéne dans S, My est un
S-module, et il lui correspond donc un faisceau quasi-cohérent associé (M)~ sur le
schéma affine Spec(S,), identifi¢ & D, (f) (I, 1.3.4).
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Proposition (2.5.2). — 1l existe sur X =Proj(S) un Ox-Module quasi-cohérent et un
seul M tel que pour tout f homogéne dans S, on ait T'(D_(f), IVI) =M, homomorphisme de

~

restriction T'(D_(f), M)—=T'(D, (fg), l\N/I) pour f, g homogénes dans S__, étant I’ homomorphisme
canonique My—~M;, (2.2.3).

Supposons feS,, geS,. Comme D, (fg) s'identifie au spectre premier de (S),ae
en vertu de (2.2.2), la restriction a D, (fg) du faisceau (M)~ sur D, (f) s’identifie
canoniquement au faisceau associé au module (M), (I, 1.3.6), donc aussi a (M)~
(2.2.2); on en conclut qu’il existe un isomorphisme canonique

6,/ : (M(/))NID+ (fo) = (M(g))N'D‘I’(fg)

tel que, si & est un troisiéme élément homogeénede S, , on ait 6;;, =60, o0, ; dansD (fgh).
Par suite (0, 3.3.1) il existe sur X un Ox-Module quasi-cohérent %, et pour
chaque f homogéne dans S, , un isomorphisme =; de F|D (f) sur (My)™ tels que
6,,=mn,on; *. Si alors on considére le faisceau & associé au préfaisceau (sur la base de la
topologie de X formée des D (f)) défini par D (f)—>M,,, avec les homomorphismes
canoniques M,—M, comme homomorphismes de restriction, ce qui précéde prouve
que & et ¥ sont isomorphes (compte tenu de (I, 1.3.7)); le faisccau & sera désigné
par M et vérifie bien les conditions de I'énoncé. On a en particulier S= Ox.

Définition (2.5.3). — On dit que le Ox-Module quasi-cohérent M défini dans (2.5.2)
est associé au S-module gradué M.

Rappelons que les S-modules gradués forment une catégorie lorsqu’on restreint
les homomorphismes de modules gradués aux homomorphismes de degré o. Avec cette
convention :

Proposition (2.5.4). Le foncteur M en M est un foncteur covariant additif exact, de la
catégorie des S-modules gradués dans celle des Ox-Modules quasi-cohérents, qui commute aux limites
inductives et aux sommes directes.

En effet, ces propriétés étant locales, il suffit de les vérifier sur les faisceaux
M|D+(f) = (M)~ or, le foncteur M; en M, le foncteur N, en N (dans la catégorie
des S-modules gradués) et le foncteur PenP (dans la catégorie des S;-modules) ont

tous trois les propriétés d’exactitude et de permutabilité aux limites inductives et aux
sommes directes (I, 1.3.5 et 1.8.9); d’ou la proposition.

On notera @ ’homomorphisme M-N correspondant & un homomorphisme de
degré o, u: M—N. On déduit aussitét de (2.5.4) que les résultats de (I, 1.3.9 et
1.3.10) sont encore valables pour les S-modules gradués et les homomorphismes de
degré o (avec le sens donné ici a l\N/I), les démonstrations étant purement formelles.

. Proposition (2.5.5). — Pour tout peX =Proj(S), on a I\N/IpzM(p).
En effet, par définition 1\~/Ip=1i_n>1 Lo, (f ),ﬁ), ou f parcourt ’ensemble des

éléments homogénes de S, tels que f¢p; comme I'(D, (f), 1\71) =M, la proposition
résulte de la définition de M, (2.2.7).
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En vparticulier, anneau local (Ox), n’est autre que l'anneau S, ensemble des
fractions x/f, ou f est homogéne dans S, et n’appartient pas & p, et x homogéne est de
méme degré que f.

Plus particuliérement, si S est essentiellement intégre, de sorte que Proj(S)=X est
intégre (2.4.4), et si £=(0) est le point générique de X, le corps des fonctions rationnelles
R(X)=0;, est le corps formé des éléments fg~', ol f et g sont homogénes de méme
degré dans S et g+o.

Proposition (2.5.6). — Si, pour tout zeM et tout f homogéne dans S, il existe une puis-

sance de f annulant z, ona M =o. Cette condition suffisante est aussi nécessaire lorsque la Sy-algébre S
est engendrée par Uensemble S, des éléments homogénes de degré 1.

En effet, la condition M=o équivaut 2 My, =o0 pour tout f homogeéne dans S .
D’autre part, si feS;, dire que M=o signifie que pour tout zeM homogéne et de
degré multiple de 4, il y a une puissance f™ telle que f"z=o0. Si My =o0 pour tout
f€S,, la condition de I’énoncé est donc vérifiée pour tout feS,; elle 'est a fortiori pour
tout f homogéne dans S, lorsque S, engendre S, puisque tout élément homogene de S
est alors combinaison linéaire de produits d’éléments de S,.

Proposition (2.5.7). — Soient d un entier > o, feS,. Alors, pour tout neZ, le (Ox|D_(f))-
Module (S(nd))~|D, (f) est canoniquement isomorphe & Ox|D (f).

En effet, la multiplication par I’élément inversible (f/1)" de S; est une bijection
de S;=(S), sur (S)),,=(5/(nd))o=(S(nd);)o="S(nd);; autrement dit, les S-
modules S, et S(nd); sont canoniquement isomorphes, d’ol la proposition.

Corollaire (2.5.8). — Sur Pensemble ouvert U =féJSdD +(f), la restriction du Ox-
Module (S(nd))~ est un (Ox|U)-Module inversible (0, 5.4.1).

Corollaire (2.5.9). — Si idéal S, de S est engendré par ensemble S, des éléments
homogénes de degré 1, les Ox-Modules (S(n))™ sont inversibles pour tout neZ.

Il suffit de remarquer que X=fgs‘D+(f) en vertu de I’hypothése (2.3.14) et
d’appliquer (2.5.8) avec U=X.
(2.5.10) Nous poserons, dans toute la suite de ce paragraphe

(2.5.10.1) Ox(n) = (S(n))~

pour tout neZ, et pour toute partie ouverte U de X et tout (Ox|U)-Module &
(2.5.10.2) F (n) = F Qo 1y (0x(n)| U)

pour tout neZ. Sil’idéal S, est engendré par S,, le foncteur F (n) est exact en & pour
tout neZ, car Ox(n) est alors un Ox-Module inversible.

(2.5.1x) Soient M et N deux S-modules gradués. Pour tout fe€S; (d>0) on définit
un homomorphisme canonique fonctoriel de S-modules
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en composant I’homomorphisme M(,)®SU)N (,)—>M,®SIN, (provenant des injections
M,—->M,, N,—N; et S;,—S;) et Iisomorphisme canonique Mf®s,N/ 3 (M®gN),
(0, 1.3.4) et en notant que, par définition du produit tensoriel de deux modules gradués,
ce dernier isomorphisme conserve les degrés; pour xeM,,;, yeN,, (m>o0, n>0), onadonc

MM eULM) = (xep) [

11 résulte aussitot de cette définition que si geS, (¢>o0), le diagramme

Y
M, ®g, Ny — (M®N),

M, ®s, Ny — (M®sN),

S(19) Ng

(ot la fleche verticale de droite est ’homomorphisme canonique et celle de gauche
provient des homomorphismes canoniques) est commutatif. On déduit donc des A un
homomorphisme canonique fonctoriel de Ox-Modules

(2.5.11.2) A ﬁ®@XN - (M®gN)~™.

Considérons en particulier deux idéaux gradués J, & de S; comme § et 8 sont des
faisceaux d’idéaux de 0, on a un homomorphisme canonique §®@Xr§—> Ox; le diagramme
’; RN (>3 ~

| IQe & = (IO:K)
(2.5.11.3) N
Ox

est alors commutatif. On se rameéne en effet & le vérifier dans chaque ouvert D_(f)
(f homogene dans S,) et cela résulte aussitét de la définition (2.5.11.1) de 2, et de
(I, 1.3.13).

Notons enfin que si M, N, P sont trois S-modules gradués, le diagramme

M®, N®, P 2 (MON)~®, P

(2.5.11.4) 12 A

M®e, (N®5P)™~ > (MO;N®P)™
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est commutatif. Il suffit encore de le vérifier dans chaque D (f) et cela découle aussitot
des définitions et de (I, 1.3.13).

(2.5.12) Sous les hypothéses de (2.5.11), on définit un homomorphisme cano-
nique fonctoriel de Sj-modules

(2.5.12.1)  : (Homg(M, N)),) — Homsm(Mm, Ny)

en faisant correspondre a u/f", ot u est un homomorphisme de degré nd, ’homomorphisme
M,—N, qui transforme x/f™ (xeM,,;) enu(x)/f™*". Pour geS, (¢>0), ona encore un
diagramme commutatif

Ty

wy )

(la fleche de gauche étant ’homomorphisme canonique, celle de droite provenant des
homomorphismes canoniques). On en conclut encore (compte tenu de (I, 1.3.8)) que
les p; définissent un homomorphisme canonique fonctoriel de Ox-Modules

(2.5.12.2) w : (Homg(M, N))~ — #ome (M, N).

Proposition (2.5.13). — Supposons 'idéal S, engendré par S,. Alors I’homomorphisme A
(2.5.11.2) est un isomorphisme; il en est de méme de I’homomorphisme p. (2.5.12.2) lorsque
le S-module gradué M admet une présentation finie (2.1.1).

Comme X est réunion des D (f) pour feS, (2.3.14), on est ramené a prouver
que A, et y, sont des isomorphismes, sous les hypothéses envisagées, lorsque f est homogéne
et de degré 1. Or, on définit alors une application Z-bilinéaire MmXNn—>Mm®s(/)Nm
en faisant correspondre a (x, y) 'élément (x/f™)®(y/f") (lorsque m<o, nous écrivons x/f™
pour f ~"x/1) ; ces applications définissent une application Z-linéaire M®,N—M,® s(f)N(/)’
etsi seS,, cette application transforme (sx)®y en (s/f)((x/f™)®(»/f")) (pour xeM,,
2€N,). On en déduit donc un di-homomorphisme de modules v, : M®SN_>M()‘)®S(/)N(/)5
relatif & ’homomorphisme canonique S—S; (transformant seS, en s/f?). Supposons
en outre que pour un élément X(x,®y) de M®(N (x;, y; homogeénes de degrés respec-

tifs m;, n;) on ait f ’Z(x@yi) =0, autrement dit E( f%,®9,) =0. On en déduit en vertu
de (0, 1.3.4) que lon a Z (frx,[fmitn)® (y,/f“)_o c’est-a-dire Y/(Z( x,®y,)) =o0. Par
suite vy, se factorise en M® s N—>(M®gq N),—>M ®S;N(l si A est la restriction de y’
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a (M®;gN),, on vérifie aussitot que % et A/ sont des Sj-homomorphismes réciproques,
d’ot la premiére partie de la proposition.

Pour démontrer la seconde partie, supposons que M soit le conoyau d’un homo-
morphisme P—Q de S-modules gradués, P et Q étant sommes directes d’'un nombre
fini de modules de la forme S(z); utilisant ’exactitude a gauche de Homg(L, N) en L
et 'exactitude de M, en M, on est aussitot ramené a prouver que g, est un isomorphisme
lorsque M =S(n). Or, pour tout z homogeéne dans N, soit #, ’homomorphisme de S(z)
dans N tel que «,(1) =2; on voit aussitét que 7 : z—>#, est un isomorphisme de degré o
de N(—n) sur Homg(S(n), N). Il lui correspond un isomorphisme

7+ (N(=n))q) = (Homg(S(n), N))(y-

D’autre part, soit v; lisomorphisme Nm—>HomS(ﬂ(S(n)m, Ny) qui, a tout 2z'eN,
fait correspondre ’homomorphisme v,, tel que v,,(s/f*) =sz’[f"t* (pour seS, .= (S(n)),)-
On constate aisément que I’application composée
ng vy ni~
(N(—n))y — (Homg(S(n), N)),, — Homs(i)(S(n)m, N(I)) — N,

est I'isomorphisme z/f*—z/[f"*~" de (N(—n)), sur Nj,, donc y, est un isomorphisme.

Si Pidéal S, est engendré par S;, on déduit de (2.5.13) que pour tout idéal
gradué J de S et tout S-module gradué M, on a

(2.5.13.1) I.M=(J.M)~

a un isomorphisme canonique pres; cela résulte en effet de la commutativité du dia-

gramme
A

§®oxﬁ - (I®; M)~

N
M
que l'on vérifie comme celle de (2.5.11.3).
Corollaire (2.5.14). — Supposons S engendrée par S,. Quels que soient m, n dans Z, on a
alors :
(2.5.14.1) Ox(m) o, Ox(n) = Ox(m+n)
(2.5.14.2) Ox(n) = (Ox(1))*"

a des isomorphismes canoniques pres.

La premiere formule résulte de (2.5.13) et de Dlexistence de I’isomorphisme
canonique de degré o, S(m)®¢S(n) 3 S(m+n), qui, & Pélément 1®1 (ol le premier
facteur 1 est dans (S(m))_,, et le second dans (S(n))_,) fait correspondre I’élément
1€(S(m+n))_(,,4n- Il suffit ensuite de démontrer la seconde formule pour n=—1,
et en vertu de (2.5.13), cela revient & voir que Homg(S(1), S) est canoniquement
isomorphe & S(—1), vérification immédiate en remontant aux définitions (2.1.2) et
en se souvenant que S(1) est un S-module monogéene.
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Corollaire (2.5.15). — Supposons S engendrée par S,. Pour tout S-module gradué M et
tout neZ, on a

(2.5.15.1) (M(n))~ =M(n)
a un isomorphisme canonique pres.

Cela résulte des définitions (2.5.10.2) et (2.5.10.1), de la prop. (2.5.13) et de
I'existence d’un isomorphisme canonique M(n) YM®¢S(n) de degré o qui, & tout
z2e(M(n)),=M,,, fait correspondre z®1eM,  ,® (S(n))_,c(M®¢S(n)),.

(2.5.16) Désignons par S’ I'anneau gradué tel que S;=2Z, S,=S, pour n>o.
Alors, si feS; (d>o0), on a (S(n)),=(S(n)), pour tout neZ, car un élément de
(8'(n)) est de la forme x/f* avec x€S, ., (k>0), et on peut toujours prendre k tel que
n-+kd+o. Comme X =Proj(S) et X’'=Proj(S’) s’identifient canoniquement (2.4.7,
(ii)), on voit que pour tout neZ, Ox(n) et Oy (n) sont images I’'un de I’autre par 'iden-
tification précédente.

Notons d’autre part que pour tout d>o et tout n€Z, on a

(S(m))s =S 4 a= (S(nd))s

pour feS;, on a donc (S¥(n)),=(S(nd)),. On sait que les schémas X=DProj(S)
et X@=Proj(S¥) s’identifient canoniquement (2.4.7, (i)); ce qui précéde montre
que si la Sy-algébre S est engendrée par S;, Ox(nd) et Oxla)(n) sont images 'un de I'autre
par cette identification, pour tout neZ.
Proposition (2.5.17). — Soit d un entier > o, et soit U :erS D (f). La restriction a U
d

de I’ homomorphisme canonique Oy (nd) ®@X Ox(—nd) —Ox est un isomorphisme pour tout entier n.

En vertu de (2.5.16), on peut se borner au cas o d=1, et la conclusion résulte
alors de la démonstration de (2.5.13).

2.6. S-module gradué associé a un faisceau sur Proj(S).

On suppose dans tout ce numéro que I’idéal S, de S est engendré par I’ensemble S, des éléments
homogénes de degré 1.

(2.6.1) Le Ox-Module Ox(1) est alors inversible (2.5.9); on pose alors, pour tout
Ox-Module # (0, 5.4.6)

(2.6.1.1) T (F)=T,(0x(1), F) = QT(X, #(n))

compte tenu de (2.5.14.2). Rappelons (0, 5.4.6) que I' (Ox) est muni d’une structure
d’anneau gradué, et T' () d’une structure de module gradué sur T (Oy).

Puisque Ox(n) est localement libre, I' (&) est un foncteur covariant additif exact
d gauche en F; en particulier, si # est un faisceau d’idéaux de Oy, T (#) s’identifie
canoniquement 2 un idéal gradué de I (0x).

(2.6.2) Soit M un S-module gradué; pour tout feS; (d>o0), x—x/1 est un
homomorphisme de groupes abéliens M,—>M;, et comme M s’identifie canoni-
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quement a I'(D_(f), I\N/I), on obtient ainsi un homomorphisme de groupes abéliens

ol : My—>T(D,.(f), ﬁ) I est clair que, pour tout geS, (¢e>0), le diagramme

£ T(D,(f), M)
M

0
N, (f2), M)

est commutatif; cela signifie que pour tout xeM,, les sections «j(x) et «f(x) de M

coincident dans D (f)nD,(g), et par suite il existe une section unique o,(x)eI'(X, I\N/I)
dont la restriction & chaque D_(f) est of(x). On a ainsi défini (sans utiliser ’hypothése
que S est engendrée par S,) un homomorphisme de groupes abéliens

(2.6.2.1) o 1 M,—~T(X, M).

Appliquant ce résultat au S-module gradué M(n) (pour tout n€Z), on obtient
pour chaque neZ un homomorphisme de groupes abéliens

(2.6.2.2) a, : M, = (M(n)), - (X, M(n))

(compte tenu de (2.5.15)); d’odt un homomorphisme fonctoriel (de degré o) de groupes
abéliens gradués

(2.6.2.3) o : M—>T (M)
(aussi noté ay) qui, dans chaque M,, coincide avec «,.

Si on prend en particulier M =S, on vérifie aussitét (compte tenu de la définition
de la multiplication dans I (0x) (0, 5.4.6)) que « : S—T (0x) est un homomorphisme
d’anneaux gradués, et que pour tout S-module gradué M, (2.6.2.3) est un di-homo-
morphisme de modules gradués.

Proposition (2.6.3). — Pour tout feS; (d>o), D, (f) est identique @ 'ensemble des
peX o la section oy(f) de Ox(d) ne s’annule pas (0, 5.5.2).

Comme X=g‘lEJS D_(g) par hypothése, il suffit de vérifier que pour tout geS,,

P’ensemble des peD_ (g) ol o,(f) nes’annule pas est identique 2 D (fg). Or, la restriction
de a,(f) a D, (g) est par définition la section correspondant a I’élément f/1 de (S(d)));
par Pisomorphisme canonique (S(d)),, 35S, (2.5.7), cette section de Ox(d) au-dessus
de D, (g) s’identifie & la section de O au-dessus de D (g) qui correspond & I’élément f/g*
de S;,; dire que cette section s’annule en peD, (g) signifie que f/g’eq, ou q est I'idéal
premier de S, correspondant a p (2.3.6); par définition cela veut dire que fep, d’oti la
proposition.

(2.6.4) Soit maintenant & un @Oy module, et posons M=T (&); en vertu de
I’existence de ’homomorphisme d’anneaux gradués a:S—T" (Ox), M peut étre considéré
comme un S-module gradué. Pour tout feS; (d>o0), il résulte de (2.6.3) que la restriction
a D (f) dela section «,( f) de Ox(d) estinversible; il en est donc de méme de la restriction
a D, (f) de la section o,(f") de Ox(nd), pour tout n>o. Soit alors zeM,,;=I'(X, Z#(nd))
(n>o0); ¢’il existe un entier k>o tel que la restriction & D, (f) de f*z, c’est-a-dire la
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section (z|D(f))(ea(f*)|D,(f)) de F((n+k)d), soit nulle, alors en raison de la
remarque précédente, on a aussi z|D,(f)=o0. Cela montre que 'on définit un S-
homomorphisme 8, : M,—~IT(D,(f), #) en faisant correspondre a I'élément z/f" la
section (z|D_(f))(o(f™)|D,(f))"! de F au-dessus de D, (f). On vérifie en outre

aussitét que le diagramme
B
My — T(D.(f), #)

(2.6.4.1)

\
M(/g) ng’ rM.(fg), #)

est commutatif pour geS, (¢>0). Si on se rappelle que M, s’identifie canoniquement
aI'D.(f), I\N/I) et que les D (f) forment une base de la topologie de X (2.3.4), on voit
que les §; proviennent d’un unique homomorphisme canonique de Ox-Modules

(2.6.4.2) B: (T (F)~>F

(aussi noté Bz) qui est évidemment fonctoriel.
Proposition (2.6.5). — Sotent M un S-module gradué, F un Ox-Module; alors les
homomorphismes composés

(2.6.5.1) M2 (r (M)~ M
(2.6.5.2) T (#)5T,(0,#)~) 41 (#)

sont les isomorphismes identiques.

La vérification de (2.6.5.1) est locale : dans un ouvert D_ ( f), elle résulte aussitot
des définitions et de ce que B, appliqué & des faisceaux quasi-cohérents, est déterminé
par son action sur les sections au-dessus de D _(f) (I, 1.3.8). La vérification de (2.6.5.2)
se fait pour chaque degré séparément : si on pose M=TI' (&), ona M,=I'(X, F(n))
et (P*(IVI) ) =T(X, ﬁ(n)) =I'(X, (M(n))™~). Or,si feS, et zeM,, of(z) est 'élément z/1

de (M(n)), égal a (f/1)"(z/f"); il lui correspond par (; la section
(s ("D (N (RID (1)) ()DL ()T

au-dessus de D (f), c’est-a-dire la restriction de 2 & D (f), ce qui vérifie (2.6.5.2).

2,7. Conditions de finitude.

Proposition (2.7.x). — (i) Si S est un anneau gradué noethérien, X =Proj(S) est un
schéma noethérien.

(ii) 8¢ S est une A-algébre graduée de type fini, X ="Proj(S) est un schéma de type fini
au-dessus de 'Y = Spec(A).
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(i) Si S est noethérien, I'idéal S, admet un systéme fini de générateurs homogénes
Ji (1<i<p), donc (2.3.14) P'espace sous-jacent X est réunion des D (f;) =Spec(S,),
et tout revient & voir que chacun des S, est noethérien, ce qui résulte de (2.2.6).

(i1) L’hypothese entraine que S, est une A-algébre de type fini et S une S;-algébre
de type fini, donc S, est un idéal de type fini (2.1.4). On est alors ramené, comme
dans (i), a prouver que pour feS;, S, est une A-algébre de type fini. En vertu de (2.2.5),
il suffit de montrer que S est une A-algebre de type fini, ce qui résulte de (2.1.6).

(2.7.2) Nous considérerons dans ce qui suit les conditions de finitude suivantes
pour un S-module gradué M :

(TF) Il existe un entier n tel que le sous-module k@an soit un S-module de type fini.

(TN) 1l existe un entier n tel que My,=o0 pour k>n.

Si M vérifie (IN), on a M;=o0 pour tout / homogene dans S, , donc M=o.

Soient M, N deux S-modules gradués; on dit qu’un homomorphisme u : M—N
de degré o est (TN)-injectif (resp. (TN)-surjectif, (TN)-bijectif) s’il existe un entier n
tel que u, : M,—N, soit injectif (resp. surjectif, bijectif) pour k>n. Dire que u est
(TN)-injectif (resp. (TN)-surjectif) revient donc a dire que Ker u (resp. Coker u) vérifie
(TN). En vertu de (2.5.4), si u est (TN)-injectif (resp. (TN)-surjectif, (TN)-bijectif),
W est injectif (resp. surjectif, bijectif); lorsque u est (TIN)-bijectif, on dit encore que u
est un (TN)-isomorphisme.

Proposition (2.7.3). — Soient S un anneau gradué tel que idéal S soit de type fini,
M un S-module gradué.

(1) St M vérifie la condition (TF), le Ox-Module M est de type fini.

(ii) Supposons que M vérifie (TF); pour que M= o, il faut et il suffit que M vérifie (TN).

On vient de voir que la condition (TN) implique M=o. Si M vérifie (TF), le
sous-module gradué M’=k(‘>Ban qui est par hypothése de type fini, est tel que M/M’
satisfasse a (TN); on a par suite (M/M’)™ =o0, et l’exactitude du foncteur M (2.5.4)

entraine ﬁ:l\N/I’; pour prouver que M est de type fini, on est donc ramené au cas ot M
est de type fini. La question étant locale, il suffit de prouver que M, est un Sj-module
de type fini (I, 1.3.9); mais M@ est un S®”-module de type fini (2.1.6, (iii)) et notre
assertion résulte alors de (2.2.5). _

Supposons maintenant que M vérifie (TF) et que M=o ; alors, avec les mémes
notations que ci-dessus, on a M= o, et la condition (TN) pour M’ est équivalente a la
condition (TN) pour M, donc pour prouver que M=o implique que M vérifie (TN),
on peut encore se borner au cas ot M est engendré par un nombre fini d’éléments
homogénes x; (1<i<p); soit d’autre part ( f;); ¢, <, unsystéme de générateurs homogenes
de I'idéal S, . On a par hypothése M(,i)=0 pour tout j, donc il existe un entier n tel
que fjx;=o0 quels que soient i et j. Soit »; le degré de f;, et soit m la plus grande valeur
de Zrn; pour les systémes d’entiers (r;) en nombre fini tels que Zr;<ng; il est clair alors

i i
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que si k>m, on a Sx;=o0 pour tout ¢; si & est le plus grand des degrés des x;, on en
conclut que M;=o0 pour k>k-m, ce qui termine la démonstration.

Corollaire (2.7.4). — Soit S un anneau gradué tel que I’idéal S_ soit de type fini; pour
que X =7Proj(S) =0, il faut et il suffit qu’il existe n tel que S,=o0 pour k>n.

La condition X = est en effet équivalente a 0Oy =S= 0, et S est un S-module
monogene.

Théoréme (2.7.5). — On suppose que idéal S, est engendré par un nombre fini d’éléments
homogénes de degré 1; soit X =7Proj(S). Alors, pour tout Ox-Module quasi-cohérent F, I’homo-
morphisme canonique B : (I' (F))~—F (2.6.4) est un isomorphisme.

En effet, si S, est engendré par un nombre fini d’éléments f;eS,, X est réunion
des sous-espaces Spec(S(,) (2.3.6) qui sont quasi-compacts, donc est quasi-compact;
en outre X est un schéma (2.4.2); d’apres (I, 9.3.2), (2.5.14.2) et (2.6.3) on a, pour
tout feS; (d>o0) un isomorphisme canonique (I' (%)), m S T'(D(f), F); dailleurs,
par définition, (I (), (ol T'(F) est considéré comme I' (0x)-module) n’est autre
que (I (F)), (ou I (F) est considéré comme S-module); si on se reporte & la défini-
tion (I, 9.3.1) de l'isomorphisme canonique précédent, on voit qu’il coincide avec
’homomorphisme @;, d’out le théoréme.

Remarque (2.7.6). — Si on suppose I’anneau gradué S noethérien, la condition
de (2.7.5) est vérifiée ipso facto dés que ’on suppose 'idéal S engendré par ’ensemble S;
des éléments homogeénes de degré 1.

Corollaire (2.7.7). — Sous les hypothéses de (2.7.5), tout Ox-Module quasi-cohérent F

est isomorphe @ un Ox-Module de la forme IVI, ot M est un S-module gradué.
Corollaire (2.7.8). — Sous les hypothéses de (2.7.5), tout Ox-Module quasi-cohérent

de type fini F est isomorphe & un Ox-Module de la forme N, oi N est un S-module gradué de type
Sfini.

On peut supposer F =i\71, ou M est un S-module gradué (2.7.7%). Soit (f,);,cL
un systéme de générateurs homogenes de M; pour toute partie finie H de L, soit My
le sous-module gradué de M engendré par les f, tels que AeH; il est clair que M est
limite inductive de ses sous-modules My, donc & est limite inductive de ses sous-Ox-

Modules MH (2.5.4). Mais comme & est de type fini et ’espace sous-jacent X quasi-

compact, il résulte de (0, 5.2.3) que F =MH pour une partie finie H de L.

Corollaire (2.7.9). — Sous les hypothéses de (2.7.5), soit F un Ox-Module quasi-cohérent
de type fini. Il existe alors un entier ny tel que, pour tout n>ny, F(n) soit isomorphe & un quotient
d’un Ox-Module de la forme 0% (k>0 dépendant de n), et par suite est engendré par un nombre
fini de ses sections au-dessus de X (0, 5.1.1).

En vertu de (2.7.8), on peut supposer que % =IVI, ou M est quotient d’une
somme directe finie de S-modules de la forme S(m;); en vertu de (2.5.4) on peut donc
se borner au cas ot M =S(m), donc F(n)=(S(m~+n))~=0x(m+n) (2.5.15). I

suffira donc de démontrer le

40



§ 2 ETUDE GLOBALE ELEMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 41

Lemme (2.%7.9.1). — Sous les hypothéses de (2.7 .5), pour tout n>o, il existe un entier k
(dépendant de n) et un homomorphisme surjectif O%—Ox(n).

Il suffit en effet (2.7.2) de montrer que, pour un £ convenable, il y a un homo-
morphisme (TN)-surjectif  de degré o, du S-module gradué produit S* dans S(n). Or,
on a (S(n)),=S,, et par hypothese S, =S} pour tout 2>0, donc SS,=S,+S,,,+....
Comme S, est un Si-module de type fini (2.1.5 et 2.1.6, (i)), considérons un systéme
de générateurs (a,;);<;<; de ce module; ’homomorphisme u fera correspondre g; au
i-¢me élément de la base canonique de S* (1<i<k); comme Coker u s’identifie alors a
(S(n))_p+ ... 4+(S(n))_, u répond bien a la question.

Corollaire (2.7.10). — Sous les hypothéses de (2.7.5), soit F un Ox-Module quasi-
cohérent de type fini. 1l existe un entier ny tel que, pour tout n>n,, F soit isomorphe d un quotient
d’un Ox-Module de la forme (Ox(—n))* (k dépendant de n).

Proposition (2.7.1xx). — Supposons vérifiées les hypothéses de (2.7.5) et soit M un S-module
gradué. Alors :

(i) L’homomorphisme canonique ‘& : M—(T' (M)~ est un isomorphisme.

(ii) Soit G un sous-Ox-Module quasi-cohérent de IVI, et soit N le sous-S-module gradué de M,
image réciproque de T (%) par a. Alors on a N=9¢ (ﬁ étant identifié, en vertu de (2.5.4), @
un sous-Ox-Module de ﬁ)

Comme f : (F*(M))"’»ﬁ est un isomorphisme en vertu de (2.7.5), '@ est P’iso-
morphisme réciproque en vertu de (2.6.5.1),d’ou (i). Soit P le sous-module gradué «(M)
de F*(ﬁ); comme M est un foncteur exact (2.5.4), I'image de M par ‘@ est égale a T’,
donc, en vertu de (i), P= (F*(I\N/I))"’. Posons Q =T" (%) nP; en vertu de ce qui précede
etde (2.5.4), on a §= (T (¢9))~, donc la restriction de 8 a 5_ est un isomorphisme de
ce Ox-Module sur ¢ par (2.7.5). Mais par définition de N et (2.5.4), la restriction de

~Y ~ ~Y
I’isomorphisme '@ & N est un isomorphisme de N sur Q, d’ou la conclusion par (2.6.5.1).

2.8. Comportements fonctoriels.

(2.8.1) Soient S, S’ deux anneaux gradués a degrés positifs, ¢ :S'—>S un
homomorphisme d’anneaux gradués. Nous désignerons par G(¢) la partie ouverte
de X =Proj(S) complémentaire de V_(¢(S/)), ou, ce qui revient au méme, la réunion
des D_(¢(f")), ot f’ parcourt ’ensemble des éléments homogeénes de S, . La restriction
a G(¢) de l'application continue “¢ de Spec(S) dans Spec(S’) (I, 1.2.1) est donc une
application continue de G(¢) dans Proj(S’), que nous noterons encore “p par abus de
langage. Si f'eS’ est homogéne, on a

(2.8.1.1) @7 (D () =D(e(f))

compte tenu du fait que ¢ applique G(¢) dans Proj(S’) et de (I, 1.2.2.2). D’autre part,
I’homomorphisme ¢ définit canoniquement (avec les mémes notations) un homo-
morphisme d’anneaux gradués S;—>S;, d’ol, par restriction aux éléments de degré o,
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un homomorphisme Sj,—S; que nous désignerons par ¢; il lui correspond (I, 1.6.1)
un morphisme (“py, ¢) : Spec(S;) >Spec(S(,) de schémas affines. Si on identifie
canoniquement Spec(S;;) au schéma induit par Proj(S) sur D, (f) (2.3.6), on a défini
un morphisme @, : D, (f)—=>D, (f") et g, s’identifie & la restriction de %o a D (f).
D’autre part, il est immédiat que si g’ est un second élément homogéne de S', et g=o(g’),
le diagramme

o

D+jf) - D+(Tf')

D, (fg) o D.(fg)

est commutatif, en raison de la commutativité du diagramme

N @) S
T ()
o1 ‘ l ofg, f
v
Sirg) ;(f—g; Sia)

Compte tenu de la définition de G(gp) et de (2.3.3.2), on voit donc que :

Proposition (2.8.2). — Etant donné un homomorphisme d’anneaux gradués o :S'—S,
il existe un morphisme et un seul (“@,’¢) du préschéma induit G(¢) dans Proj(S’) (dit associé a ¢ e
noté Proj(¢)), tel que pour tout élément homogéne f'€S’_, la restriction de ce morphisme a D (o(f"))
coincide avec le morphisme associé a I’homomorphisme S —S ., correspondant a .

On notera qu’avec les notations précédentes, si f'eS;, le diagramme

Al
’
S(l’) S(f)

(2.8.2.1) 0 !

v
S'Y(f'—1)S" > SI( f—1)S*

est commutatif (les fleches verticales étant les isomorphismes (2.2.5)).

Corollaire (2.8.3). — (1) Le morphisme Proj(¢) est affine.

(i1) St Ker(o) est nilpotent (et en particulier st ¢ est injectif), le morphisme Proj(e) est
dominant.

(1) est conséquence immédiate de (2.8.2) et de (2.8.1.1). D’autre part, si Ker(p)
est nilpotent, pour tout f’ homogéne dans S, on vérifie aussitot que Ker(g,) (avec
Sf=o(f")) est nilpotent, donc aussi Ker(¢,); la conclusion résulte donc de (2.8.2) et
de (I, 1.2.7).
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On notera qu’il y a en général des morphismes de Proj(S) dans Proj(S’) qui ne
sont pas affines, et ne proviennent donc pas d’homomorphismes d’anneaux gradués
S’—S; un exemple est le morphisme structural Proj(S)—Spec(A) quand A est un
corps (Spec(A) étant identifié a Proj(A[T]) (cf. 3.1.7)); cela résulte en effet de
(I,2.3.2).

(2.8.4) Soient S un troisiéme anneau gradué a degrés positifs, ¢’ :S”’—S’ un
homomorphisme d’anneaux gradués, et posons ¢'' = @o¢’. En raison de (2.8.1.1) et de la
formule “p" = ("¢’)o(*¢) on vérifie aussitdt que I'on a G(¢") cG(p) et que, si O, @’
et @' sont les morphismes associés & @, ¢’ et 9", on a D' =P'o(®|G(p")).

(2.8.5) Supposons que S (resp. S’) soit une A-algébre graduée (resp. une A’-
algebre graduée), et soit ¢ : A’—>A un homomorphisme d’anneaux tel que le diagramme

A S A
(2.8.5.1) v ¥
S’ —¢> S

soit commutatif. On peut alors considérer G(¢) et Proj(S’) comme des schémas au-
dessus de Spec(A) et Spec(A’) respectivement; si ® et ¥ sont les morphismes associés
respectivement a ¢ et ¢, le diagramme

G(¢) —> Proj(S")

|

Spec(A) ra Spec(A’)

est alors commutatif : il suffit en effet de le démontrer pour la restriction de ® a D (f),
ou f=o(f'), f homogene dans S’ ; et alors cela résulte de la commutativité du
diagramme

Y
Al —

}

S,r —
t") o)

>

wn <—

)

(2.8.6) Soit maintenant M un S-module gradué, et considérons le S’-module
M, qui est évidemment gradué. Soit f* homogéne dans S, et soit f=o¢(f"); on sait
(0, 1.5.2) qu’il y a un isomorphisme canonique (M), = (M/>[‘PI]’ et il est immédiat
que cet isomorphisme conserve les degrés, donc il y a un isomorphisme canonique

M) =S (M . Il correspond canoniquement a cet isomorphisme un isomor-
o)1) " T p q P

phisme de faisceaux (M)~ |D,(f") X (CD,)*(M|D+(f)) (2.5.2 et I, 1.6.3). En outre,
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si g’ est un second élément homogene de S/, et g=¢(g’), le diagramme

M)y — (Mg

Mge) = Moy,
est commutatif, d’olt on conclut aussitdt que ’isomorphisme
q P

(M)~ D1 (f8) 3 (D), (M| D, (f2))
est la restriction a D, (f’¢’) de lisomorphisme (M)~ |D,(f") = ((I)f)*(KJ/I|D+(f)).
Comme ®; est la restriction a D, (f) du morphisme @, on voit donc, compte tenu de
(2.8.1.1), et en posant X'=Proj(S’) :

Proposition (2.8.7). — Il existe un isomorphisme canonique fonctoriel du Ox.-Module
(M)~ sur le Ox.-Module ® (M|G(g)).

On en déduit aussitot une application canonique fonctorielle de I’ensemble des
@-morphismes M’—>M d’un S’-module gradué dans le S-module gradué M, dans
I’ensemble des ®-morphismes 1\71’—>1\~/I]G(<p). Avec les notations de (2.8.4), si M”
est un S’’-module gradué, au composé d’un g-morphisme M’'—>M etd’un ¢’-morphisme
M”—-M' correspond canoniquement le composé de I\N/I’IG(cp’)—Ar\V/IIG(cp”) et de
M M'|G(¢).

Proposition (2.8.8). — Sous les hypothéses de (2.8.1), soit M’ un S’-module gradué.
Il existe un homomorphisme canonique fonctoriel v du (Ox|G(¢))-Module (I)*(I\N/I’) dans le
(Ox|G(9))-Module (M'®¢S)~|G(p). Si lidéal S', est engendré par S;, v est un
isomorphisme.

En effet, pour f’eS;(d>o0), on définit un homomorphisme canonique fonctoriel
de S-modules (ou f=o(f"))

(2.8.8.!) V/ . M(’/')®S(',')S(/)_>(M,®S' S)(/)

en composant I’homomorphisme M(If’)®5(,')s(f>_’Mf”®S;r S; et l'isomorphisme canonique

M;'®s;, S, (M'®y8); (0, 1.5.4) et notant que ce dernier conserve les degrés. On vérifie

aussitot la compatibilité des v, avec les opérateurs de restriction de D, (f) a D, (fz)

(pour un second g'eS’, et g=o¢(g’)), d’ou la définition de ’homomorphisme
vi®(M) > (M'®s8)~|G()

compte tenu de (I, 1.6.5). Pour prouver la seconde assertion, il suffit de montrer
que v; est un isomorphisme pour tout f’eS;, puisque G(¢) est alors réuniondes D_ (¢(f"))-
On définit d’abord une application Z-bilinéaire M, X S, — M(’"’®Si/')s‘f’ en faisant

correspondre a (x',s) 'élément (x'[f"™)®(s/f™) (avec la convention que x'[f'™ est f'~"x'[1
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lorsque m<o). On constate comme dans la démonstration de (2.5.13) que cette
application donne naissance a un di-homomorphisme de modules

7]' : M,®sls - M(’f!)®s(f’)8(f).

En outre, si2 pour r>o0, ona f'E(x®s)=o0, celasécritaussi I(f7x®s)=o0, d’ou,
par (0, 1.5.4), Z(f"x/[f'™"")®(s/f™) =0, Clest-a-dire n,(Zx,®y;)=o0, ce qui prouve

T .n'
que 7; se factorise en M'®gS—(M'®yS), BN M(’,,)®S(yr)8m; on vérifie enfin que v,
et v; sont des isomorphismes réciproques 1’'un de 'autre.
En particulier, il résulte de (2.1.2.1) que 'on a un homomorphisme canonique

(2.8.8.2) (O (n)) 5 Ox(n) | G(p)

pour tout neZ.

(2.8.9) Soient A, A’ deux anneaux, ¢ : A’>A un homomorphisme d’anneaux,
définissant un morphisme ¥ : Spec(A)—>Spec(A’). Soit S’ une A’-algébre graduée a
degrés positifs, et posons S=S'®,. A, qui est de fagon évidente une A-algébre graduée
par les S,®, A; lapplication ¢ :s'—s'®1 est alors un homomorphisme d’anneaux
gradués rendant commutatif le diagramme (2.8.5.1). Comme ici S est le A-module
engendré par ¢(S)), on a G(¢) =Proj(S) =X; d’ol, en posant X'=Proj(S’), un
diagramme commutatif

2 x

(2.8.9.1) )

~

oo A

4y

K o<— 4

Soit maintenant M’ un S’-module gradué, et posons M=M'®, A=M'®gS.
Dans ces conditions :
Proposition (2.8.10). — Le diagramme (2.8.9.1) identific le schéma X au produit

X'X ¢ Y; en outre, I’homomorphisme canonique v : (I)*(I\N/I’) M (2.8.8) est un isomorphisme.

La premiére assertion sera démontrée si ’on prouve que pour tout f’ homogene
dans S’_, en posant f=¢(f’), les restrictions de ® et de p a D (f) identifient ce schéma
au produit D (f)XyY (I, 3.2.6.2); autrement dit, il suffit (I, 3.2.2) de prouver
que S, s’identifie canoniquement & S{,,®, A, ce qui est immédiat en vertu de I’existence
de Iisomorphisme canonique S,S/®, A conservant les degrés (0, 1.5.4). La seconde
assertion résulte de ce que M(,,)®S(,f)S(,) s’identifie d’aprés ce qui préceéde a M, ®, A,
et ce dernier & M, puisque M; s’identifie canoniquement & M;®, A par un isomor-
phisme conservant les degrés.

Corollaire (2.8. xx). — Pour tout entier neZ, M(n) s'identifie & ®"(M'(n)) =M'(n) ®y. Oy;
en particulier Ox(n) = ®*(Ox (n)) = Ox (n) Oy, Oy.

Cela résulte de (2.8.10) et de (2.5.15).
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(2.8.12) Sous les hypothéses de (2.8.9), pour f'eS; (d>o0) et f=o(f'), le
diagramme
Mgy = MO(f'—1)M'®

(2.8.12.1) J l

(cf. (2.2.5)) est commutatif.

(2.8.13) Gardons les notations et hypothéses de (2.8.9), et soit ' un Ox,-Module;
si on pose & =®'(F'), on a, pour tout neZ, F (n) =" (F'(n)) en vertu de (2.8.11)
et (0, 4.3.3). Par suite (0, §.7.1), on a un homomorphisme canonique

Ile) : (X, F'(n)) >T(X, F(n))
ce qui donne un di-homomorphisme canonique de modules gradués
I (#)—>T(#F).
Supposons I'idéal S | engendré par S,, et F'=M', donc F=M avec M= M'®, A.
Si f* est homogene dans S, et f=o(f"), onavuque M, =M ,®, A, etlediagramme
M; - Mg =T(D.(f), M)
M, > M,=T(D.(f), M)

est donc commutatif; on conclut aussit6t de cette remarque et de la définition de I’homo-
morphisme o (2.6.2) que le diagramme

Y G 6V ()

(2.8.13.1) l l

M — T (M)

est commutatif. De méme, le diagramme

T Fn~ 2

*

(2.8.13.2)
(T(FN~ — F
* Bz
est commutatif (la fleche verticale de droite étant le ®-morphisme canonique
F' O (F=F)
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(2.8.14) Conservant toujours les hypothéses et notations de (2.8.9), soit N’ un
second S’-module gradué, et soit N=N'®,,A. Il est immédiat que les di-homomor-
phismes canoniques M’—>M, N’—N donnent un di-homomorphisme M’'®¢N'—->M & N
(relatif 2 ’homomorphisme canonique d’anneaux S’—S), et par suite aussi un S-homo-
morphisme de degré o (M'®¢yN')®, A->M®N, auquel correspond (compte tenu
de (2.8.10)) un homomorphisme de Ox-Modules
(2.8.14.1) O (M'®guN" ™) - (MOgN)™.

En outre, on vérifie aussitét que le diagramme

"M ®,, N) > M®, N=0"(M)®,, o' (N)

(2.8.14.2) *(3) A

v
O(M'®yN')~) — (MON)™
est commutatif, la premiére ligne étant l’isomorphisme canonique (0, 4.3.3). Si

I'idéal S', est engendré par S, il est clair que S, est engendré par S,, et les deux fleches
verticales de (2.8.14.2) sont alors des isomorphismes (2.5.13); il en est donc de méme
de (2.8.14.1).

On a de méme un di-homomorphisme canonique Homg (M’, N’')—~Homg(M, N)
en faisant correspondre 2 un homomorphisme ' de degré ¥ 'homomorphisme u'®1,
qui est aussi de degré £; on en déduit encore un S-homomorphisme de degré o

(Homg (M’, N'))®, A — Homg(M, N)
d’ott un homomorphisme de @x-Modules
(2.8.14.3) @' ((Homg(M’, N'))~) — (Homg(M, N))~.
En outre, le diagramme

®*((Homg(M’, N'))~) — (Homg(M, N))~

D*{u) w

O (Home (M', N')) ——— Homo (M, N)

est commutatif (la seconde ligne horizontale étant I’homomorphisme canonique

0, 4.4.6)).
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(2.8.15) Les notations et hypotheses étant celles de (2.8.1), il résulte de (2.4.7)
que I'on ne change pas le morphisme ®, a des isomorphismes prés, en remplacant S,
et S; par Z et ¢, par ’application identique, puis en remplagant S et S’ par S et S’
respectivement (d>0) et ¢ par sa restriction @@ a S@.

2.9. Sous-schémas fermés d’un schéma Proj(S).

(2.9.1)Si ¢ : S-S’ est un homomorphisme d’anneaux gradués, on dit que ¢ est
(TN)-surjectif (resp. (TN)-injectif, (TN)-bijectif) s’il existe un entier n tel que, pour k>n,
@ ¢ S,—S;, soit surjectif (resp. injectif, bijectif). Alors il résulte de (2.8.15) que I’étude
de @ peut se ramener au cas ou ¢ est surjectif (resp. injectif, bijectif). Au lieu de dire
que ¢ est (TN)-bijectif, on dit aussi que c’est alors un (TN)-isomorphisme.

Proposition (2.9.2). — Soit S un anneau gradué a degrés positifs et soit X = Proj(S).

(1) St ¢ : S—>S’' est un homomorphisme (TN)-surjectif d’anneaux gradués, le morphisme
correspondant @ (2.8.1) est défini dans Proj(S’) tout entier et est une immersion fermée de Proj(S’)
dans X. Si 3 est le noyau de o, le sous-schéma fermé de X associé a @ est défini par le faisceau
d’idéaux quasi-cohérent 5 de Ox.

(i1) Supposons en outre Iidéal S engendré par un nombre fini d’éléments homogénes de
degré 1. Soit X' un sous-schéma fermé de X, défini par un faisceau quasi-cohérent d’idéaux ¢
de Ox. Soit 3 Pidéal gradué de S, image réciproque de T () par I’homomorphisme canonique
a:S—>T (Ox) (2.6.2), et posons S'=S[TJ. Alors X' est le sous-schéma associé a I’vmmersion
Sermée  Proj(S')—X  correspondant a I’homomorphisme canonique d’anneaux gradués S—S’.

(1) On peut supposer ¢ surjectif (2.9.1). Comme par hypothése ¢(S,) engendre S’ ,
on a G(¢)=Proj(S’). D’autre part, la seconde assertion se vérifie localement sur X; soit
donc fun élément homogene de S et posons f'=¢(f). Comme ¢ est un homomorphisme
surjectif d’anneaux gradués, on vérifie aussitot que ¢ : Sj—>S( est surjectif et que son
noyau est 3, ce qui achéve de prouver (i) (I, 4.2.3).

(i1) En vertu de (i), on est ramené a vérifier que ’homomorphisme 73§—>0x
déduit de l'injection canonique j : J—S est un isomorphisme de % sur Z, ce qui résulte
de (2.7.11).

On notera que J est le plus grand des idéaux gradués J’ de S tels que 7(%’) =27,
car on vérifie immédiatement en remontant aux définitions (2.6.2) que cette relation
implique «(J") cT (7).

Corollaire (2.9.3). — On suppose vérifiées les hypothéses de (2.9.2, (1)) et en outre que
Pidéal S, est engendré par S;; alors ®°((S(n))™) est canoniquement isomorphe & (S'(n))™
pour tout neZ, et par suite @ (F (n)) a O (F)(n) pour tout Ox-Module F.

C’est un cas particulier de (2.8.8), compte tenu de (2.5.10.2).

Corollaire (2.9.4). — On suppose vérifiées les hypothéses de (2.9.2, (ii)). Pour que le
sous-préschéma fermé X' de X soit intégre, il faut et il suffit que I'idéal gradué § soit premier dans S.
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Comme X’ est isomorphe a Proj(S/3J), la condition est suffisante en vertu de
(2.4.4). Pour voir qu’elle est nécessaire, considérons la suite exacte 0—_¢—0x—0x/ #,
qui donne une suite exacte

o> (F)>T (0x)~T,(0x] F)-

Il suffit de prouver quesi f€S,,, geS, sont tels que I'image dans I' (0x/ #) de «, . ,,(f2)
est nulle, alors I'une des images de «,,(f), «,(g) est nulle. Or, par définition, ces images
sont des sections des (Ox/_#)-Modules inversibles & = (0x/ #)(m) et £ = (0x| F)(n)
au-dessus du schéma intégre X’; I’hypothése entraine que le produit de ces deux sections
est nul dans F® %" ((2.9.3) et (2.5.14.1)), donc 'une d’elles est nulle en vertu de
(L, 7.4.4).

Corollaire (2.9.5). — Soient A un anneau, M un A-module, S une A-algébre graduée
engendrée par Uensemble S, des éléments homogénes de degré 1, u:M-—S; un homomorphisme
surjectif de A-modules, u : S(M)—S [’homomorphisme (de A-algébres) de I’algébre symétrique S(M)
de M dans S qui prolonge u. Le morphisme correspondant a u est alors une immersion fermée de
Proj(S) dans Proj(S(M)).

En effet, u est surjectif par hypothése et il suffit d’appliquer (2.9.2).

§ 3. SPECTRE HOMOGENE D’UN FAISCEAU D’ALGEBRES GRADUEES

3.1. Spectre homogéne d’une 0y-Algébre graduée quasi-cohérente.

(3.1.1) Soient Y un préschéma, & une Oy-Algébre graduée, # un #-Module
gradué. Si & est quasi-cohérente, chacun de ses composants homogénes &, est un Oy-
Module quasi-cohérent, étant I'image de & par un homomorphisme de & dans lui-méme
(I, 1.3.8 et 1.3.9); de méme, si # est quasi-cohérent en tant que Oy-Module, ses
composants homogénes .#,, le sont aussi, et réciproquement. Si 4 est un entier >0, on
désignera par &% la somme directe des Oy-Modules &,; (n€Z), qui est quasi-cohérente
si & Pest (I, 1.3.9); pour tout entier £ tel que 0<k<d—1, on désignera par #*“* (ou
M pour k=o0) la somme directe des #,,;,,(neZ) qui est un F?-Module gradué,
quasi-cohérent lorsque & et .# sont quasi-cohérents (I, 9.6.1). On notera .#(n) le
&-Module gradué tel que (.#(n)),=.#, ., pour tout keZ; si & et .# sont quasi-
cohérents, .#(n) est un &-Module gradué quasi-cohérent (I, 9.6.1).

Nous dirons que # est un &-Module gradué de type fini (resp. qu’il admet une
présentation finie) si pour tout peY, il existe un voisinage ouvert U de y et des entiers 7;
(resp. des entiers m; et n;) tels qu’il y ait un homomorphisme surjectif de degré o :

iél(y (n)| U)—>4|U (resli. que #|U ssoit isomorphe au conoyau d’un homo-
morphisme de degré o : i@l(.?(miﬂU) ej@l(y (n)|0)).

Soient U un ouvert affine de Y, A=TI'(U, 0y) son anneau; par hypothése, la
(04| U)-Algebre graduée &|U est isomorphe a §, ou S=T'(U, &) est une A-algébre
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graduée (I, 1.4.3); posons X;=Proj(I'(U, &)). Soient U’cU un second ouvert
affine de Y, A’ son anneau, j : U'—U Iinjection canonique, qui correspond a I’homo-
morphisme de restriction A—A’; ona &|U'=;(&|U), et par suite §'=T(U’, &)
s’identifie canoniquement 3 S®,A’ (I, 1.6.4). Onen conclut (2.8.10) que Xy, s’identifie
canoniquement 3 Xy XU’ etparsuiteaussia f;'(U’), endésignant par f; le morphisme
structural Xy—U (I, 4.4.1). Nous désignerons par oy y I'isomorphisme canonique
fu (U)X, ainsi défini, par gy 'immersion ouverte Xy — Xy obtenue en composant
oy y et Pinjection canonique fy'(U’)—>Xy. Il est immédiat que si U”cU’ est un
troisitme ouvert affine de Y, on a py. y=py-,voPy,u-

Proposition (3.x.2). — Soit Y un préschéma. Pour toute Oy-Algeébre graduée quasi-
cohérente & & degrés positifs, il existe un préschéma X au-dessus de Y, et un seul a un Y-isomorphisme
prés, ayant la propriété suivante : si f est le morphisme structural X—Y, pour tout ouvert affine U
de Y, il existe un isomorphisme 1y du préschéma induit f~(U) sur Xy =Proj(L(U, &)) tel que,
st 'V est un second ouvert affine de Y contenu dans U, le diagramme

Ny
~

f7HY) =

(3.1.2.1) l lpv,u

fHU) S Xy

soit commutatif.

Pour deux ouverts affines U, V de Y, soit Xy y le préschéma induit sur fi'(UnV)
par Xy; nous allons définir un Y-isomorphisme 6y y : Xy ;3 Xy y. Pour cela, considérons
un ouvert affine WcUnV : en composant les isomorphismes

ST W) =25 Xy -5 f7H(W),

on obtient un isomorphisme 7y, et on vérifie aussitét que si W'cW est un ouvert affine,
Ty est la restriction & fi;'(W’) de ty; les Ty sont donc bien les restrictions d’un Y-isomor-
phisme 6y . En outre, si U, V, W sont trois ouverts affines de Y, 6y v, 0y et 0p y les
restrictions de 0y v, Oy, 0y w aux images réciproques de UnVnaW dans Xy, Xy, Xy
respectivement, il résulte des définitions précédentes que 'on a 6y yoby =07 . L’exis-
tence de X vérifiant les propriétés énoncées résulte donc de (I, 2.8.1); son unicité a un
Y-isomorphisme prés est triviale, compte tenu de (3.1.2.1).

(3-1.3) Nous dirons que le préschéma X défini dans (3.1.2) est le spectre homogéne
de la Oy-Algebre graduée quasi-cohérente & et nous le noterons Proj(%). Il est immédiat
que Proj(&#) est séparé au-dessus de Y ((2.4.2) et (I, 5.5.5)); si & est une Oy-Algebre
de type fini (I, 9.6.2) Proj(&) est de type fini sur Y ((2.7.1, (ii)) et (I, 6.3.1)).

Si f est le morphisme structural X—Y, il est immédiat que pour tout préschéma
induit par Y sur un ouvert U de Y, f~'(U) s’identifie au spectre homogéne Proj(#|U).

Proposition (3.1.4). — Soit fel'(Y, &,) pour d>o. Il existe une partie ouverte X, de
Pespace sous-jacent a X =Proj(F) ayant la propriété suivante : pour tout ouvert affine U de Y,
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X0 Y(U) =D, (f|U) dans ¢~Y(U) identifié & Xy=Proj(I'(U, &¥)) (¢ désignant le
morphisme structural X—Y). En outre, le préschéma induit sur X; est affine au-dessus de Y et est
canoniquement isomorphe & Spec(FY|(f—1)FY) (1.3.1).

On a f|Uel'(U, &,) = (I'(U, &)),;. Si U, U’ sont deux ouverts affines de Y
tels que U’cU, f|U’ est I'image de f|U par ’homomorphisme de restriction

I'(U, #)>T(U’, &),

donc D (f|U’) est égal (avec les notations de (3.1.1)) au préschéma induit sur ’image
réciproque py y(D, (f|U)) dans Xy (2.8.1); d’otr la premiere assertion. En outre, le
préschéma induit sur D, (f|U) par Xy s’identifie canoniquement a Spec((I'(U, &));,v),
ces identifications étant compatibles avec les homomorphismes de restriction (2.8.1);
la seconde assertion résulte alors de (2.2.5) et de la commutativité du diagramme
(2.8.2.1).

On dira encore que X, (en tant qu’ouvert dans I’espace sous-jacent X) est ’ensemble
des xeX ou f ne s’annule pas.

Corollaire (3.1.5). — St fe'(Y, &,), geI'(Y, &,), on a
(3.1.5.1) X, =X;nX,.

Il suffit en effet de considérer l'intersection des deux membres avec un ensemble
¢ '(U), ou U est un ouvert affine dans Y, et d’appliquer la formule (2.3.3.2).

Corollaire (3.1.6). — Soit (f,) une famille de sections de & au-dessus de Y telle que
f.eT(Y, &, )5 st le faisceau d’idéaux de & engendré par cetie famille (0, 5.1.1) contient tous
les #, a partir d’un certain rang, Uespace sous-jacent X est réunion des X, .

En effet, pour tout ouvert affine U de Y, ¢ '(U) est réunion des X,ancp“l(U)

(2.3.14).
Corollaire (3.x.7). — Soit &Z une Oy-Algébre quasi-cohérente; posons

P = A[T] = A QZ[T)

o T est une indéterminée (Z et Z[T] étant considérés comme faisceaux simples sur Y). Alors
X =Proj(&) s’identifie canoniquement & Spec(Z). En particulier, Proj(Oy[T]) s’identific a Y.
En appliquant (3.1.6) a I'unique section feI'(Y, &) égale a T en chaque point
de Y, on voit que X;=X. En outre, on a ici d=1, et SYV/(f—1)FSV=L|(f—1)F
est canoniquement isomorphe a &/, d’ou le corollaire (1.2.2).
Soit gel'(Y, Oy); si on prend & =0y[T], on a donc gel'(Y, &,); soit
h=gTel'(Y, &,).

Si X =Proj(¥), l'identification canonique définie dans (3.1.7) identifie X, a ’ensemble
ouvert Y, de Y (au sens de (0, 5.5.2)) : en effet, on peutse borner au cas ot Y =Spec(A)
est affine, et tout se raméne alors (compte tenu de (2.2.5)) au fait que I’anneau de
fractions A, s’identifie canoniquement a A[T]/(gT—1)A[T] (0, 1.2.3).
Proposition (3.1.8). — Soit & une Oy-Algébre graduée quasi-cohérente a degrés positifs.
(i) Pour tout d>o, il existe un Y-isomorphisme canonique de Proj(¥) sur Proj(SF%).
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(ii) Soit L' la Oy-Algébre graduée somme directe de Oy et des &, (n>0); alors Proj(#”)
et Proj(F) sont canoniquement Y -isomorphes.

(iii) Soit & un Oy-Module inversible (0, 5.4.1) et soit & o la Oy-Algebre graduée
somme directe des ;@ L®* (d>0); alors Proj(&) et Proj(Fy) sont canoniquement
Y-isomorphes.

Dans chacun des trois cas, il suffit de définir I'isomorphisme localement sur Y,
la vérification des compatibilités avec les opérations de restriction d’un ouvert a un
ouvert plus petit étant triviale. On peut donc supposer Y affine, et alors (i) résulte de
(2.4.7, (1)) et (ii) de (2.4.8). En ce qui concerne (iii), lorsqu’on suppose en outre
& isomorphe & Oy (ce qui est permis, la question étant locale sur Y), I’isomorphie de
Proj(#) et Proj(#g)) est évidente; pour définir un isomorphisme canonique, soient

Y =Spec(A), & =§, ou S est une A-algébre graduée, et soit ¢ un générateur du A-module

libre L tel que & :f; alors pour tout n>0, x,—>x,®c®" est un A-isomorphisme de S,
sur S,QL®", et ces A-isomorphismes définissent un A-isomorphisme d’algébres graduées
P, : S‘*S(L)=,,(;aosn®L®"- Soit alors feS,, homogéne de degré d; pour tout xeS,;, ona
(x®@c™) (@) == (x® (ec)™) | (f®(ec)?)" pour tout élément inversible e€A, ce qui montre
que l'isomorphisme S;—(Sy,) e 4 déduit de ¢, est indépendant du générateur ¢ de L
considéré et acheéve la démonstration.

(3.x.9) Rappelons (0, 4.1.3 et I, 1.3.14) que pour que la Oy-Algébre graduée
quasi-cohérente & soit engendrée par le Oy-Module &, il faut et il suffit qu’il existe un
recouvrement (U,) de Y par des ouverts affines tels que 1’algébre graduée I'(U,, &)
sur I'(U,, &,) soit engendrée par I’ensemble I'(U,, &) de ses éléments homogenes de
degré 1. Pour tout ouvert V de Y, &|V est alors engendrée par le (0y|V)-Module &#;|V.

Proposition (3.1.10). — Supposons qu’il existe un recouvrement ouvert affine fini (U,) de Y
tel que chacune des algébres gradudes T'(U,, &) soit de type fini sur I'(U;, Oy). Alors il existe
d>o tel que SV soit engendrée par &, &, étant un Oy-Module de type fini.

En effet, il résulte de (2.1.6, (v)) que pour chaque ¢, il existe un entier m; tel que
L(U;;, &) = (T'(U;, &,))" pour tout n>o; il suffit de prendre pour 4 un multiple
commun des m;, compte tenu de (2.1.6, (1)).

Corollaire (3.x.11). — Sous les hypothéses de (3.1.10), Proj(&) est Y-isomorphe a un
spectre homogéne Proj(F’), ou &’ est une Oy-Algebre graduée engendrée par &1, F; étant supposé
étre un Oy-Module de type fini.

Il suffit en effet de prendre &' = %9, d étant déterminé par la propriété de
(3.1.10), et d’appliquer (3.1.8, (i)).

(3.1.12) Si & est une Oy-Algebre graduée quasi-cohérente & degrés positifs, on
sait (I, 5.1.1) que son nilradical /" est un Oy-Module quasi-cohérent; nous dirons que
N =N P estle nilradical de & ; c’est un & -Module quasi-cohérent gradué, car on
se raméne immédiatement au cas ou Y est affine, et la proposition résulte alors de
(2.1.10). Pour tout yeY, (A7), est alors le nilradical de (&,),= (%), (L, 5.1.1).

Y
On dit que la Oy-Algébre graduée & est essentiellement réduite si A, =o, ce qui équivaut
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a dire que &, est une 0 -algebre graduée essentiellement réduite pour tout yeY. Pour
toute Oy-Algebre graduée &, &[N, est essentiellement réduite.

Nous dirons que & est intégre si &, est un anneau intégre pour tout yeY et si en
outre (&), =(&,),+0 pour tout yeY.

Proposition (3.x1.13). — Soit & une Oy-Algebre graduée a degrés positifs. Si X = Proj(&#),
le Y-schéma X ,q est canoniquement isomorphe @ Proj( L[N | ); en particulier, si P est essentielle-
ment réduite, X est réduit.

Le fait que X'=Proj(#[A",) est réduit découle immédiatement de (2.4.4, (i)),
la propriété étant locale; en outre, pour tout ouvert affine UcY, ¢ ~!(U) est égal &
(97*(U)),a (en désignant par ¢ et ¢’ les morphismes structuraux X—Y, X'-Y); on
vérifie aussitot que les U-morphismes canoniques ¢’ '(U)—¢~*(U) sont compatibles
avec les opérations de restriction et définissent par suite une immersion fermée X'—X
qui est un homéomorphisme des espaces sous-jacents; d’ou la conclusion (I, 5.1.2).

Proposition (3.1.14). — Sotent Y un préschéma intégre, & une Oy-Algébre graduée quasi-
cohérente telle que &= Oy.

(1) St & est intégre (3.1.12), alors X ="Proj(&) est intégre et le morphisme structural
¢ : X—>Y est dominant.

(ii) Supposons en outre que & soit essentiellement réduite. Alors, inversement, si X est intégre
et si © est dominant, & est intégre.

(i) Si (U,) est une base de Y formée d’ouverts affines non vides, il suffit de démontrer
la proposition lorsque Y est remplacé par un des U, et & par £|U, : en effet, il en
résultera d’une part que les espaces sous-jacents ¢ ~'(U,) sont des ouverts irréductibles
(donc non vides) de X telsque ¢ ~*(U,)ne~!(Ug) 0 pour tout couple d’indices (puisque
U,nU; contient un U,), donc que X est irréductible (0, 2.1.4); d’autre part X sera
réduit, puisque c’est 12 une propriété locale, donc X sera bien integre et ¢(X) dense dans Y.

Supposons donc que Y =Spec(A) ou A est intégre (I, 5.1.4) et & =§, ou S est

une A-algébre graduée; I’hypothése est que pour tout yeY, f§y= S, estun anneau gradué
intégre tel que (S,), #o0. Il suffit de prouver que S est un anneau intégre, car alors on
aura S, o0 et on pourra appliquer (2.4.4, (ii)). Or, soient f, g deux éléments %o de S
et supposons que fg=o0; pour tout yeY on aura donc (f/1)(g/1)=o0 dans S, , donc
fl1=o0 ou g/1 =0 par hypothése. Supposons par exemple f/1 =0 dans S ; cela signifie
qu’il existe acA tel que a¢j, et af =o0; on a alors pour tout z€Y, (a/1)(f/1)=0 dans
Panneau intégre S,, et comme af/140 (puisque A est intégre), f/1=o0, ce qui
implique f=o.

(ii) La question étant locale sur Y, on peut encore supposer que Y =Spec(A),
A étant inteégre, et & =S. Par hypotheése, pour tout yeY, (S,), ne contient pas d’élément
nilpotent #+o, et il en est de méme de (S,),=A, par hypothése; donc S, est un anneau
réduit pour tout yeY, et on en conclut d’abord que S lui-méme est réduit (I, 5.1.1).
L’hypothése que X est intégre entraine d’autre part que S est essentiellement intégre
(2.4.4, (ii)), et tout revient alors a voir que ’annulateur Jde S, dans A=S; est réduit
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a o (2.1.11). Dans le cas contraire, on aurait (S,), =0 pour un k=0 dans J, donc
(3.1.1) ¢ ' (D(h)) =9, et ¢(X) ne serait pas dense dans Y contrairement & I’hypothése
(puisque D(k) %O, kh n’étant pas nilpotent).

3.2. Faisceau sur Proj(%) associé a un %-Module gradué.

(3-2.1) Soient Y un préschéma, & une Oy-Algébre graduée quasi-cohérente a
degrés positifs, # un #-module gradué quasi-cohérent (sur (Y, @Oy) ou sur I’espace
annelé (Y, &), ce qui revient au méme (I, 9.6.1)). Avec les notations de (3.1.1), dési-
gnons par ';/711 le QXU-Module quasi-cohérent (I'(U, #))~; pour U’'cU, I'(U’, .#)
s'identifie canoniquement 2 T'(U, #)®,A’ (I, 1.6.4); donc on a ]Uyzpfy,u(ju)
(2.8.11).

Proposition (3.2.2). — Il existe sur Proj(#) =X un Ox-Module quasi-cohérent et un
seul M tel que, pour tout ouvert affine U de Y, on ait ng((I'(U, #))™) :J[f‘l(U) (en
désignant par vy Pisomorphisme f~'(U) S Proj(I'(U, &)), o f est le morphisme structural
X-Y).

Comme gy y s’identifie au morphisme d’injection FHUY—=f"YU) (3.1.2.1),
la proposition résulte aussitot de la relation M o= p{}'U(] u) etdu principe de recollement
des faisceaux (0, 3.3.1).

On dit que M est le Ox-Module associé au &-Module gradué quasi-cohérent .#.

Proposition (3.2.3). — Soit M un F-Module gradué quasi-cohérent, et soit feI'(Y, &)
(d>0). Si& est lisomorphisme canonique de X, sur le Y-préschéma Z,= Spec(S DI(f—1)FD)
(3.1.4), (E,)*(]]X,) est le O -Module (MO f—1) M)~ (1.4.3).

La question étant locale sur Y, on est aussitot ramené a (2.2.5), compte tenu
de la commutativité du diagramme (2.8.12.1).

Proposition (3.2.4). — Le Ox-Module M est un Soncteur covariant additif exact en M,
de la catégorie des P-Modules gradués quasi-cohérents dans celle des Ox-Modules quasi-cohérents,
qui commute aux limites inductives et aux sommes directes.

La question étant locale sur Y, se rameéne a (I, 1.3.11 et 1.3.9) et 2 (2.5.4).

En particulier, si A4  est un sous-%-Module gradué quasi-cohérent de .#,
N s'identifie canoniquement a un sous-Ox-Module quasi-cohérent de A ; plus parti-

culi¢rement, pour tout faisceau gradué quasi-cohérent ¢ d’idéaux de &, ij est un
faisceau quasi-cohérent d’idéaux de Oy.

Si A est un &-Module gradué quasi-cohérent et £ un faisceau quasi-cohérent
d’idéaux de Oy, FMA est un sous--Module gradué quasi-cohérent de .# et on a

(3.2.4.1) (SM)~ =5 . M
(le second membre ayant le sens défini en (0, 4.3.5)). Il suffit en effet de vérifier cette
formule lorsque Y =Spec(A) est affine, & =§, ou S est une A-algebre graduée, A :ﬁ,
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~

ou M est un S-module gradué, et # =T, ou J est un idéal de A. Pour tout f homogéne
de S_, la restriction a D (f) =Spec(S;) du premier membre de (3.2.4.1) est associée
a (M), =3.M,), etil en est de méme de la restriction du second membre, vu (I
1.3.13 et 1.6.9).

Proposition (3.2.5). — Soit fel'(Y, &,) (d>o0). Sur Uensemble ouvert X, le (Ox|X,)-
Module (& (nd))~|X; est canoniquement isomorphe a Ox|X; pour tout neZ. En particulier,
si la Oy-Algébre & est engendrée par S, (3.1.9), les Ox-Modules (& (n))™ sont inversibles pour
tout neZ.

bl

En effet, pour tout ouvert affine U de Y, on a défini dans (2.5.7) un isomorphisme
canonique de (#(nd))~|(X;ne ' (U)) sur Ox|(X;ne~(U)), compte tenu de (3.1.4)
(ou ¢ est le morphisme structural X—7Y); il est immédiat de vérifier que ces isomor-
phismes sont compatibles avec la restriction de U & un ouvert affine U’cU, d’oula
premiére assertion. Pour établir la seconde, il suffit de remarquer que si & est engendrée
par &, il y a un recouvrement (U,) de Y par des ouverts affines tels que I'(U,, &)
soit engendrée par I'(U_, &), =TI'(U,, <,); on est alors ramené a appliquer le résultat
de (2.5.9), la propriété d’étre inversible étant locale.

On posera encore, pour tout neZ,

(3-2.5.1) Ox(n) = (& ()~
et pour tout Ox-Module F#
(3.2.5.2) F (n) = F o, Ox(n).

Il résulte aussitdt de ces définitions que pour tout ouvert U de Y, on a
(L10)(m)~ = Ox(m)|f (V)
f étant le morphisme structural X—Y.

Proposition (3.2.6). — Soient M et N deux S-Modules gradués quasi-cohérents, il existe
un homomorphisme canonique fonctoriel (en M et N")

(3.2.6.1) Ao M Qo N > (MO N)™

et un homomorphisme canonique fonctoriel (en M et N")
(3.2.6.2) wt (Homg (M, N))~ > Hoomo (M, N).

En outre, si & est engendrée par & (3.1.9), \ est un isomorphisme; si de plus M admet
une présentation finie (3.1.1), w est un isomorphisme.

Les isomorphismes A et p. ont été définis dans (2.5.11.2) et (2.5.12.2) lorsque Y
est affine; ces définitions étant locales se transportent aussitot au cas général considéré
ici, compte tenu de (2.8.14).

Corollaire (3.2.7). — Si & est engendrée par &y, on a, quels que soient m, n dans Z,
(3.2.7.1) Ox(m) ®0X0x(”) = Ox(m +n)
(3.2.7.2) Ox(n) = (Ox(1))®"

a des isomorphismes canoniques prés.
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Corollaire (3.2.8). — Supposons & engendrée par . Pour tout -Module gradué M et
tout neZ, on a

(3.2.8.1) (M (n))~ =M (n)

a un isomorphisme canonique prés.

Cela résulte des propriétés correspondantes pour Y affine (2.5.14 et 2.5.15)
ainsi que de (2.8.11).

Remarques (3.2.9). — (i) Si L =o/[T], « étant une Oy-Algebre quasi-cohérente
(3.1.7), on vérifie immédiatement que tous les Oy-Modules inversibles Ox(n) sont
canoniquement isomorphes a 0.

En outre, soit 4 un 2/-Module quasi-cohérent, et posons A =" L[T].
Il résulte alors de (3.2.3) et de (3.1.7) que dans l’identification canonique de
X =Proj([T]) et de X’'=Spec(), le Ox-Module A sidentifie au Ox~Module N
associé a A" (au sens de (1.4.3)).

(ii) Soit & une (y-Algebre graduée quelconque, &’ la Oy-Algebre graduée telle
que =0y, &, =, pour tout n>o0; l'isomorphisme canonique de X = Proj(#)
sur X' =Proj(&’) (3.1.8, (ii)) identifie Ox(n) et Ox.(r) pour tout neZ : cela résulte de
la méme proposition pour le cas affine (2.5.16) et du fait que ces identifications, pour
les ouverts affines de Y, commutent avec les opérations de restriction. De méme, soit
X@ = Proj(&#?); Iisomorphisme canonique de X sur X@ (3.1.8, (i) identifie Ox(nd)
et Ox@(n) pour tout neZ.

Proposition (3.2.10). — Sotent £ un Oy-Module inversible, g I’isomorphisme canonique
X =Proj(& g)>X=Proj(#) (3.1.8, (iii)). Pour tout entier neZ, g(0Ox,(n)) est
canoniquement isomorphe @ Ox(n) @y L.

Supposons d’abord Y affine, d’anneau A, et & =f, ou L est un A-module libre
monogéne. Avec les notations de la démonstration de (g.1.8, (iii)) on définit, pour
Jf€S;, un isomorphisme de (S(n)),®,L®" sur (Sy,(n));e. en faisant correspondre &
(x/f")®c", ot xeSy; ., Iélément (x®c" T*)/( f®c")¥; il est immédiat que cet isomorphisme
est indépendant du générateur ¢ choisi pour L; en outre, les isomorphismes ainsi définis
pour chaque feS, sont compatibles avec les opérations de restriction D_ (f)—D_(fg).
Enfin, dans le cas général, on voit sans peine en revenant aux définitions (g.1.1) que
les isomorphismes ainsi définis pour chaque ouvert affine U de Y sont compatibles avec
le passage de U a un ouvert affine U’cU.

3.3. #-Module gradué associé a un faisceau sur Proj(%).

On suppose dans tout ce numéro que la Oy-Algébre graduée & est engendrée par &, (3.1.9).
Rappelons qu’en raison de (3.1.8, (i)), cette restriction n’est pas essentielle, moyennant
les conditions de finitude (g.1.10).

(3-3-1) Soit p le morphisme structural X = Proj(#)—Y. Pour tout Ox-Module #,
nous poserons

(3.3.1.1) I(F) =8 (Fn)
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et en particulier
(3-3.1.2) T (0x) Zn@zp,(@x(”))-

On sait (0, 4.2.2) qu’il existe un homomorphisme canonique

p(F)Boyp (9) > p(F B0y 9)

pour deux Ox-Modules # et ¢; on déduit donc de (3.2.7.1) que I (0x) est muni
d’une structure de Oy-Algebre graduée, et (3.2.5.2) définit de méme sur T (&) une
structure de Module gradué sur T (0Ox).

En vertu de (3.2.5), et de exactitude a gauche du foncteur p_ (0, 4.2.1), T (&F)
est un foncteur covariant additif et exact @ gauche en & dans la catégorie des Ox-Modules,
a valeurs dans la catégorie des Oy-Modules gradués (ou les morphismes sont les homo-
morphismes de degré o). En particulier, si # est un faisceau d’idéaux dans Oy, T ()
s’identifie & un faisceau gradué d’idéaux de T' (Oy).

(3-3-2) Soit # un #-Module gradué quasi-cohérent. Pour tout ouvert affine U
de Y, on a défini en (2.6.2) un homomorphisme de groupes abéliens

toy : T(U, M) - T(p~'(U), A).

Il est immédiat que ces homomorphismes commutent aux opérations de restriction
(2.8.13.1) et définissent donc (sans utiliser ’hypotheése que & est engendrée par &)
un homomorphisme de faisceaux de groupes abéliens

(3-3.2.1) ty 2 Myp (A ).

Appliquant ce résultat a chacun des #, = (.#(n)),, ettenantcomptede (3.2.8.1),
on définit un homomorphisme de faisceaux de groupes abéliens

(3.3-2.2) o, :.//ln—>p*(.:/7(n)) pour tout neZ,

d’ott un homomorphisme fonctoriel (de degré o) de faisceaux gradués de groupes
abéliens

(3-3-2-3) . o :,//{—>I‘*(./’Z)

(aussi noté o ).

En prenant en particulier .# =, on vérifie que « : T (O) est un homo-
morphisme de @y-Algébres graduées et que (3.3.2.3) est un di-homomorphisme de
Modules gradués, relatif & cet homomorphisme d’Algebres graduées.

Remarquons encore qu’a chacun des o, il correspond (0, 4.4.3) un homomorphisme
canonique de Ox-Modules

(3-3.2.4) o 1 p (M)A ().

On vérifie sans peine que cet homomorphisme n’est autre que celui qui correspond
fonctoriellement (3.2.4) a2 ’homomorphisme canonique (de degré o) de Oy-Modules
gradués '

(3-3.2.5) Mo S~ M(n)
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ou la graduation du second membre provient naturellement de celle de &. On peut

en effet se borner au cas ot Y==Spec(A) est affine, A4 =M et & :fg, la A-algébre
graduée S étant engendrée par S;, de sorte que lorsque f parcourt S,, les D, (f) forment
un recouvrement de X. Revenant aux définitions (2.6.2) on voit alors, compte tenu
de (I, 1.6.7), que la restriction 2 D_(f) de ’homomorphisme (3.3.2.4) correspond
(I, 1.3.8) a ’homomorphisme de S;-modules M,®,S,—(S(n)), qui, 2 x®1 (xeM,)
fait correspondre x/1; cela démontre notre assertion.

Proposition (3.3.3). — Pour toute section fel'(Y, &,) (d>o0), X, est identique a
Pensemble des points de X ot oy( f) (considérée comme section de Ox(d)) ne s’annule pas (0, 5.5.2).

(a(f) est une section de p (Ox(d)) au-dessus de Y, mais par définition une telle
section est aussi une section de Ox(d) au-dessus de X (0, 4.2.1)). La définition de X
(3.1.4) rameéne au cas ou Y est affine, qui a été traité dans (2.6.3).

(3-3.4) Nous supposerons désormais, outre ’hypothése du début de ce numéro,
que pour tout Ox-Module quasi-cohérent &, les p (F (n)) sont quasi-cohérents sur Y, et
par suite T (&) ="E€DZ[)*(37(71)) est aussi un Oy-Module quasi-cohérent (I, 1.4.1¢et1.3.9);
cette circonstance se produira toujours en particulier si X est de type fini sur Y (I, 9.2.2).
On en conclut que (' (&))"~ est défini et est un Ox-Module quasi-cohérent. Pour tout
ouvert affine Ude Y,on a ((I, 1.3.9) et (2.5.4))

(U, ©,5,(F )~ =8, (C(U, p,(F ()~ =

(F nGZ
BT~ (U), Z ()~ =( GT(p~(U), F ()~ =
= (Fp~H(U))~

et par suite (2.6.4) on a un homomorphisme canonique

Bo : (T(U, @p,(F )~ - Fp~\(U

S

En outre, la commutativité de (2.8.13.2) montre que ces homomorphismes
commutent avec les opérations de restriction sur Y; on en déduit donc un homomorphisme
canonique fonctoriel

(3-3-4-1) B: (L (F)~—>F

(aussi noté Bg) pour les Oyx-Modules quasi-cohérents.
Proposition (3.3.5). — Soient M un & -Module gradué quasi-cohérent, F un Ox-Module
quasi-cohérent; les homomorphismes composés

(3-3-5.1) Ni(r*(i)h_‘ij
(3-3-5-2) r(#) 5 (r @)~ 28 (#)

sont les isomorphismes identiques.
La question est en effet locale sur Y, et on est ramené & (2.6.5).
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3+4. Conditions de finitude.

Proposition (3.4.1). — Sotent Y un préschéma, £ une Oy-Algébre quasi-cohérente engendrée
par &, (3.1.9); on suppose en outre &, de type fini. Alors X =Proj(F) est de type fini au-dessus
de Y.

En effet, la question étant locale sur Y, on peut supposer Y affine d’anneau A;

on a alors & =,§, ou S=TI(Y, &), et par hypothése S est une A-algébre engendrée
par S;=TI(Y, &,), ol on peut en outre supposer que S, est un A-module de type fini
(I, 1.3.9 et 1.3.12). Par suite S est une A-algébre graduée de type fini, et on est ramené
a (2.7.1, (ii)).
(3-4.2) Soit & une 0Oy-Algebre graduée quasi-cohérente; pour un &-Module
gradué quasi-cohérent .#, nous considérerons les conditions de finitude suivantes :
(TF) 1l existe un entier n tel que le F-Module k@nj . S0it de type fini.

(TN) 1l existe un entier n tel que M,=o0 pour k>n.

Si A vérifie (TN), on a A =o, la question étant locale sur Y (2.7.2).

Soient A, 4 deux &-Modules gradués quasi-cohérents; on dit qu’un homo-
morphisme u : .#—>.4" de degré o est (TN)-injectif (resp. (TN)-surjectif, (TN)-bijectif)
il existe un entier n tel que wu, : A#,—. 4", soit injectif (resp. surjectif, bijectif) pour
k>n; alors U : MK est injectif (resp. surjectif, bijectif) en vertu de (2.7.2), la question
étant locale sur Y, et compte tenu de (I, 1.3.9); lorsque u est (TN)-bijectif, on dit aussi
que z est un (TN)-isomorphisme.

Proposition (3.4.3). — Sotent Y un préschéma, & une Oy-Algébre graduée quasi-cohérente
engendrée par &y, &, étant supposé de type fini. Soit M un F-Module gradué quasi-cohérent.

(1) Si A vérifie la condition (TF), A est de bype fini.

(i1) Supposons que M vérifie (TF); pour que A =o0, il faut et il suffit que M vérifie (TN).

Les questions étant locales sur Y, on est ramené au cas ou Y est affine d’anneau A,
& =§, ou S est une A-algebre graduée telle que I'idéal S soit de type fini, # =M
ou M est un S-module gradué; la proposition résulte alors de (2.7.3).

Théoréme (3.4.4). — Soient Y un préschéma, & une Oy-Algébre graduée quasi-cohérente
engendrée par &, P, étant supposé de type fini; soit X =Proj(L). Pour tout Ox-Module quasi-
cohérent F, I’homomorphisme canonique B (3.3.4) est un isomorphisme.

Notons d’abord que B est défini en vertu de (3.4.1). Pour voir que § est un
isomorphisme, on est ramené au cas ou Y est affine d’anneau A, & =§, ou S est une
A-algeébre graduée engendrée par S; et S; est un A-module de type fini. II suffit alors
d’appliquer (2.7.5).

Corollaire (3.4.5). — Sous les hypothéses de (3.4.4), tout Ox-Module quasi-cohérent F

est isomorphe & un Ox-Module de la forme A , o M est un F-Module gradué quasi-cohérent. St
en outre F est de type fini, et si on suppose que Y est un schéma quasi-compact, ou que Iespace sous-
Jacent & Y est noethérien, on peut supposer M de type fini.
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La premitre assertion résulte aussitot de (3.4.4) en prenant # =T (¥). Pour
établir la seconde, il suffira d’établir que .# est limite inductive de ses sous-%-Modules

gradués de type fini A", : en effet, il en résultera que A est limite inductive des A~ 2(3-2.4),
donc &% est limite inductive des B(JV »); comme X est quasi-compact ((3.4.1) et

(I, 6.3.1)) et que F est de type fini, & sera nécessairement égal 3 un des B(JV N
0, 5.2.3).

Pour définir les 4", ayant .# pour limite inductive, il suffit de considérer pour
chaque neZ le Oy-Module quasi-cohérent .#,, qui est limite inductive de ses sous-Oy-
Modules #*» de type fini, en raison des hypothéses sur Y (I, 9.4.9); il est immédiat
que &, = .M est un &-Module gradué de type fini, et on vérifie aussitét qu’en
prenant pour 4", les sommes finies de &-Modules de la forme £, , on répond bien a
la question.

Corollaire (3.4.6). — Supposons vérifides les hypothéses de (3.4.4), et en outre que espace
sous-jacent Y soit quasi-compact; soit F un Ox-Module quasi-cohérent de type fini. Il existe n,
tel que pour n > ny, I’ homomorphisme canonique o : p"(p (F (n)))—>F (n) (0, 4.4.3) soit surjectif.

En effet, pour tout yeY, soit U un voisinage ouvert affine de y dans Y. Il existe
un entier ny(U) tel que, pour n>ny(U), F(n)|p~'(U) soit engendré par un nombre
fini de ses sections au-dessus de p~'(U) (2.7.9); mais ces derniéres sont images canoniques
de sections de p"(p,(Z (n))) au-dessus de p~'(U) (0, 3.7.1 et 4.4.3), donc F(n)|p~*(U)
est égal 4 'image canonique de p°(p, (Z (n)))|p~*(U). Enfin, comme Y est quasi-compact,
il existe un recouvrement fini de Y par des ouverts affines U,, et en prenant pour 7, le
plus grand des 7,(U;), on achéve la démonstration.

Remarques (3.4.7). — Si p=(y,0) : X—Y est un morphisme d’espaces annelés
et # un Ox-Module, le fait que ’homomorphisme canonique o :p'(p (F))—>F soit
surjectif s’explicite de la fagon suivante (0, 4.4.1) : pour tout xeX et toute section s
de # au-dessus d’un voisinage ouvert V de x, il existe un voisinage ouvert U de p(x)
dans Y, un nombre fini de sections #; (1<i<m) de & au-dessus de p~*(U), un voisinage
WcVnp~(U) de x et des sections a; (1<i<m) de O au-dessus de W telles que

SIW':Z.ai.(tiIW).

Lorsque Y est un schéma affine et p (F) quasi-cohérent, cette condition équivaut au fait que &
est engendré par ses sections au-dessus de X (0, 5.5.1) : en effet, si 'Y =Spec(A), on peut
supposer que U=D(f) avec feA; il existe un entier n>o0 et des sections s; de &
au-dessus de X telles que ¢ soit la restriction & p~*(U) de s;¢", avec g=0(f) (en appliquant
(I, 1.4.1) 2 p (F)); comme g est inversible au-dessus de p~'(U), on a donc

avec b;=a;(g|W)™", d’ol notre assertion. Lorsque Y est affine, le corollaire (3.4.6)
redonne donc (2.7.9).

On en conclut que lorsque Y est un préschéma quelconque, les trois conditions
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suivantes, pour un Ox-Module quasi-cohérent F tel que p (&) soit quasi-cohérent, sont
équivalentes :

a) L’homomorphisme canonique o : p'(p (F))—>F est surjectif.

b) Il existe un Oy-Module quasi-cohérent & et un homomorphisme surjectif p'(%)—>F.

c) Pour tout ouvert affine U de Y, F|p~'(U) est engendré par ses sections au-dessus de
(V).

On vient en effet de prouver I’équivalence de a) et ¢). D’autre part, il est clair
que a) entraine 4), p () étant par hypothése quasi-cohérent. Inversement, tout homo-
morphisme u : p*(9)—>F se factorise en p*(%) —>p*(p*(3’))—°>5"' (0,3.5.4.4), donc siu
est surjectif il en est de méme de o, ce qui prouve que b) entraine a).

Corollaire (3.4.8). — Supposons vérifides les hypothéses de (3.4.4) et supposons en outre
que Y soit un schéma quasi-compact ou que Uespace sous-jacent @ Y soit noethérien. Soit F un Ox-
Module quasi-cohérent de type fini; il existe alors un entier ny tel que pour n>n, F soit isomorphe
a un quotient d’un Ox-Module de la forme (p*(9))(—n) ot 9 est un Oy-Module quasi-cohérent de
Ype fini (dépendant de n).

Comme le morphisme structural X—Y est séparé et de type fini, p (& (n)) est
quasi-cohérent (I, 9.2.2, b)), donc limite inductive de ses sous-Oy-Modules quasi-
cohérents de type fini, en vertu de ’hypothese sur Y (I, 9.4.9). On en déduit par (3.4.6),
(0,4.3.2) et (0, 5.2.3) que F (n) est 'image canonique d’un Ox-Module de la forme p*(¥),
ol ¥ est un sous-Oy-Module quasi-cohérent de type fini de p (& (n)); le corollaire résulte
alors de (3.2.5.2) et (3.2.7.1).

3.5. Comportements fonctoriels.

(3-5.x) Soient Y un préschéma, &, &’ deux Oy-Algeébres graduées quasi-
cohérentes a degrés positifs; posons X =Proj(#), X'=Proj(#’), et soient p, p’ les
morphismes structuraux de X et X’ dans Y. Soit ¢ : &' un Oy-homomorphisme
d’Algebres graduées. Pour tout ouvert affine Ude Y, posons Sy =T'(U, &), S; =T'(U, &’);
Phomomorphisme ¢ définit un homomorphisme ¢y : Sy;—Sy de Ay-algébres graduées,
en posant Ay=TI'(U, 0y). Il lui correspond dans p~*(U) un ensemble ouvert G(¢y) et un
morphisme @y : G(gy)—p' "} (U) (2.8.1). En outre, si VcU est un ouvert affine,
le diagramme

’ ¢U
Sy = Sy

(3.5.1.1) l l

Sy g Sy

est commutatif, et on vérifie aussitét, & partir des définitions (2.8.1), que I'on a
G(9y) =G(90)np™'(V)

et que @y est la restriction de ®; & G(py). On a ainsi défini une partie ouverte G(o)
de X telle que G(9)np~*(U)=G(py) pour tout ouvert affine U Y, et un Y-morphisme
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affine ® : G(p)—>X’, qui est dit associé & ¢ et que nous noterons Proj(p). Lorsque, pour
tout peY, il y a un voisinage affine U de y tel que le I'(U, Oy)-module I'(U, &) soit
engendré par o(I'(U, &), on a G(gy) =p'(U), et par suite G(¢)=X.
Proposition (3.5.2). — (1) St A est un F-Module gradué quasi-cohérent, il existe un
isomorphisme canonique fonctoriel du Ox.-Module (M)~ sur le Ox,-Module (I)*(.Té |G(9)).
(ii) St M est un F'-Module gradué quasi-cohérent, il existe un homomorphisme canonique

~

Sonctoriel v du (Ox|G(¢))-Module ®*(M') dans le (Ox|G(o))-Module (M Dy L)~ |G(e).
St ' est engendrée par F1, v est un isomorphisme.

Les homomorphismes considérés ont en effet déja été définis lorsque Y est affine
(2.8.7 et 2.8.8), et dans le cas général il suffit de vérifier qu’ils sont compatibles avec
les opérations de restriction d’un ouvert affine de Y a un ouvert plus petit, ce qui résulte
aussitét de la commutativité de (g.5.1.1).

En particulier, pour tout n€Z, on a un homomorphisme canonique

(3-5.2.1) D*(O. (n)) > Ox(n) | G(9).

Proposition (3.5.3). — Sotent Y, Y’ deux préschémas,  : Y'—Y un morphisme, & une
Oy-Algebre graduée quasi-cohérente, et posons &' =" (F). Alors le Y'-schéma X' = Proj(F’)
s’identifie canoniquement @ Proj(F)xXyY'. En outre, si M est un F-Module gradué quasi-
cohérent, le Og,-Module (' (M))™ Sidentifie & M Dy 0y..

Notons en premier lieu que §*(&) et {'(A) sont des Oy.-Modules quasi-cohérents
ainsi que leurs composants homogénes (0, 5.1.4). Soient U un ouvert affine de Y,
U’c¢~*(U) un ouvert affine de Y’, A, A’ les anneaux de U et U’ respectivement; on a
alors .Y[U=§, ou S est une A-algébre graduée, et &’|U’ s’identifie 2 (S®,A")™
(I, 1.6.5); la premiére assertion résulte alors de (2.8.10) et de (I, 3.2.6.2), car on
vérifie aussitét que la projection Proj(%’|U’)—Proj(&|U) définie par I'identification
précédente est compatible avec les opérations de restrictions sur U et U’ et définit donc
bien un morphisme Proj(#’)—Proj(#). Soient maintenant

q : Proj(#)—Y, ¢’ :Proj(&)—>Y’

les morphismes structuraux; ¢’ ~*(U’) s’identifie alors & ¢~ !(U) X, U’, et les deux
faisceaux (¢"(A))~|¢' Y (U’) et (L?/@Y@Y,)]q'_l(U’) s’identifient alors canoniquement
tous deux &2 (M®,A")™, otonaposé M=T(U, #), envertude (2.8.10) et (I, 1.6.5);
d’oti la seconde assertion, car on vérifie encore de fagon immédiate la compatibilité des
identifications précédentes avec les opérations de restriction.

Corollaire (3.5.4). — Avec les notations de (3.5.3), Ox/(n) S’identifie canoniquement &
Ox(n) ®y Oy, pour tout neZ (avec X = Proj(&)).

En effet, avec les notations de (3.5.3), il est clair que ¢*(&(n)) = &’(n) pour
tout neZ.

(3.5.5) Gardant les notations précédentes, désignons par ¥ la projection canonique
X'—+X, et posons #'={"(.#); noussupposerons en outre que & est engendrée par &,
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et que X est de type fini sur Y; il en résulte alors que &’ est engendrée par &; (comme
on le voit en se ramenant au cas ou Y et Y’ sont affines) et que X’ est de type fini sur Y’
(I, 6.3.4). Soit & un Ox-Module et posons F'=¥"(F); il résulte alors de (3.5.4)
et de (0, 4.3.3) que 'on a F'(n) =¥ (F (n)) pour tout neZ. On définit en outre un
¥-homomorphisme canonique 6, : ¢ (% (n))—¢/(#'(n)) de la fagon suivante : vu la
commutativité du diagramme

<
1
>

<t

< <

il s’agit de définir un homomorphisme g¢,(F (n))~>{,(¢.(¥"(F (n)))) = ¢ (V.(Y*(F (n)))),
et il suffit de prendre ’homomorphisme 6, =g (p,), ol p, est ’homomorphisme canonique
F ()Y (Y (F(n))) (0, 4.4.3). Il est immédiat que pour tout ouvert affine U de Y
et tout ouvert affine U’ de Y’ tel que U’c¢~*(U), 'homomorphisme 6, donne pour les
sections ’homomorphisme canonique (0, 3.7.2) I'(¢~%U), F(n))—>T (¢ ~(U"), F'(n)).
La commutativité de (2.8.13.2) montre alors que si # est quasi-cohérent, le diagramme

F __°* . F

BF Bz

(F N~

*

T&E)~ > (T

est commutatif (la fleche horizontale du haut étant le W¥-morphisme canonique
F>¥'(F)).

De méme, la commutativité de (2.8.13.1) montre que le diagramme

T (4) > T ()
() )

* “a

M —— M

[

est commutatif (la fleche horizontale du bas étant le ¢-morphisme canonique A4 —{*(.#)).

(3.5.6) Considérons maintenant deux préschémas Y, Y’, un morphisme g:Y'—>Y,
une Oy-Algébre (resp. Oy.-Algébre) graduée quasi-cohérente & (resp. &’) et un
g-morphisme d’Algeébres graduées u: ¥ —&’, C’est-d-dire un Oy-homomorphisme
d’Algebres graduées &g (&’); on sait d’ailleurs qu’il revient au méme de se donner
un Oy-homomorphisme d’Algébres graduées u* : g'(&)—%’. On déduit alors cano-
niquement de #* un Y’-morphisme W = Proj(u¥) : G(u*) >Proj(g'(#)) ou G(u¥) est
un ouvert de X’'=Proj(&#’) (8.5.1). D’autre part, X" =Proj(g'(#)) s’identifie
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canoniquement & X XyY’, en posant X=Proj(#) (3.5.3); composant avec Proj(u¥)
la premié¢re projection p: X XyY'—X, on obtient donc un morphisme v : G(u¥) >X,
que nous désignerons par Proj(u), et qui est tel que le diagramme

Gi¥) > X

Lo

Y — Y

g
soit commutatif.
En outre, pour tout Oy-Module gradué quasi-cohérent .#, on a un y-morphisme
canonique

(3.5.6.1) VM (G (M) D) )| G ().
En effet, v¥ s’obtient en composant les homomorphismes
o (M) =w'(p'(M)) > & (g (M)™) > (& (M) Bp5)F")~| G(uF)

ou la premiere fleche provient de l'isomorphisme (3.5.3) et la seconde est ’homo-
morphisme (3.5.2, (i)); lorsque & est engendrée par &, il résulte de (3.5.2) que v¥ est
un isomorphisme.

Comme cas particulier de (3.5.6.1), on a, pour tout ne€Z, un v-morphisme
canonique

(3.5.6.2) v : Ox(n) — Ox.(n)| G(u¥).

3.6. Sous-préschémas fermés d’un préschéma Proj(¥).

(3.6.1) Soient Y un préschéma, ¢ : -9’ un homomorphisme de Oy-Algébres
graduées quasi-cohérentes, de degré o. On dit que ¢ est (TN)-surjectif (resp. (TN)-
injectif, (TN)-bijectif) s’il existe n tel que, pour k>=n, ¢, : F,—F, soit surjectif
(resp. injectif, bijectif). Lorsqu’il en est ainsi on rameéne I’étude du morphisme
® : Proj(#’)—>Proj(&) correspondant au cas ou ¢ est surjectif (resp. imjectif, bijectif).
Cela se démontre comme dans (2.9.1) (qui en est le cas particulier correspondant a
Y affine) en utilisant (3.1.8). Au lieu de dire que ¢ est (TN)-bijectif, on dit aussi que c’est
alors un (TN)-isomorphisme.

Proposition (3.6.2). — Soient Y un préschéma, & une Oy-Algébre graduée quasi-cohérente,
et soit X ="Proj(¥).

(i) 8 ¢ : L ~>F est un homomorphisme (TN)-surjectif de Oy-Algebres graduées, le
morphisme correspondant ® = Proj(¢) (3.5.1) est défini dans Proj(F’) tout entier et est une
immersion fermée de Proj(F’) dans X. Si Z est le noyau de ¢, le sous-préschéma fermé de X

associé a @ est défini par le faisceau d’idéaux quasi-cohérent } de Ox.
(ii) Supposons en outre o= Oy, & engendrée par &y et &, de type fini. Soit X' un sous-
préschéma fermé de X =Proj(F), défini par un faisceau quasi-cohérent S d’idéaux de O. Soit §
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le faisceau gradué quasi-cohérent d’idéaux de &, image réciproque de T (F) par Ihomomorphisme
canonique o : S —T (Ox) (3.3.2), et posons S’ =F[|F. Alors X' est le sous-préschéma
associé (I, 4.2.1) a Pimmersion fermée Proj(F')—X correspondant & I’ homomorphisme canonique
S —F" de Oy-Algebres graduées.

(i) On peut supposer ¢ surjectif (3.6.1). Alors, pour tout ouvert affine U de Y,
I'u, #)->I'(U, &) est surjectif (I, 1.3.9), donc (3.5.1) on a G(p)=X. On est
immédiatement ramené a démontrer la proposition lorsque Y est affine, et alors elle
découle de (2.9.2, (i)).

(ii) On est ramené a prouver que ’homomorphisme /7 —0x déduit de I'injection

~
canonique _#—>.%, est un isomorphisme de # sur #; comme la question est locale

sur Y, on peut supposer Y affine d’anneau A, ce qui entraine & ='§, ou S est une
A-algebre graduée engendrée par S,, S, étant de type fini sur A. Il suffit alors d’appli-
quer (2.9.2, (ii)).

Corollaire (3.6.3). — Sous les conditions de (3.6.2, (1)), et en supposant de plus &
engendrée par &y, O (Ox(n)) s'identifie canoniquement a Ox.(n) pour tout neZ.

On a défini un tel isomorphisme canonique lorsque Y est affine (2.9.3); dans le
cas général, il suffit de vérifier que les isomorphismes ainsi définis pour chaque ouvert
affine U de Y sont compatibles avec le passage de U a un ouvert affine U’'cU, ce qui
est immédiat.

Corollaire (3.6.4). — Soient Y un préschéma, & une Oy-Algébre graduée quasi-cohérente
engendrée par Py, M un Oy-Module quasi-cohérent, u un Oy-homomorphisme surjectif M — &,
u 8o (M)—>F Uhomomorphisme de Oy-Algébres graduées prolongeant u (1.7.4). Le morphisme
correspondant & w est alors une immersion fermée de Proj(&) dans Proj(Se ().

En effet, u est surjectif par hypothése et on applique (3.6.1, (i)).

3.7. Morphismes d’un préschéma dans un spectre homogéne.

(3.7.1) Soient ¢ : X—Y un morphisme de préschémas, £ un Ox-Module inver-
sible, & une Oy-Algébre graduée quasi-cohérente a degrés positifs; ¢'(F) est alors une
Ox-Algebre graduée quasi-cohérente a degrés positifs. Considérons la Oyx-Algeébre graduée
quasi-cohérente & ’:n@()f ®n et supposons donné un Ox-homomorphisme d’Algébres
graduées

b:g(S) > I =D g
ce qui revient d’ailleurs & se donner un ¢g-morphisme d’Algéebres graduées
L g (S).
On sait que Proj (&) s’identifie canoniquement a X (3.1.7 et 3.1.8, (iii)) ; on déduit
canoniquement de ¢ un ensemble ouvert G(¢) de X et un Y-morphisme

(3.7.x.1) re,y : G(§) = Proj(&) =P
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que nous appellerons le morphisme associé @ £ et a §; rappelons (3.5.6) que ce morphisme
s'obtient en composant avec la premiére projection  : Proj(¢'(&)) =PxyX—>P
le Y-morphisme

="Proj(§) : G({) - Proj(¢'(#)).

(3.7.2) Explicitons r=rg , lorsque Y ==Spec(A) est affine, et par suite 5’=§,
ou S est une A-algébre graduée a degrés positifs. Supposons d’abord que X = Spec(B)
soit aussi affine et que I'on ait & =f, ou L est un B-module libre de rang 1. On a alors
7'(&)=(S®,B)~ (I,1.6.5);sicest un générateurde L, ¢, : ¢’(&,) - L®" correspond
3 un homomorphisme w, : s®b — by,(s)c®" de S,®,B dans L®", o1 2, :S,—B estun
homomorphisme de A-modules, les 7, constituant un homomorphisme d’algébres S—B.
Soit feS, (d>0) etposons g=uv,(f); ona = '(D_(f)) =D, (f®1) envertude (2.8.10)
et de l'identification de D, (f) a Spec(S;)) (2.3.6); d’autre part, la formule (2.8.1.1)
montre (compte tenu de 'identification canonique de X et de Proj(<#’)) que

+=!(D,.(fo1)) =D(g)
d’ou
(3.7.2.1) r={(D.(f)) =D(g).

En outre, le morphisme t=Proj(¢), restreint a D(g), correspond & ’homomor-
phisme qui applique (s®1)/(f®1)" (pour seS,;) suruv,,(s)/g" (2.8.1), et la projection =,
restreinte a D ( f®1), correspond a ’homomorphisme s/f"— (s®1)/(f®1)"; on en conclut
que 7, restreint a D(g), correspond a ’homomorphisme de A-algébres o :S;,—B, tel
que o(s/f")y=uv,(s)/g" pour seS, (n>0). Passant au cas ou X est quelconque (Y étant
toujours affine), on obtient donc, compte tenu de (2.8.1) :

Proposition (3.7.3). — St Y ==Spec(A) est affine et 5’=§, ot S est une A-algebre
graduéde, pour tout feS,=T(Y, &;), on a

(3-7-3-1) rzo(DL(f) =Xy (o2 4P (f)eT (X, £°%))

et la restriction Xp,—>D_ (f)=Spec(Sy) de rg  correspond (I, 2.2.4) a I’homomorphisme
d’algébres

(3-7-3.2) Lp(b,) 25 = T(Xypy» Ox)
tel que, pour seS,,=T(Y, £,.)
(3.7-3-3) U(sIf™) = (9P ()1 Kyin) (WP () 1 Kpyy) ™

Nous dirons que 7g ,, est partout défini si 'on a G(¢)=X. Pour qu’il en soit ainsi,
il faut et il suffit évidemment que G(¢)ng~'(U) =¢ *(U) pour tout ouvert affine UcY;
autrement dit, la question est locale sur Y. Si Y est affine, G({) est réunion des r (D (f))
pour f homogeéne dans S, (2.8.1); en vertu de (3.7.3.1), les X,p, doivent donc former
un recouvrement de X, autrement dit :

Corollaire (3.7.4). — Sous les hypothéses de (3.7.3), pour que 14, soit partout défini,
il faut et il suffit que pour tout xeX, il existe un entier n>o0 et une section s de &, au-dessus de Y
telle que si on pose t=1{P(s)el'(X, L°"), on ait t(x)+o.
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On notera que cette condition est toujours vérifiée si ¢ est (TN)-surjectif.

De méme, la question de savoir si 7y, est dominant est locale sur Y, et 'on a :

Corollaire (3.7.5). — Sous les hypothéses de (3.7.3), pour que 14 , soit dominant, il faut
et 1l suffit que, pour tout entier n>o, toute section s€S, telle que Y°(s)e'(X, L") soit localement
nilpotente, soit elle-méme nilpotente.

On doit en effet exprimer que 75 (D (s)) n’est vide que si D, (s) est vide, et le
corollaire résulte donc de (3.7.3.1) et de (2.3.7).

Proposition (3.7.6). — Soient q : X—Y un morphisme, £ un Ox-Module inversible, &,
" deux Oy-Algébres graduées quasi-cohérentes, u: F'—F un homomorphisme d’ Algébres graduées,
Vg (&) en@(}f@" un homomorphisme d’Algébres gradudes, ' =oq (u) I’homomorphisme
composé. Si 1 . est partout défini, il en est de méme de 14 ;3 st u est (TN)-surjectif et si 1 est
dominant, il en est de méme de 14 ; inversement, si u est (TN)-injectif et si 1¢ , est dominant,
Tg y est dominant.

On a en effet G(')cG(¢) (2.8.4), d’ol la premiére assertion; si u est (TN)-
surjectif, Proj(u) : Proj(S)—Proj(S’) est partout défini et est une immersion fermée;
comme 7g , est composé de Proj(u) et de la restriction de 74, 2 G({’), on en conclut
que si 7y, est dominant, il en est de méme de 7y . Enfin, si « est (TN)-injectif, on sait
que Proj(u) est un morphisme dominant de G(«) dans Proj(S’) (2.8.3); comme G(¢')
est 'image réciproque de G(u) par g o, on voit que si 7y , est dominant, il en est de méme
de 7g 4.

Proposition (3.7.7). — Sotent Y un préschéma quasi-compact, q : X—Y un morphisme
quasi-compact, £ un Ox-Module inversible, & une Oy-Algébre graduée quasi-cohérente, limite
inductive filtrante d’un systéme inductif (F*) de Oy-Algébres quasi-cohérentes. Soient @, : S
I’ homomorphisme canonique, § : ¢ (&) — ,@o PO un homomorphisme d’ Algébres graduées, et posons
Yr="1oq (9,). Pour que g, soit partout défini, il faut et il suffit qu’il existe un \ tel que Te,y, SOit
partout défini; T2, 6t alors partout défini pour p >,

La condition est suffisante en vertu de (3.7.6). Inversement, supposons 7 , partout
défini; on peut se ramener au cas ou Y est affine, car si pour tout ouvert affine UcCY,
il existe A(U) tel que la restriction de T%,00) a ¢7*(U) soit partout définie, il suffira (Y étant
quasi-compact) de recouvrir Y par un nombre fini d’ouverts affines U;, et de prendre
A>A(U;) pour tous les indices 7, en vertu de (3.7.6). Si Y est affine, ’hypothése entraine
que pour tout xeX, il y a une section s® d’un S, telle que, si on pose @ ={?(s"),
on ait #“(x)+o0 (#* étant considérée comme section de £ ®" au-dessus de X), ce qui
entraine #%(z) #0 pour tout z dans un voisinage V(x) de x. Couvrons X par un nombre
fini de V(x;) et soient s\ les sections correspondantes de S; il existe alors un A tel que
les s soient toutes de la forme o,(s"), avec s"eS* pour tous les i; il résulte donc
de (3.7.4) que 7y, est partout défini. La derniére assertion est conséquence triviale
de (3.7.6). .

Corollaire (3.7.8). — Sous les hypothéses de (3.7.7), si les g, sont dominants, il en est
de méme de 14 ; la réciproque est vraie lorsque les ¢, sont injectifs.
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La seconde assertion est un cas particulier de (3.7.6); d’autre part, pour montrer
que 7g , est dominant, on peut se borner au cas ot Y est affine; si seS est telle que ¢?(s)
soit localement nilpotente, comme on peut écrire. s=g¢,(s,) pour un A au moins, on
conclut de ’hypothése et de (3.7.5) que s, est nilpotente, donc il en est de méme de s,
et le critére de (3.7.5) s’applique.

Remarques (3.7.9). — (i) Avec les notations de (3.7.1) et en tenant compte de
(3.2.10), on a, pour tout neZ, un homomorphisme canonique
(3.7.9.1) 0 : 7 (Op(n)) > L

défini de fagon générale dans (3.5.6.2). On voit aussitét que sous les conditions de
(3-7-3), la restriction de cet homomorphisme a X, s’explicite comme faisant corres-
pondre a s/f* (seS, ;) Pélément (4P (s)| Xyp) (47 (f) | Xobp) 75

(ii) Soit & un Ox-Module quasi-cohérent, et supposons que ¢ soit quasi-compact
et séparé, de sorte que pour tout >0, ¢ (F & £®") soit un Oy-Module quasi-cohérent
(I, 9.2.2). Soit A ’="G>30.§F ® %", qui est un F’-Module gradué quasi-cohérent, et
considérons son image # =gq (#’) =n@>‘)0q*(5" ®F®") (qui est un F-Module quasi-
cohérent, au moyen de I’homomorphisme {?). Nous allons voir qu’il y a un homo-
morphisme canonique de Ox-Modules

(3-7.9-2) E:1g,y (M) > F|G).
En effet, on a défini (3.5.6.1) un homomorphisme canonique
(3-7-9-3) T,},¢(v4) — (¢’ (M) ®q*(y)y')NlG(¢)a

ou le second membre est considéré comme un faisceau quasi-cohérent sur Proj(&”’).
D’autre part, on a un homomorphisme canonique

(3.7.9.4) 7 (q,(M")Ops S M

pour tout &’-Module gradué quasi-cohérent .#’ : pour tout ouvert U de X, toute
section ¢ de ¢*(¢,(.#;)) au-dessus de U et toute section 4’ de &} au-dessus de U, on fait
correspondre & #'®b’ la section b'c(¢') de 4, ,, ou o(t’) est la section de #; au-dessus
de U qui correspond canoniquement (0, 4.4.3) a t’. On en conclut un homomorphisme
canonique

(3-7.9-5) (7'(9.(4) i) 7)™ GY) A'|G(9)

et comme finalement #’ s'identifie canoniquement a % (3.2.9, (i)), on obtient bien
I’homomorphisme canonique cherché.

Sous les conditions de (3.7.3), la restriction de cet homomorphisme a Xy,
s’explicite de la fagon suivante : étant donnée une section £, de F & £ au-dessus de X,
si t;; est la section £, considérée comme section de ¢ (F @ L®") au-dessus de Y, a
Pélément #,/f" il correspond la section (f,|Xby) (42 (f)|Xypy) ™ de F au-dessus
de Xypiy-
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3.8. Critéres d’immersion dans un spectre homogéne.

(3-8.1) Avec les notations de (3.7.1), la question de savoir si 74 ,, est une immersion
(resp. une immersion ouverte, une immersion fermée) est évidemment locale sur Y.

Proposition (3.8.2). — Sous les hypothéses de (3.7.3), pour que 14, soit partout définie
et soit une immersion, 1l faut et il suffit qu’il existe une famille de sections s,eS, (n,>0) telle que,
st on pose f,=1\P(s,), les conditions suivantes soient vérifies :

(i) Les X, formentun recouvrement de X.

[+1
(i) Les X, sont des ouverts affines.

(ii1) Pour tout o et tout tel'(X, , Ox), 1l existe un entier m>o et un seS,, —tels que
t=($°(5) | X,) (ful Xp,) 7™

Pour que 14, soit partout définie et soit une immersion ouverte, il faut et il suffit qu’il existe
une famille (s,) vérifiant les conditions (i), (ii), (iii) et :

(iv) Pour tout n>o et tout seS,, tel que \}J"(s)fXa: , tl existe un entier k>o0 tel
que sks=o.

Pour que 14, soit partout définie et soit une immersion fermée, il faut et il suffit qu’il existe
une famille (s,) vérifiant (i), (ii), (iii) et :

(v) Les D (s,) forment un recouvrement de P = Proj(S).

En effet, pour que r soit une immersion (resp. une immersion fermée), il faut et
il suffit qu’il existe un recouvrement de r(G(¢y)) (resp. de P) par des D_(s,) tel que si
on pose V,=r"'(D,(s,)), la restriction de r & U, soit une immersion fermée de V, dans
D_(s,) (I, 4.2.4). La condition (i) exprime a la fois que 7 est partout définie et que les
D_(s,) recouvrent r(X), d’aprés (3.7.3.1); comme D, (s,) est affine, les conditions (ii)
et (iii) expriment que la restriction de r & X, est une immersion fermée dans D (s,),
d’apres (I, 4.2.3); enfin, comme (iii) et (iv) expriment que 4’)1(750‘) est bijective (notation
de (3.7.3.2)), (ii), (iii) et (iv) expriment que la restriction de r 2 X, est un isomorphisme
sur D (s,) pour tout «, donc (i), (ii), (iii) et (iv) expriment que r est une immersion ouverte.

Corollaire (3.8.3). — Sous les hypothéses de (3.7.6), si 14 est partout définie et est
une immersion, il en est de méme de 14 . Si on suppose en outre que u est (TN)-surjectif et si 14
est une immersion ouverte (resp. fermée), il en est de méme de 14 .

En effet, d’aprés (3.8.2), il y a une famille de s,€S;  telle quesion pose Sou=U(s2),
les conditions (i), (ii), (iii) soient vérifiées. Or, si on pose s, =u(s,), onaaussi f,={(s,),
et siona t= (4 ()X ) (X)) ™™, ona aussi t=(4"(s5)|X; )(f:|X;)”™ en posant
s=u(s"), d’oli la premiére assertion. La seconde résulte aussitdt de ce que Proj(«) est une
immersion fermée.

Proposition (3.8.4). — Supposons vérifides les hypothéses de (3.7.7) et en outre que
q : XY soit un morphisme de type fini. Alors, pour que rg ,, soit partout définie et soit une immersion,
il faut et il suffit quil existe \ tel que 14 . soit pariout définie et soit une immersion et dans ce cas

Te,y, €5t partout définie et est une immersion pour w=h.
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Compte tenu de (3.8.3), il suffit de démontrer que si 7y, est partout définie et
est une immersion, il en est de méme de 74, pour un A au moins. Par le méme
raisonnement que dans (3.7.7), utilisant la quasi-compacité de Y, on se raméne d’abord
au cas ou Y est affine. Comme X est quasi-compact, (3.8.2) montre I’existence d’une
famille finie (s;) d’éléments de S (5€S,) ayant les propriétés (i), (ii) et (iii). Le
morphisme X, —>Y (ol fi={(s,)) est de type fini : en effet, c’est un morphisme de
schémas affines, donc il est quasi-compact (I, 6.6.1), et localement de type fini puisque ¢
est de type fini (I, 6.3.2), et la conclusion résulte de (I, 6.6. 3). L’anneau B; de X, est par
suite une A-algébre de type fini (I, 6.3.3); :soit E(tii) une famille de générateurs de cette

algebre. Il y a par hypothése des éléments s/;€S tels que

mij

Y

= (P (s5) ] X,.) (99 (5:) | X;,) ™

Il y a par hypothése un A et des éléments s;,eS} 2 meS _ dont les images par ¢, sont
respectivement s; et s;;; il est clair que 7y, vérifie les cond1t10ns (1), (ii) et (iii) de (3.8.2).

Proposition (3.8.5). — Sotent Y un schéma quasi-compact, ou un préschéma dont espace
sous-jacent est noethérien, q : X—Y un morphisme de type fini, & un Ox-Module inversible,
& une Oy-Algébre graduée quasi-cohérente, { : ¢’ (&) — n@O L un homomorphisme d’Algébres
graduées. Pour que 14, soit partout défini et soit une immersion, {il Saut et il suffit qu’il existe un
entier n>0 et un sous-Oy-Module quasi-cohérent de type fini & de &, tels que :

a) Phomomorphisme §,0q°(J,) : ¢ (&)—L®" (oa j,: E—~F est Pinjection canonique)
soit surjectif s

b) st on désigne par &’ la sous-Oy-Algébre (graduée) de & engendrée par &, par {' I’ homo-
morphisme Yoq'(j') (' injection de ' dans F), 14, soit partout défini et soit une immersion.

Lorsqu’il en est ainsi, tout sous-Oy-Module qucm -cohérent &' de &, contenant &, posséde

la méme propriété, et il en est de méme de I'image de @co@ dans &y, pour tout k>o.

La suffisance de la condition et les deux derniéres assertions sont des cas particuliers
de (3.8.3), compte tenu de l'isomorphie canonique entre Proj(#) et Proj(&#%) (3.1.8).

Soit (U;) un recouvrement ouvert fini de Y par des ouverts affines et posons
A;=A(U,;). Comme ¢ '(U;) est compact, I’hypothése que 7y, est une immersion
partout définie et (3.8.2) entrainent l'existence d’une famille finie (s;) d’éléments
de SY=T1(U,, &) (sijeS,ﬁfi)i) ayant les propriétés (i), (ii), (iii). On voit comme dans
la démonstration de (3.8.4) que le morphisme Xfﬁ—>U,- (ot f;=1{P(s;)) est de type
fini, et ’anneau B;; de X, est par suite une A;-algebre de type fini, [ayant un systéme de
générateurs de la forme (P (#) [X,17 ( ﬁ,[X/ ik, ol f;eSWH - Soit » un multiple

commun des m;n;; remplagant (pour chaque (i, j, k)) s; par une puissance sf; telle que
pmyn;=n, et multipliant #; par s~ ™k, on peut supposer que pour chaque ¢ tous

les s, et #; appartiennent & S et que my=1. Soit E; le sous-A-Module de S
engendre par ces éléments (pour 7 fixé). Il existe un sous-Oy-Module cohérent de type
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fini &; de &, tel que &;|U,=(E,)~ (I, 9.4.7). Il est clair que le sous-Oy-Module &
de &,, somme des &;, répond a la question (chaque section f; étant telle que pour
tout xeX,i]_, il y a un voisinage affine V cX,ij de x tel que f| V soit une base de I'(V, £ ©").

§ 4. FIBRES PROJECTIFS. FAISCEAUX AMPLES

4.1. Définition des fibrés projectifs.

Définition (4.x.1). — Sotent Y un préschéma, & un Oy-Module quasi-cohérent, S, Y(éa)
la Oy-Algebre syméirique de &(1.7.4) qui est quasi-cohérente (1.7.7). On appelle fibré projectif
sur Y défini par & et on note P(&) le Y-schéma P=Proj(Se (&)). Le O-pModule Uy(1)
est appelé le faisceau fondamental sur P.

Lorsque Y est affine d’anneau A, on a & =E, ol E est un A-module, et on écrit

alors P(E) au lieu de P(E).

Lorsque I'on prend &= 0%, on écrit Py~ au lieu de P(&); si de plus Y est affine
d’anneau A, on écrit aussi Py " au lieu de Py~ ". Comme Sy (0y) s’identifie canoniquement
a 0y[T] (1.7.4), P} s’identifie canoniquement & Y (3.1.7); 'exemple (2.4.3) n’est
autre que Pg.

(4.x.2) Soient &, # deux Oy-Modules quasi-cohérents; u : §—% un Oy-homo-
morphisme; il lui correspond canoniquement un homomorphisme 8(u) : 8o (&) >80 (F)
de Oy-Algebres graduées (1.7.4). Si u est surjectif, il en est de méme de S(u), et par suite
(3.6.2, (i), Proj(S(«)) est une immersion fermée P(F)—P(&), que nous noterons P(u).
On peut donc dire que P(&) est un foncteur contravariant en &, a condition de ne prendre
pour morphismes des Oy-Modules quasi-cohérents que les homomorphismes surjectifs.

En supposant toujours u surjectif et posant P=P(&), Q=P(F) et j=P(u),
on a, a un isomorphisme pres,

(4.1.2.1) 7 (Op(n)) = Oy (n) pour tout neZ

comme il résulte de (3.6.3).
(4-x.3) Soit maintenant ¢ : Y'Y un morphisme, et soit &' =¢'(&); on a
alors 8o, (6") =¢'(Se (&)) (1.7.5); par suite (3.5.3), on a

(4.1.3.1) P({'(6)) =P(&) XyY’
a un isomorphisme canonique prés; en outre, on a évidemment

V' ((80,(8)) (7)) = (Soy.(€) (n)

pour tout neZ, donc, en posant P=P(&), P'=P (&’), ona(3.5.4), a unisomorphisme
prés,

(4.1.3.2) Op. (1) = Op(n) Dy Oy, pour tout neZ,
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Progosition (4.1.4). — Soit £ un Oy-Module inversible. Pour tout Oy-Module quasi-
cohérent &, il existe un Y-isomorphisme canonique igp : P(&) I P(EXDL); en outre, si on pose
P=P(&), Q=P(ER L), iy(y(n)) est canoniquement isomorphe & Op(n) Dy LE"  pour
tout neZ.

Remarquons d’abord que si A est un anneau, E un A-module, L un A-module
monogéne libre, on définit canoniquement un homomorphisme de A-modules

S,(E®L) - S, (E)®L®"
en faisant correspondre a (¥,®y) ... (%,8y,) I'élément
(Xxy - .- 2,)©(0®@0,®. .. ®y,) (x,€E, €L pour 1<i<n);

on vérifie immédiatement (en se ramenant au cas ou L=A) que cet homomorphisme
est en fait un isomorphisme. On en conclut un isomorphisme canonique de A-algébres
graduées S,(EQL) X n@OSn(E)@)L@”. En revenant aux conditions de (4.1.4), les
remarques précédentes permettent de définir un isomorphisme canonique de Oy-Algebres
graduées

(4.x.4.1) So (6 ®o, L) DS (8) o, £°"

n=0 "

en définissant cet isomorphisme comme un isomorphisme de préfaisceaux et tenant
compte de (1.7.4), (I, 1.3.9) et (I, 1.3.12). La proposition résulte alors de (3.1.8, (iii))
et (3.2.10).

(4-1.5) Avec les hypotheses de (4.1.1), posons P=P(&), et désignons par p
le morphisme structural P—Y. Comme on a par définition & = (8,,(¢));, on a un
homomorphisme canonique a; : &—>p (0p(1)) (3.3.2.2) et par suite aussi (0, 4.4.3)
un homomorphisme canonique

(4.1.5.1) of : p" (&) - Op(1).

Proposition (4.x.6). — L homomorphisme canonique (4.1.5.1) est surjectif.
En effet, on a vu dans (3.3.2) que of correspond fonctoriellement & ’homo-
morphisme canonique &®, S0 (&) — (8o, (€£))(1); comme par définition & engendre

So,(&), cet homomorphisme est surjectif, d’ou la conclusion en vertu de (3.2.4).

4.2. Morphismes d’un préschéma dans un fibré projectif.

(4-2.1) Gardant les notations de (4.1.5), soient X un Y-préschéma, ¢:X->Y
le morphisme structural, et soit 7 : X—P un Y-morphisme, de sorte que’on a le diagramme
commutatif
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Comme le foncteur 7" est exact & droite (0, 4.3.1), on déduit de ’homomorphisme
(4.1.5.1), qui est surjectif (4.1.6) un homomorphisme surjectif

(o) 1 7(°(&)) = 1 (Op(1)).

Mais 7'(p’(&8)) =¢ (&), et r'(0p(1)) est localement isomorphe a 7 (0p) = 0Oy,
autrement dit c’est un faisceau inversible £, sur Oy, et on a ainsi défini a partir de 7 un
Ox-homomorphisme canonique surjectif

(4.2.1.1) 0, :¢(6)>2,.

Lorsque Y ==Spec(A) est affine, et & =E on explicite encore cet homomorphisme
de la facon suivante : étant donné feE, il résulte d’abord de (2.6.3) que l'on a

(4.2.1.2) 1D (f)) =Xpy-

D’autre part, soit V un ouvert affine de X contenu dans r~*(D, (f)), et soit B son
anneau, qui est une A-algébre; posons S=S8,(E); la restriction de r & V correspond a
un A-homomorphisme o :S,—B, on a ¢'(&)|V=(E®,B)™ et $,|V=tr, ou
L,:(S(I))(,)®s(f>B[w) (I, 1.6.5). La restriction de ¢, & ¢'(&)|V correspond au B-
homomorphisme u:E®,B—L,, qui transforme x®1 en (x/1)®f=(f]1)®w(x/f).
L’extension canonique de ¢, en un homomorphisme de Ox-Algébres

4, 1 4'(8() =8(¢'(8)) > 8(&Z,) = Q. &P"

est donc telle que la restriction de ¢, & ¢°(S,(&))|V correspond & ’homomorphisme
S,(6®,B)=S8,(E)®,B—->L&" qui transforme s®1 en (f/1)®"®@w(s/f").

(4-2.2) Inversement, supposons donnés un morphisme ¢ :X—Y, un Ox-Module
inversible #Z et un Oy-Module quasi-cohérent &; & un homomorphisme ¢ : ¢’ (&)—~%
correspond canoniquement un homomorphisme de @x-Algebres quasi-cohérentes

b :8(¢'(6) =7(8(8)) > L, 2°"

et par suite (3.7.1) un Y-morphisme 7y, : G(§)—Proj($(&)) =P(&), que nous note-
rons 7g . Si @ est surjectif, il en est de méme de ¢, donc (3.7.4) 7y , est partout défini. En
outre, avec les notations de (4.2.1) et (4.2.2) :

Proposition (4.2.3). — Etant donnés un morphisme q : X—Y et un Oy-Module quasi-
cohérent &, les applications r—(ZL,, ¢,) et (&L, ¢)—>rg , mettent en correspondance biunivoque
Pensemble des Y-morphismes r: X—P(&) et Pensemble des classes d’équivalence des couples (£, ¢)
formés d’un Ox-Module inversible & et d’un homomorphisme surjectif o :q(&)—>, deux
couples (L, @), (&', ¢') étant équivalents s’il existe un Ox-isomorphisme < : LT L' tel que
¢’ ="7o9.

Partons d’abord d’un Y-morphisme r:X—>P(&), formons £, et ¢, (4.2.1),
puis r'=rg . ; il résulte aussitét de (4.2.1) et de (3.7.2) que les morphismes r et 7’

sont identiques (en prenant pour générateur de £, I'élément (f/1)®1 pour définir les
homomorphismes v, de (3.7.2)). Inversement, partons d’'un couple (%, ¢) et formons
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r'=r1g,, puis £, et ¢, ; montrons qu’il y a un isomorphisme canonique =t : %, . 5%
tel que ¢ =7og,.; pour le définir on peut se placer dans le cas ou Y ==Spec(A) et
X =Spec(B) sont affines, et (avec les notations de (4.2.1) et de (3.7.2)) faire corres-
pondre a tout élément (x/1)®1 de L,. (avec x€E) I’élément v,(x)c de L. On vérifie
aussitét que 7 ne dépend pas du générateur choisi ¢ de L; comme v, est par hypothése
surjectif, pour prouver que T est un isomorphisme, il suffit de voir que si x/1 =0 dans
(5(1))y, on a v(x)/1=0 dans B ; mais la premiére relation signifie que f"x=o0 dans
S,.,(E) pour un certain n, et on en déduit que 7, ,(f"x) =g"s,(x) =0 dans B, d’ou la
conclusion. Enfin, il est immédiat que pour deux couples équivalents (&, ¢), (&', ¢'),
on a rg ,=Tgp .-
En particulier, pour X=Y :

Théoréme (4.2.4). — L’ensemble des Y-sections de P(&) est en correspondance biunivoque
canonique avec [’ensemble des sous-Oy-Modules quasi-cohérents F de & tels que &|F soit
tnversible.

On notera que cette propriété correspond a la définition classique de I’ « espace
projectif » comme ensemble des hyperplans d’un espace vectoriel (le cas classique

correspondant 2 Y =Spec(K), ou K est un corps, et é":ﬁ E étant un K-espace
vectoriel de dimension finie; les & ayant la propriété énoncée dans (4.2.4) correspondent
alors aux hyperplans de E, et on sait d’autre part que les Y-sections de P(&) sont alors
les points de P(&) rationnels sur K (I, 3.4.5)).

Remarque (4.2.5). — Comme il y a correspondance biunivoque canonique entre
Y-morphismes de X dans P et leurs morphismes graphes, X-sections de Px X (I,
3.3.14), on voit qu’inversement (4.2.3) peut se déduire de (4.2.4). Désignons par
Hypy(X, &) I'ensemble des sous-Ox-Modules quasi-cohérents # de &®y0x=q (&)
tels que ¢'(&)/F soit un Ox-Module inversible. Si g : X’—+X est un Y-morphisme, il
résulte du fait que g" est exact a droite que 'on a g (¢'(&)/F)=¢'(¢'(&))/g' (F), donc
que ce dernier faisceau est inversible, et par suite Hypy(X, &) est un foncteur contravariant
dans la catégorie des Y-préschémas. On peut alors interpréter le th. (4.2.4) comme
définissant un isomorphisme canonique des foncteurs Homy (X, P(&)) et Hypy(X, &)
contravariants en X variable dans la catégorie des Y-préschémas. Ceci fournit aussi
une caractérisation du fibré projectif P=P(&) par la propriété universelle suivante, plus
proche de I'intuition géométrique que les constructions des §§ 2 et 3 : pour tout morphisme
g : XY et tout Ox-Module inversible .#, quotient de & ®@Y Oy, il existe un Y-mor-
phisme unique 7:X—P tel que &£ =r1"(0p(1)).

On verra plus tard comment on peut de la méme maniére définir, entre autres,
les schémas « grassmanniennes ».

Corollaire (4.2.6). — Supposons que tout Oy-Module inversible soit trivial (I, 2.4.8).
Soit 'V le groupe Home (&, Oy), considéré comme module sur Uanneau A=T(Y, Oy), et soit \'%A
le sous-ensemble de V formé des homomorphismes surjectifs. Alors I’ensemble des Y-sections de P( &)
s’identifie canoniquement & V'|A”, ot A" est le groupe des unités de A.
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En particulier :

1° Le corollaire (4.2.6) s’applique lorsque Y est un schéma local (I, 2.4.8).
Soient Y un préschéma quelconque, » un point de Y, Y’ =Spec(k(»)); la fibre p~'(»)
de P(&) est, en vertu de (4.1.3.1), identifiée a P(&Y), ou éayzgy@@yk(y) =&,/m,é&,
est considéré comme espace vectoriel sur k(). Plus généralement, si K est une extension
de k(p), p7Y(»)®,K sidentifie 3 P(£'®,,K). Le cor. (4.2.6) montre donc que
Iensemble des points géométriques de P(&) a valeurs dans Uextension K de k() (I, 3.4.5),
que Pon peut encore appeler fibre géométrique rationnelle sur K de P (&) au-dessus du point y,
s’identifie & espace projectif associé au dual du K-espace vectoriel £'®, K.

2° Supposons que Y soit affine d’anneau A, et en outre que tout y-Module
inversible soit trivial; prenons en outre & =0%; alors, dans (4.2.6), V s’identifie & A"
(I, 1.3.8), V" a ’ensemble des systémes (f)), <, d’éléments de A engendrant 'idéal A;
deux tels systémes définissent la méme Y-section de Py '=P} "', autrement dit le méme
point de P~ & valeurs dans A si et seulement si 'un se déduit de 'autre par multiplication
par un élément inversible de A.

Ces propriétés justifient la terminologie de « fibré projectif » pour P(&). On
notera que la définition que nous obtenons ainsi de I’ « espace projectif » est en fait duale
de la définition classique; cela nous est imposé par la nécessité de pouvoir définir P(&)
pour un Oy-Module quasi-cohérent guelcongue &, non nécessairement localement libre.

Remarque (4.2.7). — Nous verrons au chapitre V que si Y est localement noethérien
et connexe, et si & est localement libre, alors, en posant P=P(&), tout 0p-Module
inversible # est isomorphe a un Op-Module de la forme $’®@Y(Op(m), ou %’ est un
0y-Module inversible, bien déterminé a un isomorphisme prés, et m un entier bien
déterminé. En d’autres termes, H'(P, 0;) est isomorphe & ZxH'(Y, 0y) (0, 5.4.7).
Nous verrons aussi (IIL, 2.1.14, compte tenu de (0, 5.4.10)) que p (Z£®") =0 si m<o
et que p (L") est isomorphe & ¥'®p (8o, (F)),, si m>o. Si F est un Oy-Module
quasi-cohérent, tout Y-morphisme P(&)—>P(F) est donc déterminé par la donnée
d’un Oy-Module inversible #’, d’un entier m>o0 et d’un Oy-homomorphisme
b1 F>Z '®@Y(S@ (&) tel que Phomomorphisme correspondant {* de Oy 7-Modules

m

soit surjectif. Nous verrons aussi que si le Y-morphisme considéré est un isomorphisme,
alors m=1 et & est isomorphe a é"@oyg’ (réciproque de (4.1.4)). Ceci permettra
de déterminer le faisceau des germes d’automorphismes de P(&) comme quotient du
faisceau de groupes /ut( &) (localement isomorphe & GL(n, Oy) si & est de rang n) par 0.

(4.2.8) Conservant les notations de (4.2.1), soit u:X'—X un morphisme;
si le Y-morphisme r:X-—>P correspond & ’homomorphisme o¢:¢(&)—%, le Y-
morphisme rou correspond a u'(9) : u'(¢"(&))—u' (&), comme il résulte aussitot des
définitions.

(4.-2.9) Soient &, # deux Oy-Modules quasi-cohérents, v: &—>% un homo-
morphisme surjectif, j=P(v) I'immersion fermée correspondante P(%#)—->P(&) (4.1.2).
Si le Y-morphisme r: X—P(Z#) correspond & ’homomorphisme ¢ : ¢ (#)—>%, le
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Y-morphisme jor correspond a ¢'(&) L 7 (F) 5 #; cela résulte encore de la
définition donnée en (4.2.1).
(4.2.10) Soit ¢ : Y'>Y un morphisme, et posons &’ ={*(&). Sile Y-morphisme
r: X—P correspond & ’homomorphisme ¢ : ¢'(&) %, le Y'-morphisme
T(Y:) . X(Yl) —> PI ZP(ém)

correspond & @y, : ¢y (&) =¢ (&) ®yO0y - LOy0y.. En effet, en vertu de (4.1.3.1),
on a le diagramme commutatif

, :D(Y:) , T(Y')
Y <« P'=Py, «— Xy,

D’aprés (4.1.3.2), on a
(7(Y'))*((9P'(I)) = (T(Y’))*(u*(wP(I))) = ”*<7’*(0P(1))) = vt(g) = $®Y0Y’
d’autre part, «"(af) n’est autre que I’homomorphisme canonique of : (py))* (&) — Op.(1);

cela se voit en explicitant les homomorphismes canoniques «f dans P et P’ comme
dans (4.1.6). D’ou notre assertion.

4.-3. Le morphisme de Segre.

(4.3.1) Soient Y un préschéma, &, #F deux 0y-Modules quasi-cohérents; posons
P,=P(&), P,=P(F), etdésignons par p,: P,—Y, p, : P,—>Y les morphismes structuraux.
Soit Q =P, xyP,, et soient ¢, : Q—>P,;, ¢,: Q—~P, les projections canoniques; le Op-
Module Z =0, (1)®,0 (1) =q;‘(0P1(1))®@Qq;((9P=(I)) est inversible comme produit
tensoriel de deux Op-Modules inversibles (0, 5.4.4). D’autre part, si 7= p,oq, = p,oq, est
le morphisme structural Q—Y, ona 7’(&®y F) = g;(p;(&)) ®@Qq;(p2(5’)) (0, 4.3.3);
les homomorphismes canoniques surjectifs (4.1.5.1) : pj(&)—>0p (1), po(F)—0p (1)
donnent donc, par produit tensoriel, un homomorphisme canonique
(4.3.1.1) 517 (R, F)>Z
évidemment surjectif; on en déduit donc (4.2.2) un morphisme canonique, dit morphisme
de Segre :

(4.3.1.2) ¢:P(&) XYP(?)—>P(5®@Y<§‘7).

Explicitons le morphisme ¢ lorsque Y = Spec(A) est affine, & =E, F =F, EetF
étant deux A-modules, d’ou €®@Yﬁ= (E®,F)~ (I, 1.3.12); posons R=S,(E),
S=S8,(F), T=S,(EQ,F); soient feE, geF, et considérons 'ouvert affine

D, (f) xyD.(g) =Spec(B)
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de Q, ot B=R;)®,8,; la restriction de £ a cet ouvert affine est f, ol
L= (R(I)>(f)®A(S(I))(

9)

et I’élément c¢=(f[/1)®(g/1) est un générateur de L considéré comme B-module libre
(2.5.7). L’homomorphisme (4.3.1.1) correspond a ’homomorphisme

(x®)®b — b((x/1)®(y/1))

de (E®,F)®,B dansL. Avecles notationsde (3.7.2), on adonc z,(*®y) = (x/)®(y/g);
la restrictionde ¢a D (f) XyD,(g) est un morphisme de ce schéma affine dans D_ (f®g),
correspondant 2 ’lhomomorphisme d’anneaux o : Tyg,—>R(;,®,S, tel que

(4.3.1.3) o((x®2)/(f®g)) = (*[f)o(le)

pour xcE et yeF.
(4-3.2) Il résulte de (4.2.3) que 'on a un isomorphisme canonique

(4.3.2.1) 716 (Op(1)) I Op (1) By Op (1)
ol on a posé P—-—P(é’@oY?). Montrons que, pour xeI'(Y, &) et yeI'(Y, #), on a
(4-3.2.2) (o4 (%@p)) = oy (%) Ooty ().

En effet, on est ramené au cas ou Y est affine, et on a alors, avec les notations
de (4.3.1) et de (2.6.2), «f®(x®y)=(x®y)/1 dans (T(1));e,, o;(x)==x/1 dans
(R(1)), et of(») =p$/1 dans (S(1)),. La définition de v donnée dans (4.2.3) et le
calcul de o, fait dans (4.3.1) prouvent alors aussitot (4.3.2.2). On en déduit la formule

(432'3) G—l(Pz®y) = (Pl)xXY(PZ)y

avec les notations de (3.1.4). En effet, compte tenu de (3.3.3), la formule (4.3.2.2)
ramene (en revenant au cas affine, a ’aide de (I, 3.2.7 et 3.2.3)) a prouver le lemme
suivant :

Lemme (4.3.2.4). — Sotent B, B’ deux A-algébres, et sotent 'Y = Spec(A), Z = Spec(B),
Z' =Spec(B’); quels que soient teB, t'eB’, on a D(t®t") =D(¢) xyD(¢').

En effet, si p:ZXyZ'>7Z et p’' :ZXyZ'—>Z' sont les projections canoniques,
il résulte de (I, 1.2.2.2) que 'ona p~*(D(f)) =D(t®1) et p'~YD())=D(1®¢); la
conclusion résulte de (I, 3.2.7) et (I, 1.1.9.1), puisque (i®1)(1®¢)=1®¢".

Proposition (4.3.3). — Le morphisme de Segre est une immersion fermée.

En effet, la question étant locale sur Y, on est ramené au cas ou Y est affine. Avec les
notations de (4.3.1) et (4.3.2),les D, (f®g) forment alors une base de la topologie de P,
puisque les f®g engendrent T lorsque f parcourt E et g parcourt F. D’autre part, on a en
vertude (4.3.2.3) ¢ (D, (f®g)) =D (f)xyD,(g). Il suffitdonc (I, 4.2.4) de prouver
que la restriction de ¢ & D (f)xyD,(g) est une immersion fermée dans D_(f®g).
Or, avec les mémes notations, la formule (4.3.1.3) montre que o est surjectif, ce qui
termine la démonstration.

(4-3-4) Le morphisme de Segre est fonctoriel en & et &, lorsqu’on restreint les
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homomorphismes de Oy-Modules quasi-cohérents aux homomorphismes surjectifs. Il faut
en effet montrer que si &— &’ est un Oy-homomorphisme surjectif, le diagramme

P(&)xP(F) 3 P(&) x P(F)

\ ¥
P(&RF) —— P(ERZF)
est commutatif, j désignant Pimmersion fermée canonique P(&')—>P(&). Posons
P;=P(&") et gardons par ailleurs les notations de (4.3.1); jX1 est une immersion
fermée (I, 4.9.1) et on a, a des isomorphismes prés,
(7X 1) (Op,(1) ® O (1)) =J(Op, (1)) ® Op,(1) = Op, (1) © Ty (1)
envertude (4.1.2.1) etde (I, 9.1.5); notre assertion résulte donc de (4.2.8) et (4.2.9).

(4-3-5) Avec les notations de (4.8.1), soit ¢ : Y'Y un morphisme, et posons
&' =(&), F'={(F); alors le morphisme de Segre P(&')xXP(F')-P(&OF)
s’identifie & ¢y,. En effet, gardant les notations de (4.3.1), posons par ailleurs P{=P(&"),
P,=P(#’); onsait (4.1.3.1) que P/ s’identifie a (P,)y, (t=1, 2), donc le morphisme
structural P{xP;—Y’ s’identifie & ry.. D’autre part, &' ®.%" sidentifie & {"(£XF),
donc P(&'®F") sidentifie 3 (P(EXF))y, (4.1.3.1). Enfin, O (1)®y.0p (1) =F"
s'identifie & Z®y0y, en vertu de (4.1.3.2) et de (I, g.1.11). L’homomorphisme
canonique (ry)) ('@ F') >’ s’identifie alors & sy, et notre assertion résulte de
(4.2.10).

Remarque (4.3.6). — Le préschéma somme de P( &) et P(F) est de méme canonique-
ment isomorphe & un sous-préschéma fermé de P(® F). En effet, leshomomorphismes sur-
jectifs EOF &, &§DF —F correspondent a des immersions fermées P(&) -P(&DF),
P(F)->P(6DF); tout revient a voir que les espaces sous-jacents des sous-préschémas
fermés de P(&DF) ainsi obtenus sont sans point commun. La question étant locale
sur Y, on peut adopter les notations de (4.3.1); or S,(E) et S,(F) s’identifient & des
sous-modules de S,(E®@F) d’intersection réduite & o; et si p est un idéal premier gradué
de S(E) tel que pnS,(E)+S,(E) pour tout n>o, il lui correspond dans S(E@F) un
idéal premier gradué dont la trace sur §,(E) est pnS,(E), mais qui contient S (F), comme
on le voit aussitt; deux points de Proj(S(E)) et Proj(S(F)) respectivement ne peuvent
donc avoir méme image dans Proj(S(EDF)).

4.4. Immersions dans les fibrés projectifs. Faisceaux trés amples.

Proposition (4.4.%). — Soient Y un schéma quasi-compact, ou un préschéma dont Iespace
sous-jacent est noethérien, g : X—Y un morphisme de type fini, & un Ox-Module inversible.

(1) Soient & une Oy-Algébre graduée quasi-cohérente a degrés positifs, ¢ : ¢ (&) — n@(}f ©n
un homomorphisme d’ Algébres graduées. Pour que 14 , soit partout défini et soit une immersion, il faut et

78



§ 4 ETUDE GLOBALE ELEMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 79

il suffit qu’tl existe un entier n>o0, un sous-Oy-Module quasi-cohérent de type fini & de &, tels
que ’homomorphisme ' ={,0q" () : (&) — L =L (j étant linjection &—>F,) soit
surjectif et que le morphisme 14, : X—>P(&) soit une immersion.

(i) Soient F un Oy-Module quasi-cohérent, o : ¢’ (F)—L un homomorphisme surjectif.
Pour que le morphisme rq , soit une immersion X —P(F), 1l faut et il suffit qu’il existe un sous-
Oy-Module quasi-cohérent de type fini & de F tel que " homomorphisme o' = qoq(j) : ¢'(&) =L
(ot j: &—F est Uinjection canonique) soit surjectif et que 14 ., : X—>P(&) soit une immersion.

(i) Le fait que rgy , soit partout défini et soit une immersion équivaut d’apres
(3.8.5) a lexistence de n>o0 et de & tels que, si &’ est la sous-algébre de & engendrée
par &, 'homomorphisme ¢'(&)—>2L®" soit surjectif et que 7y, : X—Proj(#’) soit
partout défini et soit une immersion. On a d’autre part un homomorphisme canonique
surjectif S(&)—&" auquel correspond une immersion fermée Proj(&’')—=P(&) (3.6.2);
d’ott la conclusion.

(i1) Comme & est limite inductive de ses sous-Modules quasi-cohérents de type
fini &, (I, 9.4.9), S(&) est limite inductive des S(&,); la conclusion résulte alors de
(3.8.4), en observant que, dans la démonstration de (3.8.4), on peut prendre tous
les n; égaux a 1 : en effet (Y étant supposé affine), si r=rg , est une immersion, r(X) est
un sous-espace quasi-compact de P(#) que l'on peut recouvrir par un nombre fini
d’ouverts de P(#) de la forme D (f) avec feF, tels que D (f)nr(X) soit fermé.

Définition (4.4.2). — Sotent Y un préschéma, q : X—Y un morphisme. On dit qu’un
Ox-Module inversible L est trés ample pour g (ou trés ample pour Y, ou simplement trés ample
si aucune confusion n’en résulte) s’il existe un Oy-Module quasi-cohérent & et une Y-immersion ¢
de X dans P=P(&) tels que ¥ soit isomorphe a i’ (Op(1)).

Il revient au méme (4.2.3) de dire qu’il existe un Oy-Module quasi-cohérent &
et un homomorphisme surjectif ¢ : ¢ (&)~ tels que 1y, : X—>P(&) soit une immersion.

On notera que existence d’un Ox-Module trés ample relativement a Y implique
que ¢ est séparé ((3.1.3) et (I, 5.5.1, () et (ii))).

Corollaire (4.4.3). — Supposons qu’il existe une Oy-Algébre graduée quasi-cohérente &
engendrée par &, et une Y-immersion i : X—P = Proj(F) telle que L soit isomorphe & i (Op(1));
alors &L est tres ample relativement a q.

En effet, si % =%,, 'homomorphisme canonique S(#)-—< est surjectif, donc,
en composant 'immersion fermée correspondante Proj(&)—P(F) (3.6.2) et 'immer-
sion 7, on obtient une immersion j : X—>P(F) =P’ telle que £ soit isomorphe a j*(0p (1))
(3.6.3).

Proposition (4.4.4). — Soient q : X—Y un morphisme quasi-compact, £ un Ox-Module
tnversible. Les propriétés sutvantes sont équivalentes :

a) & est tres ample relativement a q.

b) ¢,(&) est quasi-cohérent, I’homomorphisme canonique o : q'(q (L)) —>L est surjectif,
et le morphisme 1o . : X—P(q (L)) est une immersion.

Comme ¢ est quasi-compact, on sait que ¢, (%) est quasi-cohérent si g est séparé
(I, 9.2.2).
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On sait (3.4.7) que l’existence d’un homomorphisme surjectif ¢ : ¢’ (&)—>Z
(& étant un Oy-Module quasi-cohérent) entraine que o est surjectif; en outre, a la

factorisation q'(é”)»q'(q*(,?))—ig de ¢ correspond canoniquement une factorisation

7'(8(8)) > ¢'(8(¢,(2))) - L, 2"
donc (3.8.3) I’hypothése que 7y, est une immersion entraine qu’il en est de méme
de j=rg ,; en outre (4.2.4), & est isomorphe & j*(0p (1)) en posant P'=P(g (ZL)).
On voit donc que @) et b) sont équivalents.

Corollaire (4.4.5). — Supposons q quasi-compact. Pour que £ soit trés ample relativement
a'Y, il faut et il suffit qu’il existe un recouvrement ouwvert (U,) de Y tel que £|q '(U,) soit
trés ample relativement a U, pour tout .

En effet, la condition 4) de (4.4.4) est locale sur Y.

Proposition (4.4.6). — Soient Y un schéma quasi-compact, ou un préschéma dont [Iespace
sous-jacent est noethérien, q : X—Y un morphisme de type fini, & un Ox-Module inversible.
Les conditions a) et b) de (4.4.4) sont alors équivalentes aux suivantes :

a’) Il existe un Oy-Module quasi-cohérent de type fini & et un homomorphisme surjectif
¢ :q(&)~>L tel que 1y, soit une immersion.

b’) Il existe un sous-Oy-Module cohérent de type fini & de q (L) apant les propriétés
énoncées dans a’).

Il est clair que a’) ou &’) implique a); d’autre part @) implique 4’) en vertu
de (4.4.1) et de méme b) implique &’).

Corollaire (4.4.7). — Supposons que Y soit un schéma quasi-compact ou un préschéma
noethérien. St L est trés ample pour q, il existe une Oy-Algébre graduée quasi-cohérente ', telle
que &, soit de type fini et engendre &, et une Y-immersion ouverte dominante ¢ : X—P = Proj(%)
telle que L soit isomorphe & i"(Op(1)).

En effet, la condition 4’) de (4.4.6) est vérifiée; le morphisme structural
p:P(&) =P =Y est alors séparé et de type fini (3.1.3), donc P’ est un schéma quasi-
compact (resp. un préschéma noethérien) si Y est un schéma quasi-compact (resp. un
préschéma noethérien). Soit Z I’adhérence (I, 9.5.11) du sous-préschéma X’ de P’ associé
a P'immersion j=rg, , de X dans P’; il est clair que j se factorise en I'injection canonique
Z—>P’ et en une immersion ouverte dominante 7:X-—>Z. Mais Z s’identifie 4 un
préschéma Proj(&), ot & est une Op-Algebre graduée quotient de $( &) par un faisceau
quasi-cohérent gradué d’idéaux (3.6.2), etil est clair que &, est de type fini et engendre &;
en outre O,(1) est I'image réciproque de 0 (1) par linjection canonique (3.6.3),
donc &£ =1i'(0,(1)).

Proposition (4.4.8). — Soient q : X—Y un morphisme, £ un Ox-Module trés ample
relativement & q, L' un Ox-Module inversible tel qu’il existe un Oy-Module quasi-cohérent &'
et un homomorphisme surjectif q(&')—>L'. Alors LR L' est trés ample relativement a g.

En effet, Phypothése entraine ’existence d’un Y-morphisme 7’ : X—P'=P(&”) tel
que &' =1"(0p(1)) (4.2.1). Ily apar hypothése un Oy-Module quasi-cohérent & et une

80



§ 4 ETUDE GLOBALE ELEMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 81

Y-immersion 7:X—+>P=P(&) telle que £ =r(0p(1)). Posons Q=P(EX &) et
considérons le morphisme de Segre ¢ : P XyP'—>Q (4.3.1). Comme r est une immersion,
il en est de méme de (r,7)y: X—>P X P’ (I, 5.8.14); mais ¢ étant une immersion
(4.3.3),1lenestde méme de 7"’ : xo)p X P’ 5 Q. D’autre part (4.3.2.1), ¢ (Oy(1)) est
isomorphe a Op(1) ®y0; (1), donc (I, 9.1.4), r""(Oy(1)) est isomorphe a3 L&XL", ce
qui démontre la proposition.

Corollaire (4.4.9). — Soit q : X—Y un morphisme.

(1) Soient L un Ox-Module inversible, 4~ un Oy-Module inversible. Pour que £ soit trés
ample relativement & q, 1l faut et il suffit que LR g (A") le soit.

(i1) St &L et L' sont deux Oy-Modules trés amples relativement a q, il en est de méme de
FLRL; en particulier L " est trés ample relativement a q pour tout n> o.

(ii) est conséquence immédiate de (4.4.8), ainsi que la nécessité de la
condition (i); d’autre part, si F®gq'(#") est trés ample, il en est de méme de
(FPRg(H))X®q' (A1) d’aprés ce qui précéde, et ce dernier Oyx-Module est isomorphe
a%(0,5.4.3¢€t5.4.5).

Proposition (4.4.10). — (1) Pour tout préschéma Y, tout Oy-Module inversible L est trés
ample relativement au morphisme identique Iy.

(1 bis) Soient f : X—Y un morphisme, j: X'—>X une immersion. St L est un Og-Module
tres ample relativement a f, j°(F) est trés ample relativement & foj.

(i1) Sotent Z un préschéma quasi-compact, f: X—Y un morphisme de type fini, g :Y—>Z
un morphisme quasi-compact, L un Ox-Module trés ample relativement a f, A~ un Oy-Module trés
ample relativement & g. Alors il existe un entier ny>o tel que L X f7(A ®") soit trés ample relative-
ment & gof pour tout n=n,.

(iii) Soient f:X—>Y, g:Y'—=Y deux morphismes, et posons X' =Xy . St L estun
Ox-Module trés ample relativement a f, L' = L R0y, est un Oy-Module trés ample relativement
a fiyy-

(iv) Soient f;:X;—Y, (i=1,2) deux S-morphismes. Si Z; est un Ox-Module irés
ample relativement & f; (i=1,2), L, QsF, est irés ample relativement & fiX gf,.

(v) Sotent f:X—>Y, g:Y—>Z deux morphismes. Si un Ox-Module & est trés ample
relativement & gof, alors L est trés ample relativement a f.

(vi) Soient f:X—>Y wun morphisme, j Dlinjection canomique X, 4—X. St &L est un
Ox-Module trés ample relativement a f, alors j* (L) est trés ample relativement a f, 4.

La propriété (i bis) découle aussitdt de la définition (4.4.2) et il est immédiat
que (vi) se déduit formellement de (i bis) et de (v) par un raisonnement calqué sur
celuide (I, 5.5.12), que nous laissons au lecteur. Pour démontrer (v), considérons, comme

r
dans (I, 5.5.12), la factorisation X—iXXZYgY, en notant que p, = (gof ) X 1y. Il
résulte de I’hypothése et de (i) et (iv) que & ®‘9sz est trés ample pour p, ; d’autre part,
on a $=I‘;($®@Z0Y) (I, 9.1.4), et T, est une immersion (I, 5.3.11); on peut
donc appliquer (i bis).
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Pour prouver (i), on applique la définition (4.4.2) avec & =%, en notant qu’alors
P(&) s’identifie a Y (4.1.4).

Démontrons (iii). Il existe un Oy-Module quasi-cohérent & et une Y-immersion
i: X->P(&)=P telle que L =1i(0p(1)); alors, si on pose & =g(&), & estun Oy-
Module quasi-cohérent et on a P'=P(&") =Py, (4.1.3.1), 7y, est une immersion
de Xy, dans P’ (I, 4.3.2) et £’ est isomorphe a (iy)"(Op (1)) (4.2.10).

Pour prouver (iv), remarquons qu’il y a par hypothése une Y,-immersion
1 X;—>P;=P(8)), ou &; est un Oy-Module quasi-cohérent, et fi:r:((ﬁpi(l)) (t=1, 2);
ryX g7, est une S-immersion de X,;X¢X, dans P;x P, (I, 4.3.1) et 'image réci-
proque de 0p (1)®g0; (1) par cette immersion est £, ®;.%,. D’autre part, posons
T=Y,%XY,, etsoient p,, p, les projections de T dans Y,, Y, respectivement. Si on pose
P =P(p;(6)) (i=1,2), onapar (4.1.3.1), /=P, xy T d’ot

Pi X, Py= (P; Xy, T) Xq(PyXy, T) =Py Xy (T Xy, Py) =Py Xy (Y; X gPy) =P X P,

a un isomorphisme canonique prées. De méme, on a  Op(1) :0Pi(1)®Y,-@T (4.1.3.2),
et un calcul analogue (basé notamment sur (I, g.1.9.1 et g.1.2)) montre que dans
Iidentification précédente, Op,(1) @10, (1) s’identifie & Op (1) @30 (1). On peut donc
considérer r, X g7, comme une T-immersion de X, X (X, dans P;x,P;, 'image réci-
proque de O (1) ®;0 (1) par cette immersion étant £ @ .#,. On termine alors le
raisonnement comme dans (4.4.8) en utilisant le morphisme de Segre.

Il reste & démontrer (ii). On peut d’abord se restreindre au cas ou Z est un schéma
affine, car en général il y a un recouvrement fini (U,) de Z par des ouverts affines; si
la proposition est démontrée pour X g~ (U,), Z|f (g~ *(U;,)) et un entier n;, il suffira
de prendre pour 7, le plus grand des #; pour démontrer la proposition pour % et &£
(4.4.5). L’hypothése implique que f et g sont des morphismes séparés, donc X et Y sont
des schémas quasi-compacts.

Il y a une immersion 7 :X—>P=P(&), ol & est un Oy-Module quasi-cohérent
de type fini et L =1 (0p(1)), en vertu de (4.4.6). Nous allons voir qu’il existe un @p-

Module # trés ample relativement au morphisme composé P—h>Y—g>Z, tel que Op(1)
soitisomorphe & 4 ®y#"® =™ pour un entier m. Pour n>m -+ 1, Op(1) ®y# " sera donc
trés ample pour Z en vertu de I’hypothese et de (iv) appliqué aux morphismes £ : P—Y
et Iy; comme 7 est une immersion et que L Xf" (A ®") =1"(0p(1) Oy ®"), la conclusion
résultera de (i bis). Pour établir notre assertion sur Op(1), nous utiliserons le lemme
suivant :

Lemme (4.4.10.1). — Soient Z un schéma quasi-compact ou un préschéma dont Iespace
sous-jacent est noethérien, g:Y—>7Z un morphisme quasi-compact, #" un Oy-Module inversible
tres ample pour g, & un Oy-Module quasi-cohérent de type fini. Il existe alors un entier my tel que,
pour tout m>m,, & soit isomorphe & un quotient d’un Oy-Module de la forme g'(F)RA ©—m,
o F est un Oz-Module quasi-cohérent de type fini (dépendant de m).

Ce lemme sera démontré en (4.5.10.1); le lecteur pourra vérifier que (4.4.10)
n’est utilisé nulle part dans le n° 4.5.
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Ce lemme étant admis, il existe une immersion fermée j, de P dans
P, =P(¢(F)®x ®m)

telle que @p(1) soit isomorphe 2 j; (Op (1)) (4.1.2). D’autre part, il existe un isomorphisme
de P, sur P,=P(g'(F)), identifiant Op (1) & Op (1)®y A ®™ (4.1.4); on a donc une
immersion fermée j,: P—P, telle que @p(1) soit isomorphe & j,(0p (1)) @y @™,
Enfin, P, s’identifie & Pyx,Y, ot Py=P(ZF), et Op (1) 3 Op (1)®,0y (4.1.3). Par
définition, @p (1) est trés ample pour Z; comme il en est de méme de %", on conclut
de (iv) que Op (1)®y A" est trés ample pour Z; il en est de mémede A =, (0 (1) Oy ")
en vertu de (i bis), et Op(1) est isomorphe & A &, ®=m=1 " ce qui achéve la démons-
tration.

Proposition (4.4.xx). — Sotent f: X—Y, f' : X'>Y deux morphismes, X' le préschéma
somme XuX', f' le morphisme X''—Y qui coincide avec f (resp. f') dans X (resp. X').
Soit &£ (resp. &L') un Ox-Module (resp. un Ox.-Module) inversible, et soit L' le Ox..-Module
tnversible qui coincide avec £ dans X et avec £’ dans X'. Pour que L' soit trés ample relati-
vement & [, il _faut et il suffit que L soit trés ample relativement & f et L’ trés ample relativement a f.

On est aussitot ramené au cas ou Y est affine. Si £’ est treés ample il en est de méme
de & et &’ en vertu de (4.4.10, (i bis)). Inversement, si £ et £’ sont treés amples, il
résulte aussitot de la définition (4.4.2) et de (4.3.6) que £’ est trés ample.

4.5. Faisceaux amples.

(4.5.1) Etant donnés un préschéma X et un Ox-Module inversible #, nous
poserons, pour tout Ox-Module # (lorsque aucune confusion ne sera possible sur %),
F(n) = f@oxf@‘ (reZ); nous poserons d’autre part S =n@0F(X, £ ®") (sous-anneau
gradué de I'anneau T' (&) défini dans (0, 5.4.6)). Si on considére X comme un
Z-préschéma et qu’on désigne par p le morphisme structural X-—Spec(Z), il y a corres-
pondance biunivoque entre les homomorphismes p*(fg) »n@&f @ de Ox-Algebres
graduées et les endomorphismes de I’anneau gradué S (I, 2.2.5); 'homomorphisme
€ p'('g) —>n€>‘)0$ ®”  qui correspond ainsi & ’automorphisme identique de S sera dit canonique.
I1 lui correspond (§.7.1) un morphisme G(e)—Proj(S) qui sera aussi dit canonique.

Théoréme (4.5.2). — Soient X un schéma quasi-compact ou un préschéma dont Iespace
sous-jacent est noethérien, £ un Ox-Module inversible, S I’anneau gradué n@;OF(X, F O, Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) Lorsque f parcourt Pensemble des éléments homogénes de S, les X, forment une base de
la topologie de X.

a’) Lorsque f parcourt Uensemble des éléments homogeénes de S , ceux des X, qui sont affines
Sorment un recouvrement de X.

b) Le morphisme canonique G(e)—Proj(S) (4.5.1) est partout défini et est une immersion
ouverte dominante.
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b") Le morphisme canonique G(c)—Proj(S) est partout défini et est un homéomorphisme de
Pespace sous-jacent @ X sur un sous-espace de Proj(S).

c) Pour tout Ox-Module quasi-cohérent F , si on désigne par F, le sous-Ox-Module de F (n)
engendré par les sections de F (n) au-dessus de X, alors F est la somme des sous-Ox-Modules F,(—n),
pour les entiers n>o.

c') La propriété c) a lieu pour tout faisceau quasi-cohérent d’idéaux de Ox.

En outre, si (f,) est une famille d’éléments homogenes de S, telle que les X, soient affines,

alors la restriction @ UX, ~du morphisme canonique X—Proj(S) est un isomorphisme de
UX, sur U(Proj(8)),,. '

Il est clair que 4) implique &’), et ') implique a) en vertu de la formule (3.7.3.1)
(tenant compte de ce que €’ est 'identité). La condition a) implique @’), car tout xeX
a un voisinage affine U tel que £ |U soit isomorphe a Oy |U; si fel'(X, £ ®") est telle
que xeX,cU, X, est aussi ’ensemble des x'eU tels que (f|U)(x')+o0, et c’est par
suite un ouvert affine (I, 1.3.6). Pour prouver que a’) entraine b), il suffit de prouver
la derniére assertion de I’énoncé, et de vérifier de plus que si X=UX ,» la condition (iv)

de (3.8.2) est satisfaite. Ce dernier point résulte aussitét de (I, 9.3.1, (i)). Quant a la
derni¢re assertion de (4.5.2), comme X, est I'image réciproque de (Proj(S)), par
G(e)>Proj(S), il suffit d’appliquer (I, 9.3.2). Donc @), a’), b), b’) sont équivalentes.

Pour montrer que a’) entraine ¢), notons que si X, est affine (avec feS,), F|X,
est engendré par ses sections au-dessus de X, (I, 1.3.9); d’autre part (I, 9.3.1, (ii))
une telle section s est de la forme (¢|X)® (f|X,)™ ou tel(X, F (km)); par définition,
t est aussi une section de %, donc s est bien une section de F, (—km) au-dessusde X,
ce qui prouve ¢). Il est clair que ¢) implique ¢’), et il reste & montrer que ¢’) entraine a).
Or, soit U un voisinage ouvert de x€X, et soit ¢ un faisceau d’idéaux quasi-cohérent
de Oy définissant un sous-préschéma fermé de X ayant X —U comme espace sous-
jacent (I, 5.2.1). L’hypothése ¢’) entraine qu’il existe un entier #n>o0 et une section f
de #(n) au-dessus de X telle que f(x)=o0. Mais on a évidemment feS,et xeX,cU,
ce qui prouve a).

Lorsque X est un préschéma dont ’espace sous-jacent est noethérien, les conditions
équivalentes de (4.5.2) impliquent que X est un schéma, puisqu’il est isomorphe a un
sous-préschéma du schéma S=Proj(A) en vertu de (4.5.2, b)).

Définition (4.5.3). — On dit gw’un Ox-Module inversible £ est ample st X est un schéma
quasi-compact et si les conditions équivalentes de (4.5.2) sont vérifides.

Il résulte évidemment du critére (4.5.2, a)) que si & est un Ox-Module ample,
alors, pour tout ouvert U de X, Z|U est un (Ox|U)-Module ample.

Il résulte de la démonstration de (4.5.2) que les X, affines forment déja une base
de la topologie de X. De plus :

Corollaire (4.5.4). — Soit & un Ox-Module ample. Pour tout sous-espace fint 7, de X
et tout voisinage U de Z, il existe un entier n et un fel'(X, L®") tels que X, soit un voisinage
affine de Z contenu dans U.
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En vertu de (4.5.2, 4)), on peut se borner & prouver que pour toute partie
finie Z’" de Proj(S) et tout voisinage ouvert U de Z’, il existe un élément homogeéne feS,
tel que Zc(Proj(S)),cU (2.4.1). Or, par définition, Pensemble fermé Y, complé-
mentaire de U dans Proj(S), est de la forme V_ (J), ou J est un idéal gradué de S, ne
contenant pas S, (2.3.2); d’autre part, les points de Z’ sont par définition des idéaux
premiers gradués p; de S, ne contenant pas ¥ (2.3.1). Il existe donc un élément fey
n’appartenant a aucun des p; (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 1, n° 1, prop. 2), et
comme les p; sont gradués, le raisonnement fait loc. ¢it. montre qu’on peut méme
supposer f homogene; cet élément répond alors & la question.

Proposition (4.5.5). — Supposons que X soit un schéma quasi-compact, ou un préschéma
dont Uespace sous-jacent est noethérien. Les conditions a) a c') de (4.5.2) sont aussi équivalentes
aux suivantes :

d) Pour tout Ox-Module quasi-cohérent F de type fini, il existe un entier ny tel que, pour
tout n=n,, F(n) soit engendré par ses sections au-dessus de X.

d’) Pour tout Ox-Module quasi-cohérent F de type fini, il existe deux entiers n>o, k>0
tels que F soit isomorphe & un quotient du Oy-Module ¥ ®~"® O%.

d”) La propriété d') a lieu pour tout faisceau d’idéaux quasi-cohérent de type fini
de Oy.

Comme X est quasi-compact, si un Ox-Module quasi-cohérent de type fini & est tel
que & (n) (qui estde type fini) est engendré par ses sections au-dessus de X, % () est alors
engendré par un nombre fini de ces sections (0, 5.2.3), donc d) implique d’) etil est clair que
d') implique d''). Comme tout Ox-Module quasi-cohérent ¢ est limite inductive de ses sous-
Ox-Modules de type fini (I, 9.4.9), pour vérifier la condition ¢’) de (4.5.2), il suffit de le
faire pour un faisceau quasi-cohérent d’idéaux de Oy qui est de type fini, et d”’) entraine
donc ¢’). Reste a voir que si £ est ample la propriété d) est vérifiée. Considérons un
recouvrement fini de X par des X, (f;€5,) qu’on peut supposer affines; en remplagant
les f; par des puissances convenables (ce qui ne change pas les X,), on peut supposer
tous les 7; égaux a un méme entier m. Le faisceau #|X,, étant de type fini par hypothese,
est engendré par un nombre fini de ses sections %; au-dessus de X, (I, 1.3.13); il existe
donc un entier %, tel que la section %,;®f®* se prolonge en une section de F (k,m)
au-dessus de X pour tout couple (7, 7) (I, 9.3.1). A fortiori les h;®f®* se prolongent en
sections de & (km) au-dessus de X pour tout £>£k,, et pour ces valeurs de &, F (km) est
donc engendré par ses sections au-dessus de X. Pour tout p tel que o<p<m, F(p) est
aussi de type fini, donc il y a un entier £, tel que F(p)(km) = F (p + km) soit engendré
par ses sections au-dessus de X pour k>£,. Prenant n, plus grand que tous les £,m, on
en conclut que & (n) est engendré par ses sections au-dessus de X pour tout n>n,, car
un tel n s’écrit n=Fkm+p avec k>£k, et o<p<m.

Proposition (4.5.6). — Soient X un schéma quasi-compact, £ un Ox-Module inversible.

(i) Soit n un entier >o. Pour que £ soit ample, il faut et il suffit que L " soit ample.

(1) Soit L' un Ox-Module inversible tel que, pour tout xeX, il existe un entier n>0
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et une section s’ de L'®" au-dessus de X tels que s'(x)+o0. Alors, si L est ample, il en est de
méme de LOL'.

La propriété (i) est conséquence évidente du critére a) de (4.5.2) puisque Xon=X,.
D’autre part, si # est ample, pour tout x€X et tout voisinage U de x, il existe m>o
et fel'(X, Z®™) tel que xeX,cU (4.5.2,4));si f'el'(X, £'®") est tel que f'(x)*o,
on aura s(x)*o0 pour s=fO"OfO"eT(X, (LRL)®™), donc xeX,cX,cU, ce
qui prouve que XL est ample (4.5.2, a)).

Corollaire (4.5.7). — Le produit tensoriel de deux Ox-Modules amples est ample.

Corollaire (4.5.8). — Soient & un Ox-Module ample, L' un Ox-Module inversible; il
existe alors un entier ny,>o0 tel que LO"X L' soit ample et engendré par ses sections au-dessus
de X pour n>n,.

En effet, il résulte de (4. 5.5) qu’il existe un entier m, tel que FE"® L’ soit engendré
par ses sections au-dessus de X pour m>m,; d’aprés (4.5.6) on peut donc prendre
ny=my+ 1.

Remarque (4.5.9). — Soit P=H(X, 0%) le groupe des classes de Ox-Modules
inversibles (0, 5.4.7), et soit P* la partie de P formée des classes de faisceaux amples.
Supposons que P* soit non vide. Alors il résulte de (4.5.7) et (4.5.8) que 'on a

Pr+P+cPt et P*—P+—P

autrement dit Ptu{o} est 'ensemble des éléments positifs dans P pour une struc-
ture de préordre sur P compatible avec sa structure de groupe, et qui est méme archi-
médienne en vertu de (4.5.8). C’est pourquoi on dit parfois « faisceau positif » au lieu de
faisceau ample et « faisceau négatif » pour 'inverse d’un tel faisceau (terminologie que
nous ne suivrons pas).

Proposition (4.5.10). — Soient Y un schéma affine, q : X—Y un morphisme séparé quasi-
compact, L un Ox-Module inversible.

(1) St &L est tres ample relativement & q, alors £ est ample.

(ii) Supposons en outre que le morphisme q soit de type fini. Alors, pour que £ soit ample,
il faut et il suffit qu’il posséde Pune des propridtés équivalentes suivantes :

e) Il existe n,>o tel que pour tout entier n>=ny,, L soit trés ample relativement 4 q.

e') Il existe n>o tel que L°" soit trés ample relativement & q.

La premiére assertion résulte de la définition (4.4.2) d’un Ox-Module trés ample :
si A est ’anneau de Y, il y a un A-module E et un homomorphisme surjectif

Vg (S(E)™) > @, z°"

~

tel que i¢=ry, soit une immersion partout définie X—+P=P(E) et que l'on ait
& =1i'(0p(1)); comme les D, (f) pour f homogeéne dans (S(E)), forment une base de
la topologie de P, et que i~ *(D_ (f)) =Xp; par (3.7.3.1), on voit que la condition a)
de (4.5.2) est vérifiée, donc & est ample.

Prouvons maintenant que si ¢ est de type fini et si & est ample, il vérifie la condi-
tion ¢). En premier lieu, il résulte du criteére 5) de (4.5.2) et de (4.4.1, (1)) qu’il existe
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un entier k,>o tel que F®* soit trés ample relativement & g. D’autre part, en vertu
de (4.5.5), il existe un entier m, tel que, pour m>m,, FL®™ soit engendré par ses sections
au-dessus de X. Posons ny=k,+m,; si n>n,, on peut écrire n=~k,+m avec m>m,,
d’ott FO"= FOR L™ Comme F™ est engendré par ses sections au-dessus de X, il
résulte du critére (4.4.8) et de (3.4.7) que Z®" est trés ample relativement 2 g¢.
Enfin, il est clair que ¢) entraine ¢’), et ¢’) implique que £ est ample en vertu de (i)
et de (4.5.6, (i)).

(4.5.10.1) Démonstration du lemme (4.4.10.1). — Posons &(n) = EXRH®"; comme
g est séparé (4.4.2), le raisonnement de (3.4.8) s’applique et raméne a voir que ’homo-
morphisme canonique g'(g,(&(n))—&(n) est surjectif pour n assez grand. En outre,
comme Z est quasi-compact, le raisonnement de (3.4.6) raméne a prouver la proposition
dans le cas ou Z est affine. Or, " est alors ample en vertu de (4.5. 10, (i)), et la conclusion
résulte de (4.5.5, d')).

Corollaire (4.5.xx). — Soient Y un schéma affine, q: X—Y un morphisme séparé de
type fini, L un Ox-Module ample, L' un Ox-Module inversible. Il existe un entier ny tel que, pour
n=n,, LO"QL" soit tres ample relativement é q.

En effet, il existe m, tel que pour m>m,, LE"® L’ soit engendré par ses sections
au-dessus de X (4.5.8); d’autre part, il existe k, tel que F®* soit trés ample relativement
4 g pour k>k,. Parsuite FOET™Q P’ est trés ample pour k=k, ((4.4.8) et (3.4.7)).

Remarque (4.5.12). — On ignore si ’hypothése qu'un Oy-Module &£ est tel
que Z®" soit trés ample (relativement & ¢) entraine la méme conclusion pour F®"+1),

Proposition (4.5.13). — Sotent X un préschéma quasi-compact, Z un sous-préschéma fermé
de X défini par un faisceau quasi-cohérent nilpotent ¢ d’idéaux de Oy, j U'injection canonique Z—X.
Pour qu'un Ox-Module inversible £ soit ample, il faut et il suffit que L' =j (L) soit un 05
Module ample.

La condition est nécessaire. En effet, pour toute section f de #®" au-dessus de X,
soit f’ son image canonique f®1, section de L'®"=2L"Q, (Ox/ ) au-dessus de
I'espace Z (qui est identique a X); il est clair que X;=Z,, donc le critére a) de (4.5.2)
montre que £’ est ample.

Pour voir que la condition est suffisante, notons d’abord qu’on peut se ramener
aucasou #?=o0, en considérant la suite (finie) des préschémas X, = (X, O/ #***) dont
chacun est sous-préschéma fermé du suivant, défini par un faisceau d’idéaux de carré
nul. D’ailleurs X est un schéma puisque X, I’est par hypothése (4.5.3 et I, 5.5.1).
Le critere a) de (4.5.2) montre qu’il suffira de prouver le

Lemme (4.5.13.1). — Sous les hypothéses de (4.5.13), supposons de plus ¢ de carré
nul; & étant un Ox-Module inversible, soit g une section de L'®" au-dessus de Z telle que Z, soit
affine. Alors il existe un entier m>o tel que g®™ soit 'image canonique d’une section f de L™
au-dessus de X.

On a la suite exacte de Ox-Modules

0~ F(n) = Ox(n) = L — Oy(n) = L '®" -0
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puisque & (n) est un foncteur exact en & ; d’ou la suite exacte de cohomologie
0->T(X, #(n) >T(X, %) >T(X, 2°") S HI(X, #(n))

qui associe en particulier & g un élément dgeH (X, #(n)).

Notons que puisque #2=o0, # peut étre considéré comme un 0,-Module quasi-
cohérent et I'on a, pour tout £, £'®*®,, 7 (n)= ¢ (n+k); pour toute section sel'(X, £"¥)
la multiplication tensorielle par s est donc un homomorphisme _#(n)— #(n+k) de

0,-Modules, qui donne par suite un homomorphisme H!(X, #(n)) —S>Hi(X, F(n+k))
de groupes de cohomologie.
Cela étant, nous allons voir que I'on a

(4.5.13.2) §"®dg =0

pour un m>o assez grand. En effet, Z, est un ouvert affine de Z et on a donc
HYZ,, #(n))=o0 quand #(n) est considéré comme un Oz-Module (I, 5.1.9.2). En
particulier, si on pose g'=g|Z, et si on considére son image par lapplication
0:1(Z, 2®)—>HYZ, #(n), on a dg’=o. Pour expliciter cette relation, observons
qu’en dimension 1 la cohomologie d’un faisceau de groupes abéliens est la méme que
sa cohomologie de Cech (G, II, 5.9); pour former dg, il faut donc considérer un recou-
vrement ouvert (U,) assez fin de X, que ’on peut supposer fin: et formé d’ouverts affines,
prendre pour chaque « une section g.eI'(U,, #®") dont l'image canonique dans
r'u,, £'®" est g|U,, et considérer la classe du cocycle (g,5—ga.)> gup €tant la
restriction de g, & U,nU; (ce cocycle étant a valeurs dans #(n)). On peut en outre
supposer que dg’ est calculé de la méme maniére a I’aide du recouvrement formé des
U,nZ, et des restrictions g,|(U,nZ,) (en remplagant au besoin (U,) par un recouvre-
ment plus fin); la relation dg’=o signifie alors qu’il existe pour chaque « une section
keT(U,nZ, #(n)) telle que (g,5—&pin)| (UenUgnZ)=h,p;— kg, en désignantpar k,,
la restriction de 2, & U,nUgnZ, (G, II, 5.11). Cela étant, il y a un entier m>o tel que
g®"®h, soit la restriction a U,nZ, d’une section t,el'(U,, #(n+nm)) pour tout «
(I, 9.3.1); on a donc g®"®(g,p—&aja) = tujs—lej« POUr tout couple d’indices, ce qui
prouve (4.5.13.2).

Remarquons d’autre part que si sel'(X, 04(p)), teI'(X, O4(q)), on a, dans le
groupe HY(X, £(p+q))
(4.5.13.3) 0(s®t) = (0s) ®t+s®(0t).

En effet, on peut encore, pour calculer les deux membres, considérer un recouvrement
ouvert (U,) de X, pour chaque « une section s,eI'(U,, Ox(p)) (resp. t,eI'(U,, Ox(q))
dont 'image canonique dans I'(U,, 0y(p)) (resp. I'(U,, O4(¢)) soit s|U, (resp. t|U,);
la relation (4.5.13.3) résulte alors des relations

(5216®ta1p) — (5 1a®p1a) = (S21g— 5p1a) Oujs T 551a® (fajp— a])
avec les mémes notations que ci-dessus. Par récurrence sur £, on a donc
(4-5-13-4) 0(g%%) = (kg®"~")®(2g)
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et on conclut de (4.5.13.2) et (4.5.13.4) que 'on a 9(g®™*Y) =o0; g®™*1 est donc
I'image canonique d’une section f de Z®"™*1 au-dessus de X, ce qui achéve de
démontrer (4.5.13).

Corollaire (4.5.14). — Soient X un schéma noethérien, j Uinjection canonique X ,—X.
Pour q’un Ox-Module inversible £ soit ample, il faut et il suffit que j*(&) soit un O, .~ Module
ample.

Cela résulte de (I, 6.1.6).

4.6. Faisceaux relativement amples.

Définition (4.6.1). — Sotent f: X—>Y un morphisme quasi-compact, £ un Ox-Module
inversible. On dit que £ est ample relativement a f, ou relativement & Y, ou f-ample, ou Y-ample
(ou méme ample si aucune confusion n’en résulte avec la notion définie dans (4.5.3))
s’il existe un recouvrement (U,) de Y formé d’ouverts affines tel que sion pose X, =f"4(U,), ZL|X,
soit un Ox -Module ample pour tout o.

L’existence d’un Ox-Module f-ample entraine que f est nécessairement séparé
((4-5-3) et (L, 5.5.5)).

Proposition (4.6.2). — Soit f: X—Y un morphisme quasi-compact, & un Ox-Module
inversible. Si L est trés ample relativement a f, il est ample relativement a f.

Cela résulte du caractére local (sur Y) de la notion de faisceau trés ample (4.4.5),
de la définition (4.6.1) et du critére (4.5.10, (1)).

Proposition (4.6.3). — Soient f: X—Y un morphisme quasi-compact, &L un Ox-Module
inversible, et soit S la Oy-Algébre gradude n@o J.(L®"). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) & est f-ample.

b) & est quasi-cohérente et I’homomorphisme canonique o : f*(&F) — n@go,?@" 0, 4.4.3)
est tel que le Y-morphisme 1g , : G(o)—Proj(&) =P soit partout défini et soit une immersion
ouverte dominante.

b’) Le morphisme f est séparé, le Y-morphisme 1 , est partout défini et est un homéomorphisme
de Uespace sous-jacent @ X sur un sous-espace de Proj(&).

En outre, lorsqu’il en est ainsi, pour tout neZ, I’homomorphisme canonique

(4.6.3.1) Tg,o(Op(n)) > L°"
défint dans (3.7.9.1), est un isomorphisme.
Enfin, pour tout Ox-Module quasi-cohérent F, si Uon pose M = D [ (F L"), Ihomo-

morphisme canonique
(4-6.3.2) Ty o(M)—>F

défini dans (g.7.9.2), est un isomorphisme.

On a remarqué que a) implique que f est séparé, donc & est quasi-cohérente
(I, 9.2.2, a)). Comme le fait que 74 , soit une immersion partout définie est de caractere
local sur Y, pour prouver que @) entraine ), on peut supposer Y affine et # ample;
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’assertion résulte alors de (4.5.2, b)). Il est clair que ) entraine 4’) ; enfin, pour prouver
que b’) entraine a), il suffit de considérer un recouvrement de Y par des ouverts affines U,
et d’appliquer le critére (4.5.2, b’)) a4 chaque faisceau Z|f~}(U,).

Pour les deux dernitres assertions, on utilise le fait que o” est ici ’identité, et
Pexplicitation des homomorphismes (3.7.9.1) et (3.7.9.2); il en résulte aussitot
que (4.6.3.1) est un isomorphisme. Quant a4 (4.6.3.2), on peut se ramener au cas
ou Y est affine, donc £ ample; il est clair que ’homomorphisme (4.6.3.2) est injectif, et le
critére (4.5.2, ¢)) montre qu’il est surjectif, d’oli la conclusion.

Corollaire (4.6.4). — Soit (U,) un recouvrement ouvert de Y. Pour que &£ soit ample
relativement a Y, il faut et il suffit que L | f~1(U,) soit ample relativement a U, pour tout a.

La condition 5) est en effet locale sur Y.

Corollaire (4.6.5). — Soit A~ un Oy-Module inversible. Pour que & soit Y-ample, il faut
et il suffit que LRf(A") le soit.

C’est une conséquence évidente de (4.6.4) en prenant les U, tels que #|U,
soit isomorphe a 0y|U, pour tout a.

Corollaire (4.6.6). — Supposons Y affine; pour que £ soit Y-ample, il faut et il suffit
que L soit ample.

C’est une conséquence immédiate de la définition (4.6.1), et des critéres (4.6.3,5))
et (4.5.2, b)), car ici Proj(&)=Proj(I'(Y, &)) par définition.

Corollaire (4.6.7). — Soit f: X—Y un morphisme quasi-compact. Supposons qu’il existe
un Oy-Module quasi-cohérent & et un Y-morphisme g : X—P =P(&) qui soit un homéomorphisme
de Pespace sous-jacent @ X sur un sous-espace de P; alors ¥ =g (0p(1)) est Y-ample.

On peut en effet supposer Y affine; le corollaire résulte alors du critere (4.5.2, a)),
de la formule (3.7.3.1) et de (4.2.3).

Proposition (4.6.8). — Sotent X un schéma quasi-compact ou un préschéma dont Iespace sous-
Jacent est noethérien, f: X—Y un morphisme séparé quasi-compact. Pour qu’un Ox-Module inver-
sible L soit f-ample, il faut et il suffit que Uune des conditions équivalentes suivantes soit vérifie :

c) Pour tout Ox-Module quasi-cohérent F de type fini, il existe un entier ny>>o tel que,
pour tout n>=ny, homomorphisme canonique o : f(f.(F QL)) > F QL™ soit surjectif.

c’) Pour tout faisceau d’idéaux quasi-cohérent de type fini ¢ de Oy, il existe un entier n>o0
tel que I’homomorphisme canonique o : f*(f,(F QL") - FRQLO" soit surjectif.

Comme X est quasi-compact, il en est de méme de f(X) et il existe donc un recou-
vrement fini (U,) de f(X) par des ouverts affines de Y. Pour démontrer la condition ¢)
lorsque Z est f-ample, on peut remplacer Y par les U; et X par les f~!(U,), car si on
obtient pour chaque i un entier #; tel que ¢) ait lieu (pour U, f~4(U,) et Z|fY(U,))
dés que n>n;, il suffira de prendre pour 7, le plus grand des »; pour obtenir ¢) pour Y,
X et Z. Or lorsque Y est affine, la condition ¢) découle de (4.5.5, d)), compte tenu
de (4.6.6). Il est trivial que ¢) entraine ¢’). Enfin, pour prouver que ¢’) implique que %
est f~ample, on peut encore se borner au cas ol Y est affine : en effet, tout faisceau
d’idéaux quasi-cohérent de type fini Z; de Ox|f~'(U,) est la restriction d’un faisceau
cohérent d’idéaux de type fini de Ox (I, 9.4.7) et I’hypothése ¢’) entraine que
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S (L% f7YU;)) est engendré par ses sections (compte tenu de (I, g.2.2) et
de (3.4.7)); il suffit donc d’appliquer le critére (4.5.5, d”’)).

Proposition (4.6.9). — Sotent f: X—Y un morphisme quasi-compact, £ un Ox-Module
nversible.

(1) Soit n un entier >o0. Pour que & soit f-ample, il faut et il suffit que L™ soit
S-ample.

(i) Soit L’ un Ox-Module inversible, et supposons qu’il existe un entier n>o tel que
I homomorphisme canonique o : f*(f(L'®") — L' soit surjectif. Alors, si L est f-ample,
il en est de méme de LOL".

On se rameéne en effet aussitét au cas ou Y est affine, et la proposition est alors
conséquence immédiate de (4.5.6).

Corollaire (4.6.10). — Le produit tensoriel de deux Oyx-Modules f-amples est f-ample.

Proposition (4.6.xx). — Sotent Y un préschéma quasi-compact, f: X—Y un morphisme
de type fini, L un Ox-Module inversible. Pour que £ soit f-ample, il faut et il suffit qu’il posséde
une des propriétés équivalentes suivantes :

d) 11 existe ny>o tel que, pour tout entier n>n,, FL" soit trés ample relativement 4 f.

d’) Il existe n>o0 tel que L soit trés ample relativement a f.

Si & est ample relativement & f, il y a un recouvrement fini (U;) de Y par des
ouverts affines tel que les #| f~*(U,) soient amples. On en conclut (4.5.10) qu’il existe
un entier n, tel que £®"|f~*(U,) soit trés ample relativement a f~(U,)—U, pour
tout n>n, et tout i, donc FL" est trés ample relativement a f (4.4.5). Inversement,
d’) entraine déja que F®" est f~ample (4.6.2), donc il en est de méme de Z (4.6.9, (i)).

Corollaire (4.6.12). — Soient Y un préschéma quasi-compact, f: X—Y un morphisme
de type fini, &, L' deux Ox-Modules inversibles. Si L est f-ample, il existe n, tel que L "L’
soit trés ample relativement & f pour tout n>n,.

On raisonne comme dans (4.6.11) en utilisant un recouvrement ouvert affine
fini de Y et (4.5.11).

Proposition (4.6.13). — (1) Pour tout préschéma Y, tout Oy-Module inversible £ est ample
relativement au morphisme identique 1.

(i bis) Soient f:X—>Y un morphisme quasi-compact, j:X'—>X un morphisme quasi-
compact qui est un homéomorphisme de Uespace sous-jacent & X' sur un sous-espace de X. Si £ est
un Ox-Module ample relativement & f, j* (L) est ample relativement a foj.

(i1) Sotent Z un préschéma quasi-compact, f: X—Y, g:Y—Z deux morphismes quasi-
compacts, £ un Ox-Module ample relativement a f, A~ un Oy-Module ample relativement a g.
Alors il existe un entier ny>o tel que L Qf (A ®") soit ample relativement & gof pour tout n>n,.

(iii) Soient f: X—Y un morphisme quasi-compact, g :Y'—>Y un morphisme, et posons
X'=Xyy,. 8t L estun Ox-Module ample relativement a f, L' =L X0y, est un Ox.-Module
ample relativement & fy,.

(iv) Soient f,:X,—Y,(i=1,2) deux S-morphismes quasi-compacts. Si L, est un
Ox~Module ample relativement a f; (1=1, 2), LR, est ample relativement & fi X g f5

(v) Sotent f:X—Y, g:Y—>Z deux morphismes tels que gof soit quasi-compact. Si un
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Ox-Module L est ample relativement & gof, et si g est séparé ou Uespace sous-jacent & X localement
noethérien, alors & est ample relativement a f.

(vi) Sotent f:X—>Y un morphisme quasi-compact, j Uinjection canonique X ,—X.
Si L est un Ox-Module ample relativement & f, alors j*(L) est ample relativement a f, 4.

Notons d’abord que (v) et (vi) se dérivent de (i), (i bis) et (iv) par le méme raison-
nement que dans (4.4.10), en utilisant (4.6.4) au lieu de (4.4.5); nous laissons le
détail du raisonnement au lecteur. L’assertion (i) est trivialement conséquence de
(4.4.10, (i) et (4.6.2). Pour démontrer (i bis), (iii) et (iv), nous utiliserons le lemme
suivant

Lemme (4.6.13.1). — (i) Sotent u : Z—S un morphisme, & un Og-Module inversible,
s une section de ¥ au-dessus de S, s’ la section de u' (L) =L" au-dessus de 7. qui lui correspond
canoniquement. On a alors Z,=u"*(S,).

(ii) Soient Z, Z' deux S-préschémas, p, p' les projections de T=7Z X Z', £ (resp. L’)
un O ;- Module (resp. un Oy-Module) inversible, ¢ (resp. t') une section de &£ (resp. ') au-dessus
de Z (resp. Z'), s (resp. s) la section de p*(L) (resp. p""(&L')) au-dessus de Z.X (7' qui lui
correspond. Alors on a T,g,=7Z,XZ,.

Il résulte des définitions que I’on peut se ramener au cas ou tous les préschémas
considérés sont affines. En outre, dans (i), on peut- supposer % =0g; Dassertion (i)
résulte alors aussitét de (I, 1.2.2.2). De méme, dans (ii), on peut se limiter au cas ou
F =0, L =0,, et alors assertion se réduit au lemme (4.3.2.4).

Démontrons alors (i bis). On peut supposer Y affine (4.6.4), donc &£ ample
(4.6.6); lorsque s parcourt ’ensemble réunion des I'(X, £®") (n>0), les X, forment
une base de la topologie de X (4.5.2, a)), donc par hypotheése les j~%(X,) forment une
base de la topologie de X’; on conclut donc par le lemme (4.6.13.1, (i)) et par (4.5.2,a))
que j° (&) est ample.

Démontrons ensuite (iii). On peut de nouveau supposer Y et Y’ affines (4.6.4),
d’ou il résulte que la projection £:X'—>X est affine (1.5.5). Comme £ est
ample (4.6.6), lorsque s parcourt ’ensemble des sections des #®" (n>0) au-dessus
de X telles que X, soit affine, les X, recouvrent X (4.5.2, a’)), donc les A~ }(X))
sont affines (1.2.5) et recouvrent X'; il résulte donc encore du lemme (4.6.13.1, (i))
etde (4.5.2,4a')) que #’ est ample, le morphisme fy, étant quasi-compact (I, 6.6. 4, (iii)).

Pour prouver (iv), notons d’abord que f; X ¢ f;, est quasi-compact (I, 6.6.4, (iv)).
On peut en outre supposer S, Y; et Y, affines ((4.6.4) et (I, 3.2.7)), donc &; ample
(i=1,2) (4.6.6). Les ouverts (X;), X(X,), forment un recouvrement de X, X X,
lorsque s; parcourt les sections des Z" telles que (X;) ;; soit affine (4.5.2, a’)). D’ailleurs,
en remplagant s; et s, par des puissances convenables, ce qui ne change pas les (Xj),,
on peut toujours supposer 7, =n,. On déduit alors de (4.6.13.1, (ii)) et de (4.5.2, a’))
que %, %, est ample, d’ol ’assertion, puisque Y; X Y, est affine (4.6.6).

Reste a prouver (ii). Par le méme raisonnement que dans (4.4.10), mais utilisant
ici (4.6.4), on peut se borner au cas ou Z est affine. Comme 2" est alors ample, et Y
quasi-compact, il existe un nombre fini de sections s,eI'(Y, #™®%) telles que les Y,
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soient affines et recouvrent Y (4.5.2, a’)) ; remplagant les s; par des puissances convenables,
on peut en outre supposer tous les k; égaux a un méme entier £. Soient s les sections
de f'(A®*) au-dessus de X correspondant canoniquement aux s; de sorte que les
Xs;=f—1(Ysi) (4.6.1.13, (1)) recouvrent X. Comme £,P|XSé est ample (4.6.4 et 4.6.6),
il existe pour chaque ¢ des sections en nombre fini #;el'(X, £®%) tels que les X,i],
soient affines, contenus dans Xs% et recouvrent Xs;_ (4.5.2, a’)); on peut d’ailleurs
supposer tous les 7; égaux 2 un méme nombre 7. Cela étant, X est séparé et quasi-
compact, donc il existe un entier m>o0, et pour tout (z, j) une section

u;el'(X, LEQx fH(AO™))

ti]d

donc les X“ij sont affines et recouvrent X. On peut d’ailleurs supposer que m est de la

tels que £,;®s;®" soit la restriction & X,, de u; (I, 9.3.1); en outre on a Xuﬁ:X
K3

forme nr; si on pose n,=rk, on voit donc (4.5.2, a')) que L, f*(H®™) est ample.
En outre, il existe /,>0 tel que #®" soit engendré par ses sections au-dessus de Y deés
que h>hy (4.5.5); a fortiori, £ (#®") est engendré par ses sections au-dessus de X
pour %> hy, par définition des images réciproques (0, 3.7.1 et 4.4.1). On en conclut
que L f (A ®m+h) est ample dés que h>h, (4.5.6), ce qui achéve la démonstration.

Remarque (4.6.14). — Sous les conditions de (ii), on se gardera de croire que
LROF (A soit ample pour gof; en effet, comme Z& f'(# 1) est aussi ample pour
f (4.6.5), on en conclurait que .# serait ample pour gof; prenant en particulier pour g
le morphisme identique, tout Ox-Module inversible serait ample pour f, ce qui n’est
pas le cas en général (voir (5.1.6), (5.3.4, (i)) et (5.3.1)).

Proposition (4.6.15). — Soient f : X—Y un morphisme quasi-compact,  un faisceau
quasi-cohérent d’idéaux localement nilpotent de Ox, Z le sous-préschéma fermé de X défini par 7,
J 1 Z—X Pinjection canonique. Pour qu’un Ox-Module inversible & soit ample pour f, il faut et
il suffit que j° (L) soit ample pour foj.

En effet, la question étant locale sur Y (4.6.4), on peut supposer Y affine; X étant
alors quasi-compact, on peut supposer ¢ nilpotent. Compte tenu de (4.6.6), la propo-
sition n’est autre alors que (4.5.13).

Corollaire (4.6.16). — Soient X un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme quasi-compact. Pour qu’un Ox-Module inversible £ soit ample pour f, il faut et il suffit
que son image réciproque L' par Uinjection canonique X ,,—>X soit ample pour f, 4.

On a déja vu que la condition est nécessaire (4.6.13, (vi)); inversement, si elle
est remplie, on peut se borner, pour prouver que £ est ample pour f, au cas ol Y est
affine (4.6.4); alors Y, est aussi affine, donc ¥’ est ample (4.6.6), et il en est de
méme de £ en vertu de (4.5.13), puisque alors X est noethérien et X ,; un sous-préschéma
fermé de X défini par un faisceau quasi-cohérent nilpotent d’idéaux (I, 6.1.6).

Proposition (4.6.17). — Les notations et hypothéses étant celles de (4.4.11), pour que L'
soit ample relativement a f"', il faut et il suffit que & soit ample relativement a f et L’ ample
relativement a f.
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La nécessité de la condition résulte de (4.6.13, (i bis)). Pour voir que la condition
est suffisante, on peut se borner au cas ot Y est affine, et alors le fait que £’ est ample
résulte du critére (4.5.2, a)) appliqué a &, ¥’ et £, en observant qu’une section de ¥
au-dessus de X se prolonge (par o) en une section de ¥’ au-dessus de X''.

Proposition (4.6.18). — Soient Y un préschéma quasi-compact, & une Oy-Algébre graduée
quasi-cohérente de type fini, X ="Proj(F), f: X—=>Y le morphisme structural. Alors f est de type
Sfini, et il existe un entier d>o tel que Ox(d) soit inversible et f-ample.

En vertu de (3.1.10), il existe un entier >0 tel que &% soit engendrée par &,.
On sait que, dans lisomorphisme canonique entre X et X@=Proj(F™), Ox(d)
s’identifie & Ox@(1) (3.2.9, (ii)). On voit donc qu’on est ramené au cas ou & est
engendrée par &;; la proposition résulte alors de (4.4.3) et (4.6.2) (compte tenu de
ce que f est un morphisme de type fini (3.4.1)).

§ 5. MORPHISMES QUASI-AFFINES ; MORPHISMES QUASI-PROJECTIFS
MORPHISMES PROPRES; MORPHISMES PROJECTIFS

5.1. Morphismes quasi-affines.

Définition (5.1.1). — On appelle schéma quasi-affine un schéma isomorphe & un sous-schéma
induit sur un ouvert quasi-compact d’un schéma affine. On dit guw’un morphisme f: X—Y est quasi-
affine, ou encore que X (considéré comme Y-préschéma au moyen de f) est un Y-schéma quasi-affine,
il existe un recouvrement (U,) de Y par des ouverts affines tels que les f~*(U
quasi-affines.

) Sotent des schémas

Il est clair qu’un morphisme quasi-affine est séparé (I, 5.5.5 et 5.5.8) et quasi-
compact (I, 6.6.1); tout morphisme affine est évidemment quasi-affine.

Rappelons que pour tout préschéma X, si on pose A=I'(X, 0), ’homomorphisme
identique A—>A=TI'(X, 0x) définit un morphisme X-—>Spec(A) dit canonique (I, 2.2.4);
ce n’est autre d’ailleurs que le morphisme canonique défini dans (4.5.1) pour le cas
particulier ot # =0y, si on se souvient que Proj(A[T]) s’identifie canoniquement a
Spec(A) (3.1.7%).

Proposition (5.1.2). — Soient X un schéma quasi-compact ou un préschéma dont I’espace
sous-jacent est noethérien, A Panneau T'(X, Ox). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est un schéma quasi-affine.

b) Le morphisme canonique u : X—Spec(A) est une tmmersion ouverte.

b’) Le morphisme canonique u : X—>Spec(A) est un homéomorphisme de X sur un sous-
espace de Pespace sous-jacent a Spec(A).

c) Le Ox-Module Ox est trés ample relativement @ u (4.4.2).

c') Le Ox-Module O est ample (4.5.1).

d) Lorsque f parcourt A, les X, forment une base de la topologie de X.

d’) Lorsque f parcourt A, ceux des X, qui sont affines forment un recouvrement de X.
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e) Tout Ox-Module quasi-cohérent est engendré par ses sections au-dessus de X.
e’) Tout faisceau quasi-cohérent d’idéaux de type fini de Ox est engendré par ses sections
au-dessus de X.

Il est clair que 4) entraine a), et a) entraine ¢) en vertu du critére 4) de (4.4.4)
appliqué au morphisme identique (compte tenu de la remarque précédant ’énoncé);
d’autre part ¢) entraine ¢’) (4.5.10, (i)), et ¢’), b) et &’) sont équivalents par (4.5.2,
critéres &) et b’)). Enfin ¢’) équivaut a chacun des critéres d), d’'), ¢), ¢’) en vertu
de (4.5.2, critéres a), a’), ¢)) et (4.5.5, critéere d”’)).

On observera en outre qu’avec les notations précédentes, ceux des X; qui sont
affines forment une base de la topologie de X, et que le morphisme canonique u est
dominant (4.5.2).

Corollaire (5.1.3). — Soit X un préschéma quasi-compact. S’il existe un morphisme
v:X—>Y de X dans un schéma affine Y, qui soit un homéomorphisme de X sur un sous-espace
ouvert de Y, alors X est quasi-affine.

En effet, il existe une famille (g,) de sections de Oy au-dessus de Y telles que les
D(g,) forment une base de la topologie de v(X); si v=({, 6) etsi on pose f,=0(g,),
ona X, =¢7}D(g,)) (I 2.2.4.1),donc les X; forment une base de la topologie de X,

et le critére d) de (5.1.2) est vérifié.

Corollaire (5.1.4). — St X est un schéma quasi-affine, tout Ox-Module inversible est trés
ample (relativement au morphisme canonique) et a fortiori ample.

En effet un tel Module Z est engendré par ses sections au-dessus de X (5.1.2, ¢)),
donc F®Ox=L est trés ample (4.4.8).

Corollaire (5.1.5). — Soit X un préschéma quasi-compact. S’il existe un Ox-Module
inversible L tel que L et L~ soient amples, X est un schéma quasi-affine.

En effet, Ox=L® L1 est alors ample (4.5.7).

Proposition (5.1.6). — Soit f: X—Y un morphisme quasi-compact. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) f est quasi-affine.

b) La Oy-Algebre f (Ox) =/ (X) est quasi-cohérente et le morphisme canonique
X —>Spec( (X)) correspondant a I’homomorphisme identique S/ (X)—Z(X) (1.2.7) est
une immersion ouverte.

b’) La Oy-Algébre of (X) est quasi-cohérente et le morphisme canonique X —Spec(Z (X))
est un homéomorphisme de X sur un sous-espace de Spec(Z(X)).

c) Le Ox-Module Ox est trés ample pour f.

c’) Le Ox-Module O est ample pour f.

d) Le morphisme f est séparé, et pour tout Ox-Module quasi-cohérent F, I’homomorphisme
canonique o : f*(f(F))—>F (0, 4.4.3) est surjectif.

En outre, lorsque f est quasi-affine, tout Ox-Module inversible £ est tres ample relativement a f.
L’équivalence de a) et ¢’) résulte du caractere local sur Y de la f~amplitude (4.6.4),
de la définition (5.1.1) et du critére (5.1.2, ¢’)). Les autres propriétés sont locales sur Y
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et résultent donc aussit6t de (5.1.2) et (5.1.4), compte tenu de ce que f, (&) est quasi-
cohérent lorsque f est séparé (I, 9.2.2, a)).

Corollaire (5.x.7%7). — Soit f: X—>Y un morphisme quasi-affine. Pour tout ouvert U de Y,
la restriction f ~(U)—U de f est quasi-affine.

Corollaire (5.1.8). — Soient Y un schéma affine, f:X—Y un morphisme quasi-compact.
Pour que f soit quasi-affine, il faut et il suffit que X soit un schéma quasi-affine.

C’est une conséquence immédiate de (5.1.6) et (4.6.6).

Corollaire (5.1.9). — Soient Y un schéma quasi-compact ou un préschéma dont Pespace
sous-jacent est noethérien, f: X—Y un morphisme de type fini. Si f est quasi-affine, il existe une
sous-Oy-Algebre quasi-cohérente % de 4 (X)=f (0x), de type fini (I, 9.6.2), telle que le
morphisme X —Spec(Z#) correspondant a Pinjection canonique B—o4(X) (1.2.7) soit une
immersion. En outre, toute sous-Oy-Algébre quasi-cohérente de type fini B’ de o/ (X), contenant %,
posséde la méme propriété.

En effet, &7(X) est limite inductive de ses sous-Oy-Algébres quasi-cohérentes de
type fini (I, 9.6.5); le résultat est alors un cas particulier de (3.8.4), compte tenu de
I'identification de Spec(&/(X)) et de Proj(=/(X)[T]) (3.1.7).

Proposition (5.1.310). — (1) Un morphisme quasi-compact X—>Y qui est un homéo-
morphisme de Iespace sous-jacent & X sur un sous-espace de Uespace sous-jacent & Y (en particulier
une immersion fermée) est quasi-affine.

(ii) Le composé de deux morphismes quasi-affines est quasi-affine.

(iii) S¢ f: XY est un S-morphisme quasi-affine, fi5): Xgy—=>Y g, est un morphisme
quasi-affine pour toute extension S'—>S du préschéma de base.

(iv) St f: XY et g : X'—>Y' sont deux S-morphismes quasi-affines, fX yg est quasi-affine.

(v) 8t f: XY, g: Y>Z sont deux morphismes tels que gof soit quasi-affine, et si g est
séparé ou Uespace sous-jacent & X localement noethérien, f est quasi-affine.

(vi) 87 f est un morphisme quasi-affine, il en est de méme de f,,,.

Compte tenu du critére (5.1.6, ¢')), (i), (iii), (iv), (v) et (vi) découlent aussit6t
de (4.6.13, (i bis), (iii), (iv), (v) et (vi)) respectivement. Pour démontrer (ii), on peut
se borner au cas ou Z est affine, et alors I’assertion résulte directement de (4.6.13, (ii)),
appliqué & L=0x et A =0y.

Remarque (5.x.11). — Solent f:X—>Y, ¢:Y—>Z deux morphismes tels que
XX ;Y soit localement noethérien. Alors 'immersion graphe T, : X=X X ,Y est quasi-
affine, étant quasi-compacte (I, 6.3.5), et (I, 5.5.12) montre que, dans (v), la conclusion
reste valable si on supprime I’hypothése que g est séparé.

Proposition (5.1.12). — Sotent f: X—Y un morphisme quasi-compact, g : X'—>X un
morphisme quasi-affine. Si L est un Ox-Module ample pour f, g°(L) est un Ox.-Module ample pour fog.

En effet, comme Oy, est trés ample pour g, et que la question est locale sur Y (4.6.4),
il résulte de (4.6.13, (i1)) qu’il existe (pour Y affine) un entier z tel que

§(Z =(g(2))®"
soit ample pour fog, donc g'(&) est ample pour fog (4.6.9).
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5.2. Le critére de Serre.

Théoréme (5.2.x) (critere de Serre). — Soit X un schéma quasi-compact ou un préschéma
dont Uespace sous-jacent est noethérien. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est un schéma affine.

b) Il existe une famille d’éléments f,eA=T(X, Ox) tels que les X, soient affines et
que Uidéal engendré par les f, dans A soit égal @ A.

c) Le foncteur I'(X, F) est exact en F dans la catégorie des Ox-Modules quasi-cohérents,
autrement dit, st

(%) o>F'>F >F'" >0

est une suite exacte de Ox-Modules quasi-cohérents, la suite
o->I'(X, #F)->T (X, F)>I'(X, F"')—>o0
est exacte.

c') La propriété c) a liew pour toute suite exacte () de Ox-Modules quasi-cohérents telle
que F soit isomorphe @ un sous-Ox-Module d’un produit fini O%.

d) HY(X, #)=o0 pour tout Ox-Module quasi-cohérent F .

d’) H(X, #) =0 pour tout faisceau quasi-cohérent d’idéaux ¢ de Ox.

Il est évident que ) implique 4); b) implique d’autre part que les X, recou-
vrent X, puisque par hypothése la section 1 est combinaison linéaire des f, et que les D( f,)
recouvrent alors Spec(A). La derniére assertion de (4. 5. 2) implique donc que X—Spec(A)
est un isomorphisme.

On sait que a) implique ¢) (I, 1.3.11), et ¢) entraine trivialement ¢’). Prouvons
que ¢’) implique ). Tout d’abord, ¢’) entraine que, pour tout point fermé xeX et
tout voisinage ouvert U de x, il existe feA tel que xeX;cX—U. Soit en effet ¢
(resp. ') le faisceau .quasi-cohérent d’idéaux de Oy définissant le sous-préschéma fermé
réduit de X ayant pour espace sous-jacent X—TU (resp. (X—U) u{x}) (I,5.2.1);
il est clair que I'on a #'c ¢ et que £ = ¢/ ¢  est un Ox-Module quasi-cohérent
ayant pour support {x} et tel que #,'=k(x). L’hypothése ¢’) appliquée a la suite
exacte 0— _¢'— ¢— ¢""—o0 montre que I'(X, #)—->TI'(X, #') estsurjectif. La section
de #” dont le germe en x est 1, est donc 'image d’une section feI'(X, #)cI'(X, 0Oy),
et on a par définition f(x) =1, et f(») =0 dans X—U, ce qui établit notre assertion.
D’ailleurs, si U est affine, il en est de méme de X, (I, 1.3.6), donc la réunion des X'
qui sont affines (f€A) est un ensemble ouvert Z contenant tous les points fermés de X;
comme X est un espace de Kolmogoroff quasi-compact, on a nécessairement Z =X
(0, 2.1.3). Puisque X est quasi-compact, il y a un nombre fini d’éléments f,eA (1<i<n)
tels que les X, soient affines et recouvrent X. Considérons alors I’homomorphisme
0% —~0x défini par les sections f; (0, 5.1.1); comme, pour tout x€X, un au moins
des (f;), est inversible, cet homomorphisme est surjectif, et on a donc une suite exacte
0—>R—0%—0x—>0, ou X est un sous-Ox-Module quasi-cohérent de 0. Il résulte alors
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de ¢’) que I’'homomorphisme correspondant I'(X, 0%)—T'(X, 0x) est surjectif, ce qui
démontre b).

Enfin, a) implique d) (I, 5.1.9.2) et d) implique trivialement d’). Reste & montrer
que d’) entraine ¢’). Or, si #' est un sous-Ox-Module quasi-cohérent de 0%, la filtration
ocOxcO3cC...cO% définit sur &' une filtration formée des F, = F n0% (0 <k<n), qui
sont des Ox-Modules quasi-cohérents (I, 4.1.1), et F; ,/F, est isomorphe & un sous-
Ox-Module quasi-cohérent de 0%*!/0%= Oy, c’est-d-dire & un faisceau quasi-cohérent
d’idéaux de 0. L’hypothese d’) entraine donc HY(X, # ;. ,/# ) =o0; la suite exacte de
cohomologie H(X, #,)->H\(X, &, ,)>HYX, #,,,/#,) =0 permet alors de prouver
par récurrence sur £ que H'Y(X, &#;)=o0 pour tout £. C.Q.F.D.

Remarque (5.2.1.1). — Lorsque X est un préschéma noethérien, on peut dans
I’énoncé de ¢’) et de d’), remplacer « quasi-cohérent » par « cohérent ». En effet, dans
la démonstration du fait que ¢’) entraine 4), # et #’ sont alors des faisceaux cohérents
d’idéaux, et, d’autre part, tout sous-Module quasi-cohérent d’un Module cohérent
est cohérent (I, 6.1.1); d’ou la conclusion.

Corollaire (5.2.2). — Soit f : X—>Y un morphisme séparé quasi-compact. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) f est un morphisme affine.

b) Le foncteur f, est exact dans la catégorie des Ox-Modules quasi-cohérents.
c) Pour tout Ox-Module quasi-cohérent F, on a RIf (F)=o.

c') Pour tout faisceau d’idéaux quasi-cohérent ¢ de Ox, on a R1f () =o.

Toutes ces conditions étant locales sur Y, par définition du foncteur R'f, (T, 3.7.3),
on peut supposer que Y est affine. Si f est affine, X est alors affine et la propriété &)
n’est autre que (I, 1.6.4). Inversement, montrons que 5) implique a) : pour tout O-
Module quasi-cohérent &, f (&) est un Oy-Module quasi-cohérent (I, 9.2.2, a)). Par
hypothése le foncteur f (F) est exact en &, et le foncteur I'(Y, ¥) est exact en &
(dans la catégorie des Oy-Modules quasi-cohérents) puisque Y est affine (I, 1.g.11);
donc T(Y,f(#F))=T(X, #) est exact en F, ce qui prouve notre assertion en vertu
de (5.2.1, ¢)).

Si f est affine, f~*(U) est affine pour tout ouvert affine U de Y (1.3.2), donc
H(f~Y(U), #)=o0 (5.2.1, d)), ce qui par définition entraine R!f,(#)=o. Supposons
enfin vérifiée la condition ¢’); la suite exacte des termes de bas degré dans la suite
spectrale de Leray (G, II, 4.17.1 et I, 4.5.1) donne en particulier la suite exacte

o—>H\(Y, f,(#)) ~H'(X, ) > H(Y, RLf,(#)).

Comme Y est affine et f,(#) quasi-cohérent (I, 9.2.2, a)), ona HY(Y, f,(#))=o0
(5.2.1); ’hypothese ¢’) entraine donc HY(X, #)=o0, et on conclut par (5.2.1) que
X est un schéma affine.

Corollaire (5.2.3). — St f : XY est un morphisme affine, alors, pour tout Ox-Module
quasi-cohérent F, I’homomorphisme canonique HY(Y, f (F))—>HNX, F) est bijectif.
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En effet, on a la suite exacte
o—>HYY, f(#)) >~H\(X, Z)->H Y, RLf(F))

des termes de bas degré de la suite spectrale de Leray, et la conclusion résulte de (5.2.2).
Remarque (5.2.4). — Au chapitre III, § 1, nous prouverons que si X est affine,
on a HYX, #)=o0 pour tout i>0 et tout Ox-Module quasi-cohérent % .

5.3. Morphismes quasi-projectifs.

Définition (5.3.x). — On dit qu’un morphisme f:X—Y est quasi-projectif, ou que X
(considéré comme Y-préschéma au moyen de f) est quasi-projectif sur Y, ou que X est un Y-schéma
quasi-projectif, st f est de type fini et s’il existe un Ox-Module inversible qui est f-ample.

On notera que cette notion n’est pas locale sur Y : les contre-exemples de Nagata [26]
et de Hironaka montrent que, méme si X et Y sont des schémas algébriques non singuliers
sur un corps algébriquement clos, tout point de Y peut avoir un voisinage affine U tel
que f~}(U) soit quasi-projectif sur U, sans que f soit quasi-projectif.

On notera qu’un morphisme quasi-projectif est nécessairement séparé (4.6.1).
Lorsque Y est quasi-compact, il revient au méme de dire que f est quasi-projectif ou
que f est de type fini et qu’il existe un Ox-Module #rés ample relativement a f (4.6.2
et 4.6.11). De plus :

Proposition (5.3.2). — Soit Y un schéma quasi-compact ou un préschéma dont Iespace
sous-jacent est noethérien, et soit X un Y-préschéma. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est un Y-schéma quasi-projectif.

b) X est de type fini sur Y, et il existe un Oy-Module quasi-cohérent de type fini & tel que X
soit Y-isomorphe @ un sous-préschéma de P(&).

c) Xest de type fini sur Y, et il existe une Oy-Algebre graduée quasi-cohérente & telle que &,
soit de type fini et engendre L, et que X soit Y-isomorphe a un sous-préschéma induit sur un ouvert
partout dense de Proj(&).

Cela résulte aussitt de la remarque précédente et de (4.4.3), (4-4.6) et (4.4.7).

On notera que lorsque Y est un préschéma noethérien, on peut, dans les condi-
tions b) et ¢) de (5.3.2), supprimer I’hypothése que X est de type fini sur Y, qui est
alors automatiquement vérifiée (I, 6.3.5).

Corollaire (5.3.3). — Soit Y un schéma quasi-compact tel qu’il existe un Oy-Module
ample L (4.5.3). Pour qu’un Y-schéma X soit quasi-projectif, il faut et il suffit qu’il soit de type
fini sur Y et isomorphe & un sous-Y-schéma d’un fibré projectif de la forme P%.

En effet, si & est un Oy-Module quasi-cohérent de type fini, & est isomorphe a un
quotient d’un Oy-Module £® “‘”)®@Y(9’§ (4.5.5), donc P(&) est isomorphe & un sous-
schéma fermé de P! (4.1.2 et 4.1.4).

Proposition (5.3.4). — (1) Un morphisme quasi-affine de type fini (et en particulier une
immersion quasi-compacte, ou un morphisme affine de type fini) est quasi-projectif.

(i) Si f:X>Y et g:Y—>Z sont quasi-projectifs et si Z est quasi-compact, gof est
quast-projectif.
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(iii) 87 f: XY est un S-morphisme quasi-projectif, fi5): XYy est quasi-
projectif pour toute extension S'—>S du préschéma de base.

(iv) St f: XY et g:X'>Y' sont deux S-morphismes quasi-projectifs, fXgg est
quasi-projectif.

(v) St f: XY, g:Y—>Z sont deux morphismes tels que gof soit quasi-projectif, et si g
est séparé ou X localement noethérien, alors f est quasi-projectif.

(vi) Si f est un morphisme quasi-projectif, il en est de méme de f.,.

(i) résulte de (5.1.6) et (5.1.10, (i)). Les autres assertions sont des conséquences
immédiates de la définition (5.3.1), des propriétés des morphismes de type fini (I, 6.5.4)
et de (4.6.13).

Remarque (5.3.5). — On notera qu’il peut se faire que f,,4 soit quasi-projectif
sans que f le soit, méme en supposant que Y est le spectre d’une algeébre de rang fini
sur G et que f est propre.

Corollaire (5.3.6). — St X et X' sont deux Y-schémas quasi-projectifs XuX' est un
Y-schéma quasi-projectif.

Cela résulte de (4.6.18).

5.4. Morphismes propres et morphismes universellement fermés.

Définition (5.4.1). — On dit qu’un morphisme de préschémas f: X—Y est propre s'il
vérifie les deux conditions suivantes :

a) f est séparé et de type fini.

b) Pour tout préschéma Y’ et tout morphisme Y'—Y la projection fiyy: X XyY'—Y' estun
morphisme fermé (I, 2.2.6).

Lorsqu’il en est ainsi, on dit aussi que X (considéré comme Y-préschéma de morphisme
structural f) est propre au-dessus de Y.

Il est immédiat que les conditions a) et b) sont locales sur Y. Pour vérifier que
I'image d’une partie fermée Z de X XyY’ par la projection ¢ : XXyY'—>Y’ est fermée
dans Y’, il suffit de voir que ¢(Z)nU’ est fermé dans U’ pour tout ouvert affine U’
deY’; comme ¢(Z)nU’'=¢(Zng }(U")) etque ¢~ (U’) s’identifiea X xyU’ (I, 4.4.1),
on voit que pour vérifier la condition 4) de la déf. (5.4.1), on peut se limiter au cas
ol Y’ est un schéma affine. On verra plus loin (5.6.3) que si Y est localement noethérien,
on peut méme se borner a vérifier ) lorsque Y’ est de type fini sur Y.

Il est clair que tout morphisme propre est fermé.

Proposition (5.4.2). — (1) Une immersion fermée est un morphisme propre.

(i1) Le composé de deux morphismes propres est propre.

(iii) 87 X, Y sont des S-préschémas, f: XY “un S-morphisme propre, alors

S+ Xigy =Yg
est propre pour toute extension S'—S du préschéma de base.

(iv) St f: XY et g:X'—>Y' sont deux S-morphismes propres, le S-morphisme
IXg: XX Y>X"XY' est propre.
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Il suffit de démontrer (i), (ii) et (iti) (I, g.5.1). Dans chacun de ces trois cas,
la vérification de la condition a) de (5.4.1) découle de résultats antérieurs (I, 5.5.1
et 6.3.4); reste a vérifier la condition 4). C’est immédiat dans le cas (i), carsi X—>Y
est une immersion fermée, il en est de méme de X XyY'->YXyY'=Y' (I, 4.3.2
et 3.3.3). Pour démontrer (ii), considérons deux morphismes propres X—Y, Y—~Z,
et un morphisme Z’'—Z. On peut écrire X X,;Z'=XXy(YXx,;Z") (I, 3.3.9.1), et
par suite la projection X X ,Z'—~Z’ sefactoriseen X Xy (Y X ,Z") =Y X ,Z’'—>Z’'. Compte
tenu de la remarque du début, (ii) résulte donc de ce que le composé de deux morphismes
fermés est fermé. Enfin, pour tout morphisme S'—S, X, sidentifie 2 XXyYq,
(I, 3.3.11); pour tout morphisme Z-—Y,, on peut écrire

X(S') XY(S')Z == (X XYY(S’)) XY(S,)Z:X XYZ;

XXyZ—Z est fermé par hypothése, donc cela prouve (iii).

Corollaire (5.4.3). — Sotent f: X—>Y, g: Y—>Z deux morphismes tels que gof soit propre.

(1) 8% g est séparé, f est propre.

(11) S7 g est séparé et de type fini et si f est surjectif, g est propre.

(1) découle de (5.4.2) par le procédé général (I, 5.5.12). Pour démontrer (ii),
il n’y a a vérifier que la condition 4) de la déf. (5.4.1). Pour tout morphisme Z’'—Z,
le diagramme fx1y
XX,Z' — YX,Z'

>\ l ¥
ZI

(o p et p’ sont les projections) est commutatif (I, 3.2.1); en outre, f X1, est surjectif
puisqu’il en est ainsi de f (I, 3.5.2), et p est un morphisme fermé par hypothése. Toute
partie fermée F de Y X,Z' est alors 'image par fX1, d’une partie fermée E de
XX zZ', donc p'(F)=p(E) est fermé dans Z’ par hypothése, d’out le corollaire.

Corollaire (5.4.4). — St X est un préschéma propre au-dessus de Y, et & une Oy-Algebre
quasi-cohérente, tout Y-morphisme f: X—Proj(F) est propre (et a fortiori fermé).

En effet, le morphisme structural p : Proj(&#)—Y est séparé, et pof est propre
par hypotheése.

Corollaire (5.4.5). — Soit f: X—>Y un morphisme séparé de type fini. Soient (X,);<i<n
(resp. (Y))i<i<n) une famille finie de sous-préschémas fermés de X (resp. Y), j; (resp. k)
Pingection canoniqgue X,—~X (resp. Y,—Y). Supposons que Pespace sous-jacent X soit réunion
des X,, et que pour tout i, il y ait un morphisme f; : X,—Y, tel que le diagramme

fi
X, > Y,
T
X - Y
soit commutatif. Alors, pour que f soit propre, il faut et il suffit que chacun des f; le soit.
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Si f est propre, il en est de méme de foj;, puisque j; est une immersion fermée (5.4.2);
comme A, est une immersion fermée, donc un morphisme séparé, f; est propre par (5.4.3).
Supposons inversement que chacun des f; soit propre, et considérons le préschéma Z
somme des X;; soit u le morphisme Z-—>X qui se réduit a j; dans chacun des X;. La
restriction de fou & chaque X; est égale a foj;=#h,of;, donc est propre puisqu’il en est
ainsi de k; et de f; (5.4.2); il résulte alors aussitét de la déf. (5.4.1) que u est propre.
Mais comme u est surjectif par hypothése, on conclut que f est propre par (5.4.3).

Corollaire (5.4.6). — Soit f: X—Y un morphisme séparé et de type fini; pour que f soit
propre, il faut et il suffit que foq 1 Xiq—> Yy le s0il.

C’est un cas particulier de (5.4.5) avec n=1, X, =X 4 et Y, =Y (I, 5.1.5).

(5.4.7) Si X et Y sont des préschémas noethériens et f: X—Y un morphisme
séparé de type fini, on peut, pour vérifier que f est propre, se ramener 2 le faire pour des
morphismes dominants de préschémas intégres. En effet, soient X; (1<i<n) les compo-
santes irréductibles en nombre fini de X et considérons pour chaque i 'unique sous-
préschéma fermé réduit de X ayant X; pour espace sous-jacent, que nous désignerons
encore par X; (I, 5.2.1). Soit d’autre part Y; 'unique sous-préschéma fermé réduit

de Y ayant f(X,) pour espace sous-jacent. Si g; (resp. &) est le morphisme d’injection
X;—>X (resp. Y,—~Y), on en conclut que fog,=h,of;, ou f; est un morphisme dominant
X;—>Y; (L, 5.2.2); on est alors dans les conditions d’application de (5.4.5), et pour
que f soit propre, il faut et il suffit que les f; le soient.

Corollaire (5.4.8). — Sotent X, Y des S-préschémas séparés de type fini sur S, et soit
[+ XY un S-morphisme. Pour que f soit propre, il faut et il suffit que, pour tout S-préschéma S’,
le morphisme fX 15 : XX S'=>Y X ¢S' soit fermé.

Notons d’abord que si g: X—S et £:Y—>S sont les morphismes structuraux,
on a par définition g=hof, donc f est séparé et de type fini (I, 5.5.1 et 6.3.4). Si fest
propre, il en est de méme de fX 15 (5.4.2); a fortiori, fX 414 est fermé. Inversement,
supposons vérifiée la condition de I’énoncé et soit Y’ un Y-préschéma; Y’ peut aussi étre
considéré comme un S-préschéma, et comme Y—>S est séparé, X XY’ s’identifie a
un sous-préschéma fermé de X x Y’ (I, 5.4.2). Dans le diagramme commutatif

x1gr
XxyY —% YxyY' =Y

XX sYI —_—> YX sY,
X1y

les fleches verticales sont des immersions fermées; il en résulte aussitot que si fX1g
est un morphisme fermé, il en est de méme de fX1y..

Remarque (5.4.9). — Nous dirons qu’un morphisme f: XY est universellement
Sfermé $’il satisfait a la condition b) de la définition (5.4.1). Le lecteur observera que
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dans les propositions (5.4.2) a (5.4.8), on peut partout remplacer « propre » par
« universellement fermé » sans modifier la validité des résultats (et dans les hypothéses
de (5.4.3), (5-4-5), (5-4.6) et (5.4.8), on peut omettre les conditions de finitude).

(5-4.10) Soit f: X—Y un morphisme de type fini. Nous dirons qu’une partie
fermée Z de X est propre sur Y (ou Y-propre, ou propre pour f) si la restriction de f & un
sous-préschéma fermé de X, d’espace sous-jacent Z (I, 5.2.1), est propre. Comme cette
restriction est alors séparée, il résulte de (5.4.6) et (I, 5.5.1, (vi)) que la propriété
précédente ne dépend pas du sous-préschéma fermé de X ayant Z pour espace sous-jacent.
Si g:X’'—>X est un morphisme propre, g=*(Z) est une partie propre de X’ : si T est un
sous-préschéma de X ayant pour espace sous-jacent Z, il suffit en effet de remarquer
que la restriction de g au sous-préschéma fermé ¢=!(T) de X’ est un morphisme propre
g HT)->T par (5.4.2, (iil)), et d’appliquer ensuite (5.4.2, (ii)). D’autre part, si X"
est un Y-schéma de type fini et 4 : X—X’ un Y-morphisme, u(Z) est une partie propre
de X'’; en effet, prenons pour T le sous-préschéma fermé réduit de X ayant Z pour espace
sous-jacent; la restriction de fa T étant propre, il en est de méme de la restriction de u
aT(5.4.3, (1)), donc u(Z) est fermé dans X'’; soit T*’ un sous-préschéma fermé de X"
ayant u(Z) pour espace sous-jacent (I, 5.2.1), de sorte que u|T se factorise en

Ti Tll_i) XII

ou j est I'injection canonique (I, 5.2.2), et v est donc propre et surjectif (5.4.5); si g est
la restriction & T’ du morphisme structural X''—Y, g estséparé et de type fini, et on a
f| T =gov; il résulte donc de (5.4.3, (ii)) que g est propre, d’ou notre assertion.

Il résulte en particulier de ces remarques que si Z est une partie Y-propre de X,
alors :

1° Pour tout sous-préschéma fermé X' de X, ZnX' est une partie Y-propre de X'.

2° Si X est un sous-préschéma d’un Y-schéma de type fini X", Z est aussi une
partie Y-propre de X'’ (et en particulier est fermée dans X'’).

5.5. Morphismes projectifs.

Proposition (5.5.1). — Soit X un Y-préschéma. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est Y-isomorphe a un sous-préschéma fermé d’un fibré projectif P(&), ot & est un
Oy-Module quasi-cohérent de type fini.

b) 1l existe une Oy-Algébre graduée quasi-cohérente £, telle que &, soit de type fini et
engendre &, et que X soit Y-isomorphe a Proj(%).

La condition a) entraine 4) en vertu de (3.6.2, (ii)) : si # est un faisceau gradué
quasi-cohérent d’idéaux de S(&), la Oy-Algebre graduée quasi-cohérente & =8(&)/ ¢
est engendrée par &%, et ce dernier, image canonique de &, est un Oy-Module de type
fini. La condition 5) implique a) en vertu de (3.6.2) appliqué au cas o A4 —>.%; est
P’application identique.
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Définition (5.5.2). — On dit qu’un Y-préschéma X est projectif sur Y ou est un Y-schéma
projectif s’il vérifie les conditions équivalentes a) et b) de (5.5.1). On dit qu’un morphisme f: X—Y
est projectif s’il fait de X un Y-schéma projectif.

Il est clair que si f: X—Y est projectif, il existe un Ox-Module trés ample relative-
ment a f (4.4.2).

Théoréeme (5.5.3). — (1) Tout morphisme projectif est quasi-projectif et propre.

(i1) Inversement, soit Y un schéma quasi-compact ou un préschéma dont I’espace sous-jacent
est noethérien; alors tout morphisme f: X—Y qui est quasi-projectif et propre est projectif.

(i) 11 est clair que si f: X—Y est projectif, il est de type fini et quasi-projectif
(donc en particulier séparé); d’autre part, il résulte aussitot de (5.5.1, 4)) et de (3.5.3)
que si f est projectif, il en est de méme de fXyIy : XXyY'—Y’' pour tout morphisme
Y’'—Y. Pour montrer que f est universellement fermé, tout revient donc a prouver qu’un
morphisme projectif f est fermé. La question étant locale sur Y, on peut supposer que
Y =Spec(A), donc (5.5.1) X =Proj(S), ou S est une A-algébre graduée engendrée
par un nombre fini d’éléments de S;. Pour tout yeY, la fibre f~1(y) s’identifie a
Proj(S) xySpec(k(»)) (I, 3.6.1), donc & Proj(S®,k(y)) (2.8.10); par suite, f ()
est vide si et seulement si S®,k(y) vérifie la condition (TN) (2.7.4), autrement dit
S, ®,k(y) =0 pour n assez grand. Mais comme (S,), est un 0,-module de type fini, la
condition précédente signifie que (Sn)yzo pour n assez grand, en vertu du lemme de
Nakayama. Si a, est ’annulateur dans A du A-module S, la condition précédente signifie
encore que a,Cj, pour n assez grand (0, 1.7.4). Or, comme S ;S;=S, , par hypothése,
ona a,ca, ,, etsi aestla réunion des a,,on voitdoncque f(X)=V(a), ce qui prouve
que f(X) est fermé dans Y. Si maintenant X' est une partie fermée quelconque de X, il
existe un sous-préschéma fermé de X ayant X' pour espace sous-jacent (I, 5.2.1) et il
est clair (5.5.1, a)) que le morphisme X >XAY est projectif, donc f(X’) est fermé
dans Y.

(ii) L’hypothése sur Y et le fait que f est quasi-projectif entrainent l’existence
d’un Oy-Module quasi-cohérent de type fini & et d’une Y-immersion j:X-—>P(&)
(5.3.2). Mais comme f est propre, j est fermée par (5.4.4), donc f est projectif.

Remarques (5.5.4). — (i) Soit f: X—Y un morphisme tel que : 1° f soit propre;
2° il existe un Ox-Module & frés ample relativement a f; 3° le 0y-Module quasi-cohérent
& =f (&) soit de type fini. Alors f est un morphisme projectif : en effet (4.4.4), il y a alors
une Y-immersion 7 :X—P(&), et comme f est propre, r est une immersion jfermée
(5.4.4). On verra au chapitre III, § 3, que lorsque Y est localement noethérien, la
condition 8° ci-dessus est une conséquence des deux autres, donc les conditions 1°
et 2° caractérisent dans ce cas les morphismes projectifs et si Y est quasi-compact, on
peut remplacer la condition 2° par I’hypothése de I’existence d’un Ox-Module ample
pour f (4.6.11).

(i) Soit Y un schéma quasi-compact tel qu’il existe un 0y-Module ample. Pour
qu'un Y-schéma X soit projectif, il faut et il suffit qu’il soit Y-isomorphe a un sous-Y-
schéma fermé d’un fibré projectif de la forme P%. La condition est évidemment suffisante.

104



§ 5 ETUDE GLOBALE ELEMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 105

Inversement, si X est projectif sur Y, il est quasi-projectif, donc il existe une Y-immer-
sion j de X dans un P% (5.3.3) qui est fermée par (5.4.4) et (5.5.3).

(iii) Le raisonnement de (5.5.3) montre que pour tout préschéma Y, et tout
entier 720, le morphisme structural Py—Y est surjectif, car si on pose F=8,, (OFY),
on a évidemment &, =S8, ((k(y))"*") (1.7.3), donc (&,),%0 pour tout yeY et
tout n=o.

(iv) Il résulte des exemples de Nagata [26] qu’il y a des morphismes propres qui
ne sont pas quasi-projectifs.

Proposition (5.5.5). — (1) Une immersion fermée est un morphisme projectif.

(i) 8t f:X—>Y et g:Y—>Z sont des morphismes projectifs, et si Z est un schéma
quasi-compact ou un préschéma dont Pespace sous-jacent est noethérien, gof est projectif.

(iii) St f: XY est un S-morphisme projectif, fis,: Xgy—>Y g est projectif pour
toute extension S’'—S du préschéma de base.

(iv) 87 f: XY et g: X' =Y’ sont des S-morphismes projectifs, 1l en est de méme
de fXgg.

(v) 8% gof est un morphisme projectif et si g est séparé, f est projectif.

(vi) St f est projectif, il en est de méme de f,.

(i) résulte aussitot de (g.1.7). Il faut ici démontrer (iii) et (iv) séparément, a
cause de la restriction introduite sur Z dans (ii) (cf. (I, 3.5.1)). Pour prouver (iii), on
se raméne au cas ou S=Y (I, g.3.11) et ’assertion résulte alors aussitét de (5.5.1, b))
et de (3.5.3). Pour démontrer (iv), on est aussitbt ramené au cas ou X =P(¢&),
X'=P(&"), & (resp. &') étant un Oy-Module (resp. un Oy-Module) quasi-cohérent
de type fini. Soient p, p’ les projections canoniques de T=Y X Y’ dans Y et Y’ respec-
tivement; d’aprés (4.1.3.1), on a P(p"(&)) =P(&) Xy T, P(p”* (&) =P(&") x4 T; d’ou
P(p'(8)) X1P(p"(6")) = (B(&) Xy T) X1 (T Xy P(£)) =

P(&) Xy (TxyP(8)) =P(8) X P(&7)

en remplagant T par Y x Y’ et utilisant (I, 3.3.9.1). Or, p'(&) et p”°(&”) sont de type
fini sur T (0, 5.2.4), donc il en est de méme de p'(&)®g,p""(8'); comme
P(p'(£)) X1 P(p"(£))

s'identifie & un sous-préschéma fermé de P(p(&) ®o,p""(£")) (4-3.3), cela achéve de
prouver (iv). Pour obtenir (v) et (vi), on peut appliquer (I, 5.5.13), car tout sous-
préschéma fermé d’un Y-schéma projectif est un Y-schéma projectif par (5.5.1, a)).

Il reste & prouver (ii); en vertu de I’hypothése sur Z, cela résulte de (5.5.3),
de (5.3-4, (i) et (5.4.2, (ii)).

Proposition (5.5.6). — St X et X' sont deux Y-schémas projectifs, XuX' est un'Y-schéma
projectif.

C’est une conséquence évidente de (5.5.2) et (4.3.6).

Proposition (5.5.7). — Soient X un Y-schéma projectif, £ un Ox-Module Y-ample;
pour toute section f de & au-dessus de X, X; est affine sur Y.
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La question étant locale sur Y, on peut supposer Y =Spec(A); en outre
Xon =X, donc en remplagant £ par un #®" convenable, on peut supposer .Z trés
ample pour le morphisme structural ¢ : X—Y (4.6.11). L’homomorphisme canonique
6:¢(q,(Z))>ZL est donc surjectif et le morphisme correspondant

r=rgq: X=>P=P(q (%))

une immersion telle que £ =1"(0p(1)) (4.4.4); en outre, comme X est propre sur Y,
Pimmersion r est fermée (5.4.4). Par ailleurs, on a par définition feT'(Y, ¢ (%)) et o®
est I'identité de ¢ (%) ; il résulte alors de la formule (3.7.3.1) que 'ona X,=r"YD_(f));
X est par suite un sous-préschéma fermé du schéma affine D, (f) et est donc bien un
schéma affine.

Lorsqu’on prend en particulier Y =X, on obtient (compte tenu de (4.6.13, (i)))
le corollaire suivant, dont la démonstration directe est d’ailleurs immédiate :

Corollaire (5.5.8). — Sotent X un préschéma, £ un Ox-Module inversible. Pour toute
section f de & au-dessus de X, X, est affine sur X (et par suite un schéma affine lorsque X est un
schéma affine).

5.6. Le lemme de Chow.

Théoréme (5.6.1) (lemme de Chow). — Sotent S un préschéma, X un S-schéma de type
fini. On suppose vérifice 'une des hypothéses suivantes :

a) S est noethérien.

b) S est un schéma quasi-compact, et X a un nombre fini de composantes irréductibles.

Dans ces conditions :

(1) 1l existe un S-schéma X' quasi-projectif sur S et un S-morphisme f: X'—X, projectif
et surjectif.

(i) On peut prendre X' et f tels qu’il existe un ouvert U cX pour lequel U’ =f~1(U)
soit dense dans X' et la restriction de f @ U’ un isomorphisme U’ U.

(1i1) 87 X est réduit (resp. irréductible, intégre), on peut supposer X' réduit (resp. irréductible,
intégre).

La démonstration se fait en plusieurs étapes.

A) On peut d’abord se ramener au cas ou X est irréductible. En effet, dans I’hypo-
theése a), X est noethérien, donc, dans les deux hypothéses, les composantes irréductibles X;
de X sont en nombre fini. Si le théoréme est démontré pour chacun des sous-préschémas
fermés réduits de X ayant les X; pour espaces sous-jacents, et si X; et f; : XX, sont
le préschéma et le morphisme correspondant a X, le préschéma X’ somme des X, et
le morphisme f: X’—X dont la restriction & chaque X] est j;of; (j; injection canonique
X,—>X), répondront a la question. Il est immédiat en effet que X' est réduit si les X;
le sont; d’autre part on satisfait a (ii) en prenant pour U la réunion des ensembles

U‘nC( U X,-). Enfin, comme les X; sont quasi-projectifs sur S, il en est de méme de X'
e

106



§5 ETUDE GLOBALE ELEMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 107

(5-3.6); de méme, les morphismes X;—X sont projectifs par (5.5.5, (i) et (ii)), donc
S est projectif (5.5.6), et est évidemment surjectif par définition.

B) Supposons maintenant X irréductible. Comme le morphisme structural r : X—S
est de type fini, il y a un recouvrement fini (S;) de S par des ouverts affines, et pour
chaque i un recouvrement fini (T;) de r*(S;) par des ouverts affines, le morphisme
T, —S; étant affine et de type fini, donc quasi-projectif (5.3.4, (i)) ; comme dans chacune
des hypothéses @), 6), 'immersion S;—S est quasi-compacte, c’est un morphisme quasi-
projectif (5.3.4, (i)), donc la restriction de r & T;; est un morphisme quasi-projectif
(5-3.4, (ii)). Désignons les T, par U, (1 <k<n). Il existe, pour chaque indice % une
immersion ouverte ¢, : U,—P,, ot P, est projectifsur S (5.3.2 et 5.5.2). Soit U= DU";
comme X est irréductible et les U, non vides, U est non vide, et par suite partout dense
dans X; les restrictions a U des ¢, définissent un morphisme

(P . U_>P=P1XSP2X o XSPM
de sorte que les diagrammes
U—=>P
(5-6.1.1) ikl lp"

Uk.?}: Pk

soient commutatifs, j, étant I'injection canonique U—U, et p, la projection canonique
PP, Si j est linjection canonique U—X, le morphisme ¢=(j, ¢)g: U->X X P
est une immersion (I, 5.9.14). Dans I’hypotheése a), X X4P est localement noethérien
((3.4.1) et (I, 6.3.7 et 6.3.8)); dans I’hypothése 4), X X4P est un schéma quasi-
compact (I, 5.5.1 et 6.6.4); dans les deux cas I'adhérence X' dans XX P du sous-
préschéma Z associé a ¢ (et dont {(U) est ’espace sous-jacent) existe, et ¢ se factorise en

(5.6.1.2) b USX A X%, P

ol ¢’ est une immersion ouverte et h une immersion fermée (I, 9.5.10). Soient ¢, : X XP—-X
et ¢g,: XX P—>P les projections canoniques; nous poserons

(5.6.1.3) FiXAXxPAEX
(5.6.1.4) g: X' 5XxPEP.

Nous allons voir que X’ et f répondent a la question.

C) Montrons d’abord que f est projectif et surjectif, et que la restriction de f a
U’'=f"YU) est un isomorphisme de U’ sur U. Comme les P, sont projectifs sur S, il en
est de méme de P (5.5.5, (iv)), donc XX P est projectif sur X (5.5.5, (iil)), et il
en est de méme de X’ qui est un sous-préschéma fermé de X X ¢P. D’autre part, on a
Sob' = gyo(hod’)=g,0) =7, donc f(X') contient ’ensemble ouvert partout dense U de X;
mais f est un morphisme fermé (5.5.3), donc f(X')=3X. Notons maintenant que
¢; Y (U) =UxgP est induit sur un ouvert de X x (P, et par définition le préschéma
U'=h Y UxgP) est induit par X’ sur I'ouvert U’; c’est par suite ’adhérence par
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rapport @ U X4P du préschéma Z (I, 9.5.8). Or I'immersion ¢ se factorise en

U jiU XSP1~X—1>X><SP, et comme P est séparé sur S, le morphisme graphe T’ est une
immersion fermée (I, 5.4.3), donc Z est un sous-préschéma fermé de U x P, d’ol on
conclut que U’'=Z. Comme d’ailleurs ¢ est une immersion, la restriction de f & U’ est
un isomorphisme sur U, réciproque de ¢’; enfin, par définition de X', U’ est dense
dans X'.

D) Prouvons maintenant que g est une immersion, ce qui établira que X' est
quasi-projectif sur S, puisque P est projectif sur S. Posons

V.=, (Uy) (ouvert de P,)
szp_ (V) (ouvert de P)

f (Uk)

(ouverts de X’)

Il est clair que les Uy forment un recouvrement ouvert de X’; nous allons d’abord
voir qu’il en est de méme des U;’, en prouvant que U;cU,’. Il suffira pour cela de
montrer que le diagramme

, 910
>

(5.6.1.5) /lU,;l
U

k

est commutatif. Or le préschéma U, =#h"*(U, X¢P) estinduit par X’ sur ouvert U;, et
est donc ’adhérence de Z=U'cUj, par rapport a U; (I, 9.5.8). Pour montrer la
commutativité du diagramme (5.6.1.5), il suffit donc, puisque P, est un S-schéma, de
montrer qu’en composant ce diagramme avec l'injection canonique U’—U; (ou, ce
qui revient au méme en vertu de I'isomorphisme de U’ et U, avec {), on obtient un
diagramme commutatif (I, 9.5.6). Mais par définition le diagramme que ’on obtient
alors n’est autre que (5.6.1.1), d’ol notre assertion.

Les W, forment donc un recouvrement ouvert de g(X’); pour prouver que g est
une immersion, il suffit de voir que chacune des restrictions g|U;’ est une immersion

-1

dans W, (I, 4.2.4). Pour cela, considérons le morphisme u, : W, -V, = U, —>X; comme
X est séparé sur S, le morphisme graphe I, : W,—>XX W, est une immersion fermée

(W,

(I, 5.4.3), donc le graphe T,=T .) est un sous-préschéma fermé de X x W,;

0
si nous montrons que ce sous-préschéma majore U’, il majorera aussi le sous-préschéma
induit par X’ sur 'ouvert X’ de X’, par (I, 9.5.8). Comme la restriction de ¢, a T,
est un isomorphisme sur W,, la restriction de g a X;’ sera une immersion dans W,, et
notre assertion sera démontrée. Soit 7, I'injection canonique U’—+X X W, ; nous devons

montrer qu’il existe un morphisme w, : U'>W, tel que 7, =T, ow,. Par définition du

produit, il suffit de prouver que g¢0v, =u;0¢500, (X, 3.2.1), ou, en composant a droite
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avec l'isomorphisme ¢’ : U-—U’, que g0 =u0g,0¢. Mais comme g0 =j, g0 =g,
notre assertion résulte de la commutativité du diagramme (5.6.1.1), compte tenu de
la définition de u,.

E) 11 est clair que comme U, et par suite U’, est irréductible, il en est de méme
de X’ dans la construction précédente, et le morphisme f est donc birationnel (I, 2.2.9).
Si en outre X est réduit, il en est de méme de U’, donc X’ est réduit (I, 9.5.9). Cela
achéve la démonstration.

Corollaire (5.6.2). — On suppose vérifiée Pune des hypothéses a), b) de (5.6.1). Pour
que X soit propre sur S, il _faut et il suffit qu’tl existe un schéma X' projectif sur S et un S-morphisme
surjectif f: X'—>X (qui est alors projectif par (5.5.5, (V). Lorsqu’il en est ainsi, on peut en
outre choisir f de sorte qu’il existe un ouvert dense U de X tel que la restriction de f a f~*(U) soit
un isomorphisme f (U)X U et que f~*(U) soit dense dans X'. Si en outre X est irréductible (resp.
réduit) on peut supposer qu’il en est de méme de X'; lorsque X et X' sont irréductibles, f est un
morphisme birationnel.

La condition est suffisante en vertu de (5.5.3) et (5.4.3, (ii)). Elle est nécessaire,
car avec les notations de (5.6.1), si X est propre sur S, X’ est propre sur S, car il est
projectif sur X, donc propre sur X (5.5.3), et notre assertion résulte de (5.4.2, (ii));
en outre, comme X’ est quasi-projectif sur S, il est projectif sur S en vertu de (5.5.3).

Corollaire (5.6.3). — Soient S un préschéma localement noethérien, X un S-schéma de type
Jfini sur S, fy: X—S son morphisme structural. Pour que X soit propre sur S, il faut et il suffit
que pour tout morphisme de type fini S'—S, (f5)sy : Xgy—>S’ soit un morphisme fermé. Il suffit
méme que celte condition soit vérifiée pour tout S-préschéma de la forme S'=SX,Z[T,, ..., T]
(T; indéterminées).

La condition étant évidemment nécessaire, montrons qu’elle est suffisante. La
question étant locale sur S et S’ (5.4.1), on peut supposer S et S’ affines et noethériens.
En vertu du lemme de Chow, il existe un S-schéma projectif P, une immersion j : X'—P
et un morphisme projectif et surjectif f: X’'—>X, tels que le diagramme

x L x
I i

S<T—P

soit commutatif. Comme P est de type fini sur S, la premiére hypothése entraine que la
projection ¢, : XX yP—P est un morphisme fermé. Mais 'immersion j est composée
de ¢, et du morphisme fx1 de X’'X¢P dans XXP; or f, étant projectif, est propre
(5.5.3), donc fx1 est fermé. On en conclut que j est une immersion fermée, et par
suite est propre (5.4.2, (i)). En outre le morphisme structural r: P—S est projectif,
donc propre (5.5.3), donc fyof =roj est propre (5.4.2, (ii)); finalement, comme f est
surjectif, f, est propre en vertu de (5.4.3).

Pour prouver la proposition en utilisant seulement la seconde hypothese, il suffit
de montrer qu’elle entraine la premiére. Or, si S’ est affine et de type fini sur S = Spec(A),
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on a 8’ =Spec(Af¢y, ...,6]) (I, 6.3.3), et S’ est donc isomorphe & un sous-préschéma
fermé de S’ =Spec(A[T, ..., T,]) (T,;indéterminées). Dans le diagramme commutatif

1y X7
XX SS, —_> XX SS”
(fos") (fol(s')

Sl y SII

7

J et 1xXj sont des immersions fermées (I, 4.3.1) et (fy)) est fermé par hypothése;
il en est donc de méme de (f;) -

§ 6. MORPHISMES ENTIERS ET MORPHISMES FINIS

6.1. Préschémas entiers sur un autre.

Définition (6.1.1). — Sotent X un S-préschéma, f:X—~>S son morphisme structural.
On dit que X est entier au-dessus de S, ou que f est un morphisme entier, s’il existe un recouvre-
ment (S,) de S par des ouverts affines tels que, pour tout o, le préschéma induit f ~*(S,) soit un schéma
affine, dont ’anneau B, est une algébre entiére sur anneau A, de S,. On dit que X est fini au-dessus
de S, ou que f est un morphisme fini st X est entier sur S et de type fint sur S.

Lorsque S est affine d’anneau A, on dira aussi « entier (resp. fini) sur A » au lieu
de « entier (resp. fini) sur S ».

(6.x.2) II est clair que si X est entier au-dessus de S, il est affine au-dessus de S.
Pour qu’un préschéma X affine au-dessus de S soit entier (resp. fini) au-dessus de S, il
faut et il suffit que la OgAlgébre quasi-cohérente associée &7 (X) soit telle qu’il existe
un recouvrement (S,) de S par des ouverts affines ayant la propriété que pour tout «,
I'(S,, (X)) est une algébre entiére (resp. entiére et de type fini) sur I'(S,, @g). Une
Os-Algebre quasi-cohérente ayant cette propriété est dite entiére (resp. finie) sur Og. Se
donner un préschéma entier (resp. fini) au-dessus de S revient donc (1.3.1) a se donner
une Og-Algebre quasi-cohérente entiére (resp. finie) sur @Og. On notera qu’une Og-Algebre
quasi-cohérente # est finie si et seulement si c’est un Og-Module de type fini (I, 1.3.9);
il revient au méme de dire que Z est une Og-Algebre entiére et de type fini, car une algebre
entiére et de type fini sur un anneau A est un A-module de type fini.

Proposition (6.1.3). — Soit S un préschéma localement noethérien. Pour qu’un préschéma X
affine au-dessus de S soit fini au-dessus de S, il faut et il suffit que la Og-Algébre of (X) soit cohérente.

Compte tenu de la remarque précédente, cela revient a remarquer que si S est
localement noethérien, les Og-Modules quasi-cohérents de type fini ne sont autres que
les Oy-Modules cohérents (I, 1.5.1).

Proposition (6.x.4). — Soient X un préschéma entier (vesp. fini) au-dessus de S, f: X—S
le morphisme structural. Alors, pour tout ouvert affine U cS, d’anneau A, f~(U) est un schéma affine
dont I’anneau B est une algébre entiere (resp. finie) sur A.
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Nous démontrerons d’abord le lemme suivant :

Lemme (6.1.4.1). — Soient A un anneau, M un A-module, (g;), <;<,, un systéme fini
d’éléments de A tels que les D(g;) (1<i<m) recouvrent Spec(A). Si, pou} tout 1, M, est un
A, -module de type fini, alors M est un A-module de type fini.

On peut en effet supposer que M, admet un systéme de générateurs fini (m/g})
avec m;eM, n étant le méme pour tous les indices .. Montrons que les m,; forment un
systeme de générateurs de M. Soit M’ le sous-A-module de M engendré par ces éléments,
et soit m un élément de M. Par hypothése, pour chaque i, il existe des a;eA et un
entier p (indépendant de i) tels que, dans M, m/1 =(§aﬁmﬁ) /g{.’ ; cela entraine qu’il
existe un entier r > p tel que, pour tout ¢, on ait gfmeM’. Or, comme les D(g])=D(g;)
recouvrent Spec(A), I'idéal de A engendré par les g est égal & A, autrement dit il existe
des éléments g,eA tels que :;aigle; par suite mz(ii]aig{)meM’, d’ot le lemme.

Cela étant, on sait déja (1.3.2) que f~*(U) est affine. Si ¢ est ’homomorphisme
A—B correspondant a f, il existe un recouvrement fini de U par des ouverts D(g;) (g;€A)
tels que, si h=q¢(g), B, soit une algeébre entitre (resp. entitre finie) sur A,.
En effet, il y a un recouvrement de U par des ouverts affines V_ cU tels que si
A,=A(V,), B,=A(f"%(V,)) soit une algebre entiére (resp. finie) sur A,. Tout xeU
appartientaun V_, donc il existe geA tel que xeD(g) cV,; sig, est 'imagede gdans A,
ona A(D(g))=A,=(A,),,; soit h=¢(g), et soit h, 'image de g, dans B,; on a

A(D(h)) =B, = (B,),

et comme B, est entiére (resp. finie) sur A,, (B,),_ est entiére (resp. finie) sur (A,), . Il

suffit maintenant d’utiliser le fait que U est quasi-compact pour obtenir le recouvrement
cherché.

Si on suppose d’abord que les B, sont entiéres finies sur les A, comme, en tant
que A -module, B, s’écrit aussi B, le lemme (6.1.4.1) montre que dans ce cas B est
un A-module de type fini.

Supposons seulement maintenant chaque B, enti¢re sur A, ; soit b€B, et soit C
la sous-A-algébre de B engendrée par 4. Pour tout i, G, est 'algebre sur A, engendrée
par b/1 dans B, ; il résulte de I’hypothese que chaque G, est un A -module de type fini,
donc (6.1.4.1) C est un A-module de type fini, ce qui prouve que B est entiére sur A.

Proposition (6.x1.5). — (1) Une immersion fermée est finie (et a fortiori entiére).

(ii) Le composé de deux morphismes finis (resp. entiers) est fini (resp. entier).

(iii) 8z f:X—>Y est un S-morphisme fini (resp. entier) fign:Xg)—>Yg,) est fini
(vesp. entier) pour toute extension S'—S de la base.

(iv) St f: XY et g: X'>Y' sont deux S-morphismes finis (resp. entiers), il en est
de méme de fXgg: XXY>X'XY'.

(v) St f: XY et g:Y—>Z sont deux morphismes tels que gof soit fint (vesp. entier)
et g séparé, alors f est fini (resp. entier).

(vi) Si f: X—>Y est un morphisme fini (resp. entier), il en est de méme de fq.

111



112 A. GROTHENDIECK Chap. II

En vertu de (I, 5.5.12), il suffit de démontrer (i), (ii) et (iii). Pour prouver
qu’'une immersion fermée XS est finie, on peut se borner au cas o S=Spec(A),
et tout revient alors & remarquer qu’un anneau quotient A/J est un A-module monogéne.
Pour prouver que le composé de deux morphismes finis (resp. entiers) X—Y, Y—>Z est
fini (resp. entier), on peut encore supposer Z (et par suite X, Y (1.3.4)) affines, et alors
I’assertion équivaut a dire que si B est une A-algebre finie (resp. entiere) et C une
B-algebre finie (resp. entiére), alors C est une A-algeébre finie (resp. entiére), ce qui est
immédiat. Enfin, pour démontrer (iii), on peut se borner au cas ou S=Y, puisque
X s'identifie & X xyYg) (I, 3.3.11); on peut en outre supposer que S = Spec(A),
S’=Spec(A’); alors X est affine d’anneau B (1.3.4), X, affine d’anneau A’'®,B,
et il suffit de remarquer que si B est une A-algébre finie (resp. entiére), A’®,B est une
A’-algebre finie (resp. entiére).

Notons aussi que si X et Y sont deux S-préschémas qui sont finis (resp. entiers)
au-dessus de S, leur somme XuY est un préschéma fini (resp. entier) au-dessus de S,
car cela revient a voir que si B et C sont deux A-algébres finies (resp. entiéres) sur A,
il en est de méme de BxC.

Corollaire (6.1.6). — Si X est un préschéma entier (resp. fini) au-dessus de S, alors,
pour tout ouvert U S, f~1(U) est entier (resp. fini) au-dessus de U.

C’est un cas particulier de (6.1.5, (iii)).

Corollaire (6.1.7). — Soit f: X—>Y un morphisme fini. Alors, pour tout yeY, la
Sfibre f~1( ) est un schéma algébrique fini sur k(), et a fortiori son espace sous-jacent est discret
et fini.

En effet, en tant que K(y)-préschéma, f~*(y) est identifié & X xySpec(k(y))
(I, 3.6.1), qui est fini au-dessus de Spec(k(»)) (6.
dont I’anneau est une algeébre de rang fini sur k(y
de (I, 6.4.4).

Corollaire (6.1.8). — Soient X, S deux préschémas intégres, [ :X—S un morphisme
dominant. Si f est entier (resp. fini), le corps R(X) des fonctions rationnelles sur X est algébrique
(resp. algébrique de degré fini) sur le corps R(S) des fonctions rationnelles sur S.

En effet, soit s le point générique de S; le k(s)-préschéma f~'(s) est entier (resp.
fini) au-dessus de Spec(k(s)) (6.1.5, (iii)), et contient par hypothése le point générique x
de X; I’anneau local de x dans f~!(s) étant égal & k(x) (I, 3.6.5) est un anneau local
d’une algébre entiére (resp. finie) sur k(s) (6.1.4), d’ou le corollaire.

(
1.5, (iii)); c’est donc un schéma affine
) (6.1.4). La proposition résulte alors

Remarque (6.1.9). — L’hypothése que g est séparé est essentielle pour la validité
de (6.1.5, (v)) : en effet, si Y n’est pas séparé sur Z, ’identité 1y est le morphisme

, Ay P . . . [
composé Y—>Y x,Y—=Y, mais Ay n’est pas un morphisme entier, comme il résulte
de (6.1.10)

Proposition (6.1.10). — Tout morphisme entier est universellement fermé.
Soit f : X—Y un morphisme entier; en vertu de (6.1.5, (iii)), il suffit de montrer
que f est fermé. Soit Z une partie fermée de X; il existe un sous-préschéma de X ayant
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pour espace sous-jacent Z (I, 5.2.1), et il résulte donc de (6.1.5, (i) et (ii)) qu’on peut
se borner a prouver que f (X) est fermé dans Y. En vertu de (6.1.5, (vi)), on peut supposer
X et Y réduits; en outre, si T est le sous-préschéma fermé réduit de Y ayant pour espace

sous-jacent f(X) (I, 5.2.1), on sait que fse factorise en X —~T->Y, oujestle morphisme
d’injection (I, 5.2.2), et comme j est séparé (I, 5.5.1, (i)), il résulte de (6.1.5, (v))
que g est un morphisme entier. On peut donc supposer que f(X) est dense dans Y.
Enfin, la question étant locale sur Y, on peut se borner au cas ou Y =Spec(A). Alors
X =Spec(B), ou B est une A-algébre entiére sur A (6.1.4); en outre A est réduit
(I, 5.1.4) et ’hypotheése que f(X) est dense dans Y entraine que I’homomorphisme
¢ : A—>B correspondant a f est injectif (I, 1.2.7). Dire que dans ces conditions f(X)=Y
signifie que tout idéal premier de A est la trace sur A d’un idéal premier de B, ce qui n’est
autre que le premier théoréme de Cohen-Seidenberg ([13], t. I, p. 257, th. 3).

Corollaire (6.x.xx). — Tout morphisme fini f: XY est projectif.

En effet, comme f est affine, Oy est un Ox-Module trés ample relativement & f (5.1.2);
en outre f (0x) est un Oy-Module quasi-cohérent de type fini (6.1.2); enfin f est séparé,
de type fini et universellement fermé (6.1.10), et on est donc dans les conditions
d’applications du critére (5.5.4, (i)).

Proposition (6.x.12). — Sotent f: X'—>X un morphisme fini, et soit B = f (Ox) (qui
est une Ox-Algébre quasi-cohérente et un Ox-Module de type fint). Soit F' un Oy.-Module quasi-
cohérent; pour que F' soit localement libre, de rang 7, il faut et il suffit que f,(F ') soit un %-Module
localement libre de rang 7.

Il est clair que si f,(#')|U est isomorphe 4 #"|U (U ouvert de X), #'| f~!(U)
est isomorphe a 0% | f~'(U) (1.4.2). Inversement, supposons que &' soit localement
libre de rang r et montrons que f (%) est localement isomorphe a #” en tant que
#-Module. Soit x un point de X; lorsque U parcourt un systtme fondamental de
voisinages affines de x, f~!(U) parcourt un systtme fondamental de voisinages affines
(1.2.5) de Pensemble fini f~!(x), puisque f est fermé (6.1.10). La proposition résulte
alors du lemme suivant : _

Lemme (6.x.12.1). — Sotent Y un préschéma, & un Oy-Module localement libre de rang r,
Z une partie finie de Y contenue dans un ouvert affine V. Il existe alors un voisinage UCV de Z
tel que &|U soit isomorphe & OF|U.

On peut évidemment supposer Y affine; pour tout z;€Z, il existe dans I’adhé-
rence m au moins un point fermé z; (0, 2.1.3); si Z’ est ’ensemble des z;, tout
voisinage de Z' est un voisinage de Z, et on peut donc supposer Z fermé dans Y et
discret. Considérons le sous-préschéma fermé réduit de Y ayant Z pour espace sous-
jacent (I, 5.2.1) etsoit j : Z—Y linjection canonique; j'(&)=EX0, estlocalement
libre de rang r sur le schéma discret Z, et par suite est isomorphe a Oj; autrement dit
il existe r sections s; (1<i<r) de &®y0, au-dessus de Z telles que I’homomorphisme
05—~ Xy 0, défini par ces sections soit bijectif. Mais Y =Spec(A) est affine, Z est

défini par un idéal § de A etona =M, ou M est un A-module; les s5; sont des éléments
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de M®,(A/J) et sont donc images de r éléments t,eM =T(Y, &). Pour tout z;€Z
il y a alors un voisinage V; de z; tel que les restrictions des #; 2 V; définissent un isomor-
phisme 0%|V;—&|V; (0, 5.5.4);le voisinage U réunion des V; répond donc a la question.

Proposition (6.x.13). — Soient g : X'—>X unmorphisme entier de préschémas, Y un préschéma
normal localement intégre, f une application rationnelle de Y dans X' telle que gof soit une application
rationnelle partout définie (I, 7.2.1); alors f est partout définie.

Si f; et f, sont deux morphismes (d’ouverts denses de Y dans X') de la classe f,
il est clair que gof; et gof, sont des morphismes équivalents, ce qui justifie la notation gof
pour leur classe d’équivalence. On rappelle aussi que lorsqu’on suppose en outre que Y
est localement noethérien, I’hypothése que Y est normal entraine déja que Y est localement
intégre (I, 6.1.13).

Pour démontrer (6.1.13), notons d’abord que la question est locale sur Y et on
peut par suite supposer qu’il existe dans la classe de gof un morphisme k : Y —>X. Consi-
dérons 'image réciproque Y'= X, = X(y,, et notons que le morphisme g'=gy,: Y'Y
est entier (6.1.5, (iil)). Vu la correspondance entre applications rationnelles de Y dans X'
et Y-sections rationnelles de Y’ (I, 7.1.2), on voit qu'on est ramené a prouver le cas
particulier de (6.1.13) ot X =Y, autrement dit le

Corollaire (6.1.14). — Soient X un préschéma normal localement intégre, g:X'—X
un morphisme entier, f une X-section rationnelle de X'. Alors f est partout définie.

La question étant locale sur X, on peut supposer X intégre, et f s’identifie alors
4 un morphisme d’un ouvert U de X dans X’ (I, 7.2.2) qui est une U-section de g~*(U).
Comme g est séparé, f est une immersion fermée de U dans g~ *(U) (I, 5.4.6); soit Z le
sous-préschéma fermé de g=*(U) associé a f (I, 4.2.1), qui est isomorphe & U, donc
inteégre; soit X; le sous-préschéma réduit de X’ ayant pour espace sous-jacent 1’adhé-
rence Z de Z dans X’ (I, 5.2.1); Z est alors un sous-préschéma induit sur un ouvert
de X, (I, 5.2.3) et comme il est irréductible, il en est de méme de X;, qui est par suite
intégre. Le morphisme f peut alors étre considéré comme une X-section rationnelle de X, ;
comme la restriction de g a X, est un morphisme entier (6. 1.5, (i) et (ii)), on est finalement
ramené a prouver (6.1.14) dans le cas particulier ot X'=X,, autrement dit, le

Corollaire (6.x.x5). — Soient X un préschéma intégre normal, X' un préschéma intégre,
g X'—>X un morphisme entier. S’il existe une X-section rationnelle f de X', g est un isomorphisme.

La question étant locale sur X, on peut supposer X affine d’anneau integre A,
et alors X’ est affine d’anneau A’ entiersur A (6.1.4) et intégre; en outre, le raisonnement
de (6.1.14) montre qu’il y a un ouvert dense dans X isomorphe a un ouvert dense
de X', donc A et A’ ont méme corps de fractions. D’autre part, en vertu de (I, 8.2.1.1)
et de I’hypothése que les @, sont intégralement clos, ’anneau A est intégralement clos,
donc A’=A, ce qui achéve la démonstration de (6.1.13).

6.2, Morphismes quasi-finis.

Proposition (6.2.1). — Sotent f: X—Y un morphisme localement de type fini, x un point
de X. Les conditions suivantes sont équivalentes :
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a) Le point x est isolé dans sa fibre f~(f(x)).

b) L’anneau O, est un Oy, -module quasi-fini (0, 7.4.1).

La question étant évidemment locale sur X et sur Y, on peut supposer X = Spec(A)
et Y==Spec(B) affines, A étant une B-algébre de type fini (I, 6.3.3). En outre, on
peut remplacer X par XXxySpec(0,) sans changer la fibre f~!(f(x)) ni ’anneau
local @, (I, 3.6.5); on peut donc supposer que B est un anneau local (égal a 0,);
si 1t est 'idéal maximal de B, f~*(f(x)) est alors un schéma affine d’anneau A/nA, de
type fini sur k(f(x))=B/m (I, 6.4.11). Cela étant, si a) est vérifiée, on peut en outre
supposer que f ~*( f(x)) est réduite au point x; donc A/nA est de rang finisurB/n (I,6.4.4),
autrement dit A est un B-module quasi-fini. Inversement, s’il en est ainsi, f~*(f(x)) est
un schéma affine artinien, donc discret (I, 6.4.4); par suite x est isolé dans sa fibre,
et cela montre que ) entraine a).

Corollaire (6.2.2). — Soit f: X—>Y un morphisme de type fini. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) Tout point xeX est isolé dans sa fibre f~*(f(x)) (autrement dit le sous-espace
S f(x)) est discret).

b) Pour tout xeX, le préschéma f~( f(x)) est un k(f(x))-préschéma fini.

c) Pour tout xeX, Panneau 0, est un O;,-module quasi-fini.

L’équivalence de a) et ¢) résulte de (6.2.1). D’autre part, comme f~!(f(x)) est
un E(f(x))-préschéma algébrique (I, 6.4.11), ’équivalence de a) et &) résulte de
(I, 6.4.4).

Définition (6.2.3). — Lorsque f:X—>Y est un morphisme de type fini vérifiant les
conditions équivalentes de (6.2.2), on dit que f est quasi-fini, ou que X est quasi-fini sur Y.

I1 est clair que tout morphisme fini est quasi-fini (6.1.8).

Proposition (6.2.4). — (1) Une immersion X—Y, qui est fermée, ou telle que X soit
noethérien, est un morphisme quasi-fint.

(i1) St f:X—>Y et g:Y—>Z sont des morphismes quasi-finis, gof est quasi-fini.

(i) 87 X et Y sont des S-préschémas, f:X—>Y un S-morphisme quasi-fini, alors
S Xgy=>Y g est quasi-fini pour toute extension g :S'—>S de la base.

(iv) 8t f: XY et g: X'>Y' sont deux S-morphismes quasi-finis,

X8t XX Y->X" XY’
est quasi-fini.

(v) Soient f:X—>Y et g:Y—>Z deux morphismes tels que gof soit quasi-fini; alors,
i en outre g est séparé, ou X noethérien, ou X X 7Y localement noethérien, f est quasi-fini.

(vi) St f est quasi-fini, il en est de méme de fq.

Si f:X—Y est une immersion, toute fibre est réduite & un point, et ’assertion (i)
résulte donc de (I, 6.3.4 (i) et 6.3.5). Pour prouver (ii), on remarque d’abord que
h=gof est de type fini (I, 6.3.4 (ii)); en outre, si z=~h(x) et y=f(x), » est isolé dans
g z), donc il existe un voisinage ouvert V de y dans Y ne rencontrant aucun point
de g7¥(z) distinct de y; f~*(V) est donc un voisinage ouvert de x ne rencontrant aucun
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des f7'(»’), ou y'+y est dans g~'(z); comme x est isolé dans f~( ), il est isolé dans
h~Yz) =f"*(g"'(z)). Pour prouver (iii), on peut se limiter au cas ot Y=S (I, 3.3.11);
on remarque encore que tout d’abord f'=f, est de type fini (I, 6.3.4, (iii));
d’autre part, si x’eX’'=Xy, etsion pose y'=f'(x") et y=g(y'), f/ 7} (»') s’identifie &
SOk (¥) (1,8.6.5); comme f~( y) est de rang fini sur k( ») par hypotheése, /()
est de rang fini sur k(y’), donc discret. Les assertions (iv), (v), (vi) se déduisent de (i),
(i1), (iii) par la méthode générale (I, 5.5.12), sauf lorsque les hypothéses dans (v) sont
autres que I’hypothése « g séparé »; pour traiter ce cas, on remarque d’abord que si x
est isolé dans (g '(g(f(x)))), il est a fortiori dans f~*( f(x)); le fait que f est de type
fini résulte alors de (I, 6.3.6).

Proposition (6.2.5). — Soient A un anneau local noethérien complet, X un A-schéma
localement de type fini, x un point de X au-dessus du point fermé y de Y = Spec(A), et supposons
x isolé dans sa fibre f~1( ) (f étant le morphisme structural X—Y). Alors O, est un A-module
de type fini et X est Y-isomorphe a la somme (I, 3.1) de X' =Spec(0,) (qui est un Y-schéma
fini) et d’un A-schéma X''.

Il résulte de (6.2.1) que O, est un A-module quasi-fini. Comme @, est noethérien
(I, 6.3.7) et ’homomorphisme A->@, local, ’hypothése que A est complet entraine
que 0, est un A-module de type fini (0, 7.4.3). Soit X' = Spec(0,) le schéma local de X
au point x (I, 2.4.1), et soit g:X'—>X le morphisme canonique. Comme le composé

X' 45X LY est fini (6.1.1) et que f est séparé, g est fini (6.1.5, (v)), donc g(X’) est
fermé dans X (6.1.10); d’autre part, comme g est de type fini, g est un isomorphisme
local au point fermé x’ de X' en vertu de la définition de g et de (I, 6.5.4); mais comme
X' est le seul voisinage ouvert de x’, cela signifie que g est une immersion ouverte, donc
g(X") est aussi ouvert dans X, ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (6.2.6). — Soient A un anneau local noethérien complet, Y =Spec(A),
[ X—>Y un morphisme séparé et quasi-fini. Alors X est Y-isomorphe a une somme X'uX'’,
ot X' est un Y-schéma fini et X' un Y-schéma quasi-fini tel que, si y est le point jermé de Y,
X" f~Y(y)=0.

En effet, la fibre f () est finie et discréte par hypotheése, et le corollaire résulte
donc, par récurrence sur le nombre de points de cette fibre, de (6.2.5).

Remarque (6.2.7). — Au chapitre V, nous verrons que si Y est localement noethérien,
un morphisme quasi-fini séparé X—Y est nécessairement guasi-affine.

6.3. Fermeture intégrale d’un préschéma.

Proposition (6.3.x). — Sotent (X, &) un espace annelé, B une o/ -Algébre (commutative),
S une section de B au-dessus de X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Le sous-o/-Module de & engendré par les f* pour n>0 (0, 5.1.1) est de type fini.

b) 1l existe une sous-</-Algébre € de B, qui est un o/-Module de type fini, telle que
fel(X, ¥).

c) Pour tout xeX, f, est entier sur la fibre o,
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Comme le sous-o/-Module de # engendré par les f* est une &7-Algébre, il est
clair que a) entraine b). D’autre part, 4) implique que pour tout xeX, le &7,-module %,
est de type fini, ce qui entraine que tout élément de I’algébre %, et en particulier f;, est
entier sur &7,. Enfin, si pour un xeX, on a une relation de la forme

it (@) i+ ... +(a),=o0

les a; (1<i<n) étant des sections de &7 au-dessus d’un voisinage ouvert U de x, la
section f*|U+4a,.f" '|U+...+a, est nulle au-dessus d’un voisinage VcU de z,
d’ou résulte aussitot que tous les f*|V (k>o0) sont combinaisons linéaires & coefficients
dans I'(V, &) des 7|V pour o<j<n—1; on en conclut que ¢) entraine a).

Lorsque les conditions équivalentes de (6.3.1) sont remplies on dit que la section f
est entiére sur 7.

Corollaire (6.3.2). — Sous les hypothéses de (6.3.1), il existe un sous-s/-Module
(unique) ' de B tel que pour tout xeX, <, soit Uensemble des germes f,eB, qui sont entiers
sur o,. Pour tout ouvert U cX, les sections de sZ' au-dessus de U sont les sections feT'(U, #)
qui sont entiéres sur o |U.

L’existence de &/’ est immédiate, en prenant pour I'(U, &/’) l’ensemble des
fel'(U, &) tels que f, soit entier sur ., pour tout xeU. La seconde assertion résulte
aussitot de (6.3.1).

Il est clair que &7’ est une sous-&Z/-Algebre de #; on dit que C’est la fermeture
intégrale de o/ dans A.

(6.3.3) Soient (X, &7), (Y, #) deux espaces annelés,

g=(0) : XY

un morphisme. Soit € (resp. &) une /-Algébre (resp. une %-Algebre) et soit
u:9->%

un g-morphisme (0, 4.4.1). Alors, si &7’ (resp. #’) est la fermeture intégrale de &
(resp. #) dans € (resp. D), la restriction de u a %’ est un g-morphisme

u B —->A.
En effet, si j est 'injection canonique #%'—2, il suffit de montrer que
v=utog (j) : (&) ¥

*

applique g'(#’) dans &’. Or, un élément de (g (.9?’)),:.%”’(],(,)@%(2)&{1 est entier sur &7,
par définition de #’, donc il en est de méme de son image par z,, ce qui établit notre
assertion.

Proposition (6.3.4). — Soient X un préschéma, o/ une Ox-Algébre quasi-cohérente. La
Sfermeture intégrale Oy de O dans o est alors une Ox-Algébre quasi-cohérente, et pour tout ouvert

affine U de X, T'(U, O%) est la fermeture intégrale de I'(U, Ox) dans T'(U, ).

On peut se borner au cas ot X ==Spec(B) est affine et &/=A, A étant une
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B-algebre; soit B’ la fermeture intégrale de B dans A. Tout revient & voir que pour
tout xeX, un élément de A,, entier sur B,, appartient nécessairement a B,, ce qui résulte
du fait que, pour un anneau commutatif C, les opérations de fermeture intégrale dans
une C-algebre et de passage a un anneau de fractions (pour une partie multiplicative
de C) commutent ([13], t. I, p. 261 et 257).

Le X-schéma X’'=Spec(0%) est alors appelé la fermeture intégrale de X relativement
a & (ou relativement a Spec(Z)); il est clair que X' est entier sur X (6.1.2).

On déduit aussitt de (6.3.4) que si f: X'—>X est le morphisme structural, alors,
pour tout ouvert U de X, f~1(U) est la fermeture intégrale du préschéma induit par X sur U,
relativement a </ |U.

(6.3.5) Soient X, Y deux préschémas, f:X—Y un morphisme, & (resp. &)
une Ox-Algebre (resp. une Oy-Algebre) quasi-cohérente, et soit « : #— ./ un f~morphisme.
On a vu (6.3.3) qu’on en déduit un f~morphisme u’: 0y—0%, ou O (resp. 0%) est la
fermeture intégrale de Oy (resp. Oy) dans &7 (resp. #). Par suite, si X' (resp. Y') est la
fermeture intégrale de X (resp. Y) relativement a &/ (resp. #), on déduit canoniquement
de u un morphisme f’'=Spec(x’) : X'>Y’ (1.5.6) rendant commutatif le diagramme

x Ly
(6.3.5.1) l l
X —f—> Y

’

(6.3.6) Supposons que X n’ait qu’un nombre fini de composantes irréductibles
X, (1<i<r), de points génériques &,, et considérons en particulier la fermeture intégrale
de X relativement a une %(X)-Algébre o/ quasi-cohérente (en tant que Ox-Algebre ou
en tant que %(X)-Algebre, ce qui revient au méme). On sait (I, 7.3.5) que & est
composée directe de r Ox-Algebres quasi-cohérentes 27;, le support de &7; étant contenu
dans X;, et le faisceau induit par &; sur X, étant un faisceau simple dont la fibre A,
est une algebre sur 0. Il est clair alors (6.3.4) que la fermeture intégrale Oy de Ox
dans of est composée directe des fermetures intégrales 0 de Oy dans chacune des <7;, et
par suite la fermeture intégrale X’'=Spec(0x) de X relativement a &/ est un X-schéma
somme des Spec(0Y) =X! (1<i<r).

Supposons en outre que la Ox-Algebre o7 soit réduite, ou, ce qui revient au méme,
que chacune des algébres A, soit réduite, et puisse par suite étre considérée comme une .
algébre sur le corps E(E) (égal au corps des fonctions rationnelles du sous-préschéma
réduit de X ayant X; pour espace sous-jacent); alors (1.3.8) chacun des X| est un
X-schéma réduit et X’ est aussi la fermeture intégrale de X, 4. Supposons de plus que
chacune des algebres A; soit composée directe d’un nombre fini de corps K,; (1<j<s,); si Ay
est la sous-Algebre de ./, correspondant & K, il est clair que OY est composée directe
des fermetures intégrales 0% de O dans chacune des ;. Par suite, X| est alors somme
des X-schémas X =Spec(0¥)) (1<j<s). En outre, sous ces hypothéses et avec ces
notations :
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Proposition (6.3.7). — Chacun des X;; est un X-préschéma intégre et normal, let son corps
des fonctions rationnelles R(X};) s’identifie canoniquement & la fermeture algébrique Kj; de k(E)
dans K.

En vertu de ce qui précede, on peut supposer X intégre, donc r=1, et §;=1,
de sorte que I'unique algebre A, est un corps K; soit £ le point générique de X, et soit
f:X'—>X le morphisme structural. Pour tout ouvert affine non vide U de X, f~(U)
s’identifie au spectre de la fermeture intégrale By, dans le corps K de I’anneau intégre
By=T(Y, Ox) (6.3.4); comme Panneau By est intégre et intégralement clos, il en est
de méme des anneaux locaux des points de son spectre, donc f ~1(U) est par définition un
schéma intégre et normal ((0, 4.1.4) et (I, 5.1.4)). En outre, comme (0) est le seul idéal
premier de By au-dessus de I'idéal premier (o) de By ([13], t. I, p. 259), f*(€) se réduit
a un seul point &', et k(§’) est le corps des fractions K’ de By, qui n’est autre que la
fermeture algébrique de k(£) dans K. Enfin, X’ est irréductible, car lorsque U parcourt
I’ensemble des ouverts affines non vides de X, les f~*(U) constituent un recouvrement
ouvert de X’ formé d’ouverts irréductibles; en outre I'intersection f~(UnV) de deux de
ces ouverts contient £’, donc n’est pas vide, et on conclut par (0, 2.1.4).

Corollaire (6.3.8). — Soit X un préschéma réduit n’ayant qu’un nombre fini de composantes
trréductibles X, (1<i<r), et soit & le point générique de X,. La fermeture intégrale X' de X
relativement & #(X) est somme de r X-schémas X qui sont intégres et normaux. St f: X'—>X est
le morphisme structural, f—'(&;) se réduit au point générique & de X et on a k(E)) =k(E),
autrement dit f est birationnel.

On dit dans ce cas que X' est le normalisé du préschéma réduit X; on notera que f,
étant birationnel et entier, est surjectif (6.1.10). Pour que I’on ait alors X’'=X, il faut
et il suffit que X soit normal. Lorsque X est un préschéma intégre, il résulte de (6.3.8)
que son normalisé X’ est intégre.

(6.3.9) Soient X, Y deux préschémas integres, f: X—Y un morphisme dominant,
L=R(X), K=R(Y) les corps des fonctions rationnelles de X et Y; il correspond cano-
niquement a f une injection K—L, et lorsqu’on identifie K (resp. L) au faisceau
simple Z(Y) (resp. #(X)), cette injection est un f-morphisme. Soit K; (resp. L,)

une extension de K (resp. L) et supposons donné un monomorphisme K,;—L; tel que
le diagramme

K,— L,

I

K — L

soit commutatif; si K; (resp. L;) est considéré comme faisceau simple sur Y (resp. X),
donc comme une Z(Y)-Algebre (resp. une #(X)-Algebre), cela signifie que K;—L,
est un f~morphisme. Cela étant, si X' (resp. Y’) est la fermeture intégrale de X (resp. Y)
relativement a L, (resp. K;), X’ (resp. Y’) est un préschéma intégre et normal (6.3.6)
dont le corps des fonctions rationnelles s’identifie canoniquement a la fermeture algé-
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brique L’ (resp. K’) de L (resp. K) dans L, (resp. K;), et il existe un morphisme canonique
(nécessairement dominant) f’:X'—Y’ rendant commutatif le diagramme (6.3.5.1).

Le cas le plus important est celui ott on prend L, =L, K, étant donc une extension
de K contenue dans L, et ot on suppose X intégre et normal, donc X'=X. Ce qui
précéde montre alors que lorsque X est normal, et que Y’ est la fermeture intégrale
de Y relative a un corps K; cL =R(X), tout morphisme dominant f: X—Y se factorise en

fixLyosy

ou f’ est dominant; d’ailleurs, lorsque le monomorphisme K;—L est donné, f’ est
nécessairement unique, comme on le voit en se ramenant au cas o X et Y sont affines.
On voit donc que pour la donnée de Y, L et d’un K-monomorphisme K,—L, la fermeture
intégrale Y’ de Y relativement a K, est solution d’un probléme universel.

Remarqgue (6.3.10). — Reprenons les hypothéses de (6.3.6), en supposant de plus
que chacune des algébres A, soit de rang fini sur E(E;) (ce qui entraine que A, est composée
directe d’un nombre fini de corps); on peut affirmer dans certains cas que le morphisme
structural X’—X est non seulement entier, mais méme fini. Bornons-nous au cas ot X
est réduit; la question étant locale sur X, on peut en outre supposer que X est affine
d’anneau C, et que C n’a qu’un nombre fini d’idéaux minimaux p; (1 <i<r) tels que les
C,=C/p; soient intégres; X’ sera alors fini sur X si la fermeture intégrale de chaque C,
dans toute extension de degré fini de son corps des fractions est un C-module de type fini
(6.3.4). On sait que cette condition est toujours vérifiée lorsque C est une algébre de type
Jfint sur un corps ([13], t. I, p. 267, th. 9), ou sur Z [9, I, p. 93, th. 3], ou sur un anneau local
noethérien complet ([25], p- 298). On en conclut que X’'—X sera un morphisme fini lorsque X
est un schéma de type fini sur un corps, ou sur Z, ou sur un anneau local noethérien complet.

6.4. Déterminant d’un endomorphisme de (x-Module.

(6.4.1) Soient A un anneau (commutatif), E un A-module libre de rang n, © un
endomorphisme de E; rappelons que pour définir le polyndme caractéristique de u, on consi-
dére ’endomorphisme u®1 du A[T]-module libre de rang n, E®,A[T] (T indéterminée),
et on pose

(6.4.1.1) P(u, T) =det(T.I— (u®1))

(I automorphisme identique de E®,A[T]). On a

(6.4.1.2) Plu, T)=T"—0o,()T" 4 ... +(—1)"0,(u)

ou o;(u) est un élément de A, égal a un polynéme homogeéne de degré i (a coefficients
entiers) par rapport aux éléments de la matrice de  relative a une base quelconque de E;

on dit que les o;(u) sont les fonctions symétriques élémentaires de u, et on a en particulier
oy(u) =Tru et o,(u) =detu. Rappelons qu’en vertu du th. de Hamilton-Cayley, on a

(6.4.1.3) Plu, u) =u"—o,(w)u" 1+ ... +(—1)"c,(u) =0
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ce qui s’écrit aussi
(6.4.1.4) (det u) . 15 =uQ (u)
(15 automorphisme identique de E), avec

(6.4.1.5) Q)= (—1)"* (W —o,(w)u" 24 ...+ (—1)" "5, _,(u).

Soit ¢ : A->B un homomorphisme d’anneaux, faisant de B une A-algébre;
considérons le B-module Eg=E®,B qui est libre de rang 7, et I'extension u®1 de u &
un endomorphisme de E ); il est immédiat que 'on a o;(u®1) = ¢(o;(x)) pour tout indice i.

(6.4.2) Supposons maintenant que A soit un anneau intégre, de corps des frac-
tions K, et E un A-module de #ype fini (mais non nécessairement libre). Soit z le rang de E,
C’est-a-dire le rang du K-module libre E®,K; a tout endomorphisme « de E correspond
canoniquement I’endomorphisme u®1 de E®,K; par abus de langage, on appelle
encore polynéme caractéristique de u et on note P(u, T) le polynéme P(u®1, T), dont les
coefficients o;(u®1) (qui appartiennent & K) seront encore notés o;(u) et appelés les fonc-
tions symétriques élémentaires de u; en particulier det u=det(u®1) par définition. Avec ces
notations, les formules (6.4.1.3) & (6.4.1.5) ont un sens et sont encore valables, lorsque
I’'on interpréte u' comme I’homomorphisme E—E®,K composé de I’endomorphisme
W1 = (u®1)! de E®,K et de I’homomorphisme canonique x—x®1I.

Si F est le sous-module de torsion de E, et si E(=E/F, on a u(F)cF, donc, par
passage aux quotients, « donne un endomorphisme %, de E; en outre E®,K s’identifie
a E,®,K et u®1 a y,®1, donc o;(u) =0,(x,) pour 1<i<n.

Lorsque E est sans torsion, E s’identifie canoniquement a un sous-A-module de
E® K, et la relation u®1 =0 est équivalente & u=o0. Lorsque E est un A-module libre,
les deux définitions des o;(z) données dans (6.4.1) et (6.4.2) coincident d’aprés ce qui
préceéde, ce qui justifie les notations adoptées.

On notera aussi que lorsque E est un module de torsion, autrement dit E,={o},
Palgébre extérieure de E, est réduite a K et le déterminant de ’unique endomorphisme
de E, est dgal a 1.

Proposition (6.4.3). — Soient A un anneau intégre, E un A-module de type fini, u un
endomorphisme de E; alors les fonctions symétriques élémentaires o,(u) de u (et en particulier det u)
sont des éléments de K entiers sur A.

Soit A’ la cléture intégrale de A; comme A'[T] est un anneau intégralement clos
([24]), p- 99), C’est la cloture intégrale de A[T] dans son corps des fractions K(T).

Remplacant u par T.J—u®1 et A par A[T], on voit qu’on est ramené a prouver que

det u est entier sur A. Si 7 est le rang de E, on a det u=det (;\u) et (;\u)®1 =N\u®1),
donc on peut supposer n=1. Mais alors ’application #—det # est un homomorphisme
du A-module Hom, (E, E) dans K; comme E est de type fini, Hom, (E, E) est isomorphe a
un sous-module du A-module de type fini E" (si E admet un systéme de n générateurs),
donc les éléments det u appartiennent a un sous-A-module de K de type fini, et sont par
suite entiers sur A.
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Corollaire (6.4.4). — Sous les hypothéses de (6.4.3), si on suppose en outre A normal,
les o;(u) (en particulier Tr u et detu) appartiennent & A.

Proposition (6.4.5). — Soient A un anneau intégre, E un A-module de type fini, de rang n,
u un endomorphisme de E tel que les o,(u) appartiennent a A. Pour que u soit un automorphisme
de E, il est nécessaire que detu soit inversible dans A; cette condition est suffisante lorsque E
est sans torsion.

La condition est suffisante, car ’hypothése et les formules (6.4.1.4) et (6.4.1.5)
(valables dans E, et non seulement dans E®,K, puisque E est sans torsion) prouvent
que (det #)7!Q (u) est Pinverse de u.

La condition est nécessaire, car si u est inversible, il résulte de (6.4.3) que det (u™?)
appartient a la cloture intégrale A’ de A dans son corps des fractions K et est évidemment
inverse de det u dans A’. Notre assertion résulte alors du :

Lemme (6.4.5.1). — Soit A un sous-anneau d’un anneau A’ tel que A’ soit entier sur A.
S un élément xeA est inversible dans A’, il est aussi inversible dans A.

Dans le cas contraire, x appartiendrait a4 un idéal maximal m de A et il résulte du
premier th. de Cohen-Seidenberg ([13], t. I, p. 257, th. 3) qu’il y aurait un idéal maxi-
mal m’ de A’ tel que m=m’'nA; on aurait donc xem’, ce qui est absurde.

Corollaire (6.4.6). — Soient A un anneau intégre et intégralement clos, E un A-module

de type fini sans torsion, u un endomorphisme de E. Pour que u soit un automorphisme de E, il faut et
il suffit que det u soit inversible dans A.

Cela résulte de (6.4.4) et (6.4.5).

Remarque (6.4.7). — Nous aurons besoin plus loin d’une généralisation des
résultats précédents. Considérons un anneau noethérien réduit A; soient p, (1<a<r)
ses idéaux minimaux, K, le corps des fractions de ’anneau intégre A/p,, K I’anneau
total des fractions de A, composé direct des corps K. Soit E un A-module de type fini, et
supposons que E®,K soit un K-module libre de rang n (ce qui ici n’est plus conséquence
des autres hypotheses); il revient au méme de dire que tous les K -espaces vectoriels
E®,K,=E, ont méme dimension n; si alors u est un endomorphisme de E, on pose encore
P(u, T) =Pu®1, T) et o;(u) =0;(u®1), et en particulier detu=det (u®1); les o;(u)
sont donc des éléments de K. Il est immédiat que E®,K est somme directe des E, et
que ces derniers sont stables par #®1; la restriction de u®1 a E, n’est autre d’ailleurs
que Pextension u, de u a ce K,-espace vectoriel; on en conclut que o;(u) est 'élément de K
dont les composantes dans les K, sont les o;(,). Comme la fermeture intégrale de A
dans K est composée directe des fermetures intégrales de A dans les K, les o;(u) sont entiers
sur A.

Lemme (6.4.7.1). — La sous-A-algeébre de K engendrée par tous les éléments o;(u) (1<j<n)
lorsque u parcourt Hom, (E, E), est un A-module de type fini.

Il suffit de démontrer que la sous-A[T]-algebre de K[T] engendrée par les P(u, T)
est un A[T]-module de type fini, car si les F;(T) (1<¢<m) forment un syst¢éme de géné-
rateurs de ce A[T]-module, les coefficients des F;(T) sont entiers sur A, donc engendrent
une A-algébre qui est un A-module de type fini ([13], t. I, p. 255, th. 1). On peut donc
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remplacer A par A[T] (qui est noethérien) et E par E®,A[T]=E’ qui est tel que
E'®,mK[T]=E®,K[T] soit un K[T]-module libre de rang n. Revenant aux notations
initiales, on voit donc qu’il suffit de prouver que le A-module engendré par les éléments det u,
ou u parcourt Hom,(E, E), est de type fini; a fortiori (puisque tout sous-module d’un
A-module de type fini est de type fini) il suffit de prouver que lorsque » parcourt I’ensemble

des endomorphismes de AE, le A-module engendré par les det v est de type fini; autre-
ment dit, on est encore ramené au cas ol n=1. Mais alors la proposition résulte de ce
que Hom,(E, E) est un A-module de type fini et de ce que v—>detv est un homo-
morphisme de ce A-module dans K.

Soit F le noyau de ’homomorphisme canonique E—~E®,K et soit E,=E/F;
on voit comme ci-dessus que E®,K s’identifie 3 E,®,K, que u(F)cF, et quesi y, est
Pendomorphisme de E, déduit de u par passage aux quotients, u®1 s’identifie &3 ,®1,
et o;(u) =a;(u,) pour tout j. Si lon a F=o, les formules (6.4.1.3) et (6.4.1.5) ont
un sens et sont valables lorsque E est identifié 4 un sous-module de E®,K et lesu’ 2
des homomorphismes E—~E®,K; par suite, la prop. (6.4.5) s’étend aussi a ce cas, avec
sa démonstration.

(6.4.8) Soient (X, /) un espace annelé, & un &/-Module localement libre (de
rang fini), ¥ un endomorphisme de &. Il y a par hypothése une base B de la topologie
de X telle que pour tout VeB, &|V soit isomorphe a /"|V (pour un n pouvant
varier avec V). Soit # un endomorphisme de &; pour tout VeB, uy est donc un endo-
morphisme du I'(V, &/)-module I'(V, &), qui est libre par hypothése; le déterminant
det uy est donc défini et appartient & I'(V, 7). En outre, si ¢, ..., ¢, forment une base
de I'(V, &), leurs restrictions a tout ouvert WcV forment une base de I'(W, &) sur
I'(W, &), donc det uy est la restriction de det uy & W. Il existe donc une section et une
seule de & au-dessus de X, que nous noterons det « et appellerons le déterminant de u,
telle que la restriction de detu a tout VeB soit det uy. Il est clair que pour tout xeX,
on a (detu),=detu,; pour deux endomorphismes u, v de &, on a

(6.4.8.1) det(uov) = (det u)(det v)
ainsi que
(6.4.8.2) det(14) =1,

et, si le rang de & est constant (ce qui sera le cas (0, 5.4.1) pour X connexe) et égal a n

(6.4.8.3) det(s.u) =s" det u

pour tout seI'(X, &) (on notera que det(o)=o, si z>1, mais det(o) =1, pour
n=0). En outre, pour que u soit un automorphisme de &, il faut et il suffit que det u soit
tnversible dans T'(X, 7).

Si le rang de & est constant, on peut définir de la méme maniére les fonctions
symétriques élémentaires o;(z), qui sont des éléments de I'(X, &/); on a encore les
relations (6.4.1.3) a (6.4.1.5).
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On a ainsi défini un homomorphisme det : Homy (&, &)—I'(X, «/) de monoides
multiplicatifs; si on note que Homg(¢&, &) =I'(X, #om,(&, &)) par définition, on
voit qu’on peut dans cette définition remplacer X par un ouvert quelconque U de X,
ce qui définit immédiatement un homomorphisme det : #om (&, &)— de faisceaux
de monoides multiplicatifs. Lorsque & a un rang constant, on définit de méme des
homomorphismes o; : #om,(&, &)~/ de faisceaux d’ensembles; pour =1, ’homo-
morphisme o, =Tr est un homomorphisme de .2/-Modules.

Soit (Y, #) un second espace annelé, et soit f: (X, &)—(Y, %) un morphisme
d’espaces annelés; si F est un #-Module localement libre, f*(F) est un &/-Module
localement libre (qui a méme rang que % si ce dernier est de rang constant) (0, 5.4.5).
Pour tout endomorphisme v de &, f*(v) est un endomorphisme de f*(F), et il résulte
aussitot des définitions que detf"(v) est la section de &/ =f (%) au-dessus de X qui
correspond canoniquement a det veI'(Y, #). On peut encore dire que I’homomorphisme
f(det) : f*(Homg(F, F)) —f (B) = est le composé

det

FH(Homg(F, F)) s Hoom(f(F), [ (F)) S

(0, 4.4.6). On a des résultats analogues pour les o;.

(6.4.9) Supposons maintenant que X soit un préschéma localement intégre, de sorte que le
faisceau £(X) des fonctions rationnelles sur X est un faisceau de corps localement simple
(I, 7.3.4), quasi-cohérent en tant que Ox-Module. Si & est un Ogx-Module quasi-cohérent
de type fini, ﬁ’zéa@‘gxﬂ(X) est alors un %(X)-Module localement libre (I, 7.3.6);
pour tout endomorphisme u de &, u®Ig4y est alors un endomorphisme de &7, et
det(u®1) une section de #Z(X) au-dessus de X, que ’on appelle encore déterminant de u
et que 'on note encore detu. Il résulte de (6.4.3) que det u est une section de la
Sfermeture intégrale de Oy dans Z£(X) (6.3.2); si en outre X est normal, det u est
donc une section de Ox au-dessus de X, et si on suppose de plus que & est sans torsion, pour
que u soit un automorphisme de &, il faut et il suffit que det u soit inversible en vertu
de (6.4.6). Lesformules (6.4.8.1) & (6.4.8. 3) sont encore valables; de ’homomorphisme
u—>detu, appliqué aux modules de sections de Homo (&, &), on déduit un homo-
morphisme de faisceaux det : #omy, (&, 6)—>A(X), qui prend ses valeurs dans O

quand X est normal. On a des définitions et résultats analogues pour les autres fonctions
symétriques €élémentaires o;(u), lorsque &” est de rang constant; si de plus X est normal,
les o;(u) sont des sections de Ox au-dessus de X.

Enfin, soient X, Y deux préschémas intégres, et soit f: X—Y un morphisme
dominant. On sait qu’il existe alors un homomorphisme canonique f (%(Y))—%(X)
(I, 7.3.8 (1)), d’ou résulte, pour tout Oy-Module quasi-cohérent de type fini &, un
homomorphisme canonique 6 : f*(F ®o, Z(Y)) - f(F)®o, Z(X). Si v est un endo-

(Y) Voir Errata et Addenda, liste 1.
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morphisme de &, f'(v®14y) est un endomorphisme de f*(F ®,,%(Y)), et on a un
diagramme commutatif

.z Fe®1)
f(FQo R(Y)) —

f(F®o Z(Y))

f1(F) oy 2(X) SH(F) Boy £(X)

—_—
) ®1

On en conclut aisément que det f*(v) est 'image canonique, par I’homomorphisme
f(2(Y))—>2R(X), de la section det v de Z(Y); on est en effet aussitot ramené au cas o
X =Spec(A) et Y==Spec(B) sont affines, A et B étant des anneaux intégres de corps
de fractions respectifs K et L, ’homomorphisme B—A étant injectif et s’étendant donc

en un monomorphisme L—K; si & = ﬁ, ou M est un B-module de type fini, le rang sur L
de M®gL est égal a celui de (M®;A)®,K surK, et det((u®1)®1) est 'image dans K
de det(u®1) pour tout endomorphisme # de M, d’ou la conclusion.

(6.4.10) Supposons enfin que X soit un préschéma localement noethérien réduit, de sorte
que le faisceau #2(X) des fonctions rationnelles sur X est encore un @Ox-Module quasi-
cohérent (I, 7.3.4); soit d’autre part & un Ox-Module cokérent tel que &'=¢& ®@x‘@(X)
soit localement libre (de rang fini). En vertu de (6.4.7), si &’ est de rang constant, on
peut, pour tout endomorphisme u de &, définir les o;(x), qui sont des sections de #(X)
au-dessus de X. Lorsqu’on ne suppose plus &’ de rang constant, on peut encore définir
’homomorphisme det : #omy (&, &) —R(X).

6.5. Norme d’un faisceau inversible.

(6.5.1) Soit (X, o7) un espace annelé et soit # une &/-Algébre (commutative).
Le &/-Module # s’identifie canoniquement & un sous-&/-Module de #om, (%, %),
une section f de & au-dessus d’'un ouvert U de X s’identifiant a la multiplication par
cette section. Si (X, &) et # vérifient 'une des conditions énumérées dans (6.4.8),
(6.4.9) ou (6.4.10), on peut donc définir det(f) (et dans certains cas les o;( f)) qui sont
des sections de &/ ou de £(X) au-dessus de U, que nous appellerons la norme de f (resp.
les fonctions symétriques élémentaires de f) et noterons Ng,,(f). Nous allons supposer vérifiée
Pune des conditions suivantes :

(I) & est un s/-Module localement libre (de rang fini).

(II) (X, &) est un préschéma localement noethérien réduit, A est un oZ-Module cohérent
tel que B ,R(X) soit un R(X)-Module localement libre, et pour toute section feI'(U, %)
au-dessus d’un ouvert U X, Ny ,( f) est une section de o/ au-dessus de U.
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On notera que cette derniére condition est automatiquement vérifiée lorsque le
préschéma localement noethérien X est normal (6.4.9).

D’autre part, ’hypothése que BX,Z(X) soit localement libre peut encore
s’exprimer de la fagon suivante : désignons par X, les sous-préschémas fermés réduits
de X ayant pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles de X (I, 5.2.1),
qui sont donc des préschémas intégres localement noethériens. Tout xeX appartient a
un nombre fini des sous-espaces X,; d’autre part, #& ,#(X,) est un #(X,)-Module
localement libre de rang constant £, (I, 7.3.6); dire que #&_,%(X) estun £(X)-Module
localement libre signifie que, pour tout xeX, les rangs k, correspondant aux indices tels que
xeX, sont égaux. La question est en effet locale, et on est ramené au cas X = Spec(C),
ou C est un anneau noethérien réduit, et ﬂ=ﬁ, o D est une C-algébre qui est un
C-module de type fini; si p; (1<i<m) sont les idéaux premiers minimaux de C, I’anneau
total des fractions L. de C est composé direct des corps des fractions K; des anneaux
intégres C/p;, et DXL est somme directe des D®K;, d’ol la conclusion.

Il est clair que sous les hypotheéses (I) ou (II), on définit ainsi un homomorphisme de
Jaisceaux de monoides multiplicatifs Ng, : #—>/, aussi noté N si aucune confusion n’en

résulte, et appelé ’homomorphisme norme. Pour deux sections f, g de # au-dessus d’un
méme ouvert U, on a donc

(6.5.1.1) Ng,(f2) =Nsa/d(f)Ngm(g)
pour les sections correspondantes de & au-dessus de U;
(6.5.1.2) NQ/M(I.Q):I.Q(;

enfin, pour toute section s de &/ au-dessus de U
(6.5.1.3) Ng (5. 14)=5"

si le rang de # est constant et égal & n (pour s=o,, cette formule donne N(og4) =0,
si 21, N(og) =N(14) =1, si n=0).

Dans I’hypothése (I), pour que feI'(U, #) soit inversible, il faut et il suffit que
N(f)el'(U, &) le soit. Dans I’hypothése (II), cette condition est nécessaire; elle est
suffisante (par (6.4.7)) lorsqu’on suppose que #—>ZX ,Z(X) est injectif et que ’hypo-
thése plus restrictive suivante est vérifiée :

(IT bis) (X, ) est un préschéma localement noethérien réduit, B est un Z-Module
cohérent tel que BRO,R(X) soit un R(X)-Module localement libre, et pour toute section
fel (U, B) au-dessus d’un ouvert tel que B, R(X)|U soit de rang constant n sur Z(X) | U,
les o;(f) (1<j<n) sont des sections de o au-dessus de U.

(On notera encore que cette condition est vérifiée lorsque X est normal.)

(6.5.2) Supposons vérifiée une des hypothéses (I), (II) de (6.5.1), et soit %’
un #-Module inversible. Nous allons lui associer canoniquement (a un isomorphisme
unique pres) un s7-Module inversible & de la fagon suivante. Désignons par /" (resp. &)
le sous-faisceau de &/ (resp. &) tel que I'(U, &%) (resp. I'(U, #")) soit ’ensemble des

126



§ 6 ETUDE GLOBALE ELEMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 127

éléments inversibles de I'(U, &7) (resp. I'(U, %)) pour tout ouvert UcX; ce sont des
faisceaux de groupes multiplicatifs, et Ny, restreint & %", est un homomorphisme B"— <"
de faisceaux de groupes (6.5.1). Soit £ ’ensemble des couples (U,, 0,), ayant la propriété
suivante : U, est un ouvert de X et 7, est un isomorphisme : £’'|U,S#Z|U, de
(B|U,)-Modules. Par hypothése, les U, forment un recouvrement de X; pour deux
indices quelconques 2, @, on pose w,,= (n,|U,nU,)o(y,|U,nU,)~%, automorphisme
de #|U,nU,, qui s’identifie canoniquement 2 une section de #* au-dessus de U,nU,,
et (w,,) est un 1-cocycle du recouvrement U= (U,) & valeurs dans #" (0, 5.4.7). Le
fait que N, : #—>o" est un homomorphisme entraine alors que (Ng ,w,,) est un
1-cocycle de U & valeurs dans /%, et il lui correspond donc (4 un isomorphisme unique
prés) un o/-Module inversible £ (0, 5.4.7) que nous désignerons par Ng ,(£’) et
appellerons la norme du %-Module inversible 2.

Soit M une partie de £ telle que les U, correspondants forment encore un recouvre-
ment de X, et soit B ce recouvrement; la restriction du cocycle (v,,) a B définit un
1-cocycle (N, ,,) de B a valeurs dans .o/", restriction du 1-cocycle (Ng,, ,,) de U;
il est clair qu’il y a un isomorphisme canonique du &/-Module inversible défini par
ce 1-cocycle de B sur Ny, (£”’), ce qui permet de définir ce .«/-Module inversible par
un sous-recouvrement quelconque de . Cette possibilité montre aussitét que, si Z;,
&, sont deux #-Modules inversibles, on a, en vertu de (6.5.1.1) et (6.5.1.2),

(6.5.2.1) N(Z;®5%) =N(Z)® N(Z;)
et

(6.5.2.2) Ng (%) = o

ainsi que

(6.5.2.3) N(Z =) =N~

a des isomorphismes canoniques prés. En outre il résulte de (6.5.1.3) que si & est
un &/-Module inversible et si #Z est de rang constant zn sur &/ dans le cas (I) (resp.
BR ,R(X) de rang constant n sur #(X) dans le cas (II)), on a, & un isomorphisme
canonique pres

(6.5.2.4) Ny (LR ,B) = L°".

(6.5.3) Montrons maintenant que Ny, (#’) est un foncteur covariant dans la
catégorie des #-Modules inversibles. Soit en effet &' : %{—.%; un homomorphisme
de #-Modules inversibles, et soit B = (U,) un recouvrement ouvert de X tel que pour
tout A, on ait des (#|U,)-isomorphismes 7Y : Z;|U, 3 Z|U, et 7% : Z;|U, 3 Z|U,;
il y a donc pour chaque A un endomorphisme %} de #|U, tel que kjonl =2%o(h'|U,),
et on peut évidemment identifier 4 a une section de # au-dessus de U, (0, 5.1.1). Donc,
pour tout couple (A, ) d’indices, les restrictions & UynU, de (7))~ okjoqll) et de
() ~*oh,oq{) coincident. On en déduit pour les 1-cocycles (wf)) et (wf)) & valeurs
dans #" correspondant & %; et Z;, la relation

fuh, = Rl
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Si on pose h,=N(%;), on aura donc les relations analogues

N(w@)h, =hN(of)

{73

et par suite les £, définissent un homomorphisme N(%;) —N(%,) que nous désignerons
par Ng,,(h') ou N(#'). Dans I’hypothése (I), pour que k' soit un isomorphisme, il faut
et il suffit (puisqu’il s’agit d’une question locale) que N, ,(%’) le soit. Dans I’hypothése (II),
cette condition est encore nécessaire; elle est suffisante si Ihypotheése (II bis) est vérifiée
et si B—->BD,R(X) est injectif.

Prenons en particulier #;=%; les homomorphismes #—.%' s’identifient alors
(0, 5.1.1) aux sections de £’ au-dessus de X, d’ol une application canonique

Ng . : X, Z)—T(X, Ng o, (£))-
Il résulte encore de (6.5.1.1) que si f;e['(X, &), f,e'(X, &;), on a
(6.5.3.1) N(f1®f;) =N(f1) ®N(f3).

Pour tout &/-Module inversible # et toute section feI'(X, .#), on a, compte
tenu de (6.5.2.4)

(6.5.3.2) Ny (f®14) =fO"

lorsque Z est de rang constant n dans hypothése (I) (resp. lorsque #® ,#(X) est de
rang constant n dans ’hypothése (II)). Enfin, pour que I’homomorphisme #—.%’
correspondant a une section ' de #’ au-dessus de X soit un isomorphisme, il faut et
il suffit que f, soit une base de .Z, pour tout xeX; dans ’hypothése (I), cette condition
équivaut donc a dire que (N(f’)), est une base de (N(#’)), pour tout x; dans I’hypo-
thése (II), cette condition est encore nécessaire, et elle est suffisante lorsque # vérifie
(IT bis) et que B—->BXR,R(X) est injectif.
(6.5.4) Soient (X, &), (X', &/’) deux espaces annelés,

f: X=X

un morphisme, # une /-Algebre, #' = f'(#) la o/'-Algebre image réciproque. On
suppose vérifiée I'une des hypotheses suivantes :

1° # vérifie I’hypothése (I) de (6.5.1).

2° (X, &) et # vérifient 'hypothése (II) de (6.5.1), (X', &’) est un préschéma
localement noethérien réduit, et si I’on désigne par X, et X; les sous-préschémas fermés
réduits respectifs de X et X' ayant pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles
de ces espaces, la restriction de f & chaque X est un morphisme dominant de X; dans
un X,.

Sous ces conditions, %’ vérifie respectivement 1’hypothése (I) ou I’hypothése (II)
de (6.5.1); la premiére assertion est immédiate. Pour établir la seconde, il suffit de voir
que pour tout x'eX’, les rangs des £'®0X,=@(Xé) pour les B tels que x'eXj sont les

mémes. Or, si la restriction de f a Xj est un morphisme dominant dans X, le rang de
Q’@ox,@(Xé) est égal a celui de %®@Xﬂ(Xa) (on le voit aussitdt en se ramenant au
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cas affine comme dans (6.4.9)), d’oit notre assertion en vertu de I’hypothése (II) et
de (6.5.1).

Cela étant, il résulte de (6.4.8), (6.4.9) et (6.4.10) que si s est une section de %
au-dessus d’un ouvert UcX, s’ la section correspondante de %’ au-dessus de YU,
Ny (s) est la section de o/’ au-dessus de f~*(U) qui correspond 2 la section Ng,,(s)
de &7 au-dessus de U.

Si A est un #-Module inversible, on déduit de ce qui précéde que si A'=f"(H)
(qui est un #’-Module inversible), on a Ny, . (#') =f (N, (#)) 2 un isomorphisme
canonique prés.

(6.5.5) Supposons désormais que (X, /) soit un préschéma. La donnée d’une
o/-Algebre quasi-cohérente %, qui est un /-Module de type fini équivaut alors, comme
on sait, a celle d’'un morphisme fini g: X'—>X tel que g (Ox )=, défini a un X-iso-
morphisme prés (6.1.2 et 1.3.1). En outre, se donner un 0y.-Module quasi-cohérent F’
équivaut a se donner un %-Module quasi-cohérent F tel que g (F')=F (1.4.3),
et pour que &' soit inversible, il faut et il suffit que & le soit (6.1.12). Pour traduire les
résultats précédents en termes du morphisme fini g, il faudra donc supposer, soit que
£,(0x) est un Ox-Module localement libre (de type fini), soit que (X, Ox) et g (Ox/) vérifient
Phypothese (II). Pour tout Ox.-Module inversible £, on posera alors

(6.5.5.1) Nx'/x(gl) = Ng,,(@xl)/@x(g.(gl))

et on dira que C’est la norme (relative a g) de &’. De méme, si &' : £;— &, est un homo-
morphisme de Ox.-Modules inversibles, on posera

(6.5.5.2) Nx/x (%) =Ng*((9xr)/(')x(g*(h/)) : Nyxx(£1) > Nxx (£3).

En particulier, pour %= 0., on obtient ainsi une application canonique
(6.5.5.3) NX’/X (X, 2 - I'(X, Nx'/x(gl))-

Nous laisserons au lecteur la plupart de ces traductions, et nous bornerons a
expliciter les suivantes : '

Proposition (6.5.6). — Soit g : X'—>X un morphisme fini, et supposons, soit que g (Ox)
est un Ox-Module localement libre, soit que (X, Ox) et g (Ox.) vérifient (11 bis) (ce qui sera le cas
en particulier lorsque X est localement noethérien et normal ). Pour qu’un homomorphisme b' : £{— £,
de Ox.-Modules inversibles soit un isomorphisme, il faut et il suffit, dans la premiére hypothése,
que Ny x (k") soit un isomorphisme; dans la seconde hypothése, cette condition est encore nécessaire,
et elle est suffisante lorsque I'homomorphisme g (Ox.) — g (Ox) @o R (X) est injectif.

On notera qu’on utilise ici le fait que, pour que g (A') soit un isomorphisme, il faut
et il suffit que %’ en soit un (1.4.2).

Corollaire (6.5.7). — Soit g:X'—>X un morphisme fini, et supposons, soit que
g.(0x) est un Ox-Module localement lLibre, soit que (X, Ox) et g (Ox) vérifient (11 bis)
et que g (0x)—> g*(ﬁx/)®ox9?(X) est injectif. Soient L' un Ox.-Module inversible, f' une
section de L' au-dessus de X', f=Nx. x(f’) la section de & =Ny, x(&’) au-dessus de X qui
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lui correspond (6.5.5.1). Alors on a g(X'—X|) =X—X, et X, est le plus grand ouvert U
de X tel que g='(U)cX].

En effet, g(X'—Xj/) est fermé dans X (6.1.10); il suffit donc de prouver la
derniére assertion. Or la relation UcX, équivaut au fait que ’homomorphisme
Ox|U—2|U défini par f|U est un isomorphisme. En vertu de (6.5.6), cela équivaut
a dire que ’homomorphisme Oy |g ' (U)—Z’|¢g (U) défini par f'|g7}(U) est un
isomorphisme, c’est-a-dire a la relation g~*(U)cXj.

Proposition (6.5.8). — Sotent g : X'—>X un morphisme fini, f:Y-—>X un morphisme;
soient Y' =Xy, & =8y, S =fx) de sorte que Uon a le diagramme commutatif

|

|
)
X(—’—Y

Ly

4

On suppose, soit que g (O.) est localement libre, soit que (X, O) et g (Ox.) vérifient (11), que Y
est un préschéma localement noethérien réduit, et que la restriction de f a toute composante irréductible
de Y est un morphisme dominant dans une composante irréductible de X. Alors, pour tout Ox.-Module
tnversible L', on a

Nyv (f(£") =f Nxx(£"))

a un isomorphisme canonique preés.

Notons que 'on a f*(g (&) =g/(f"(£’)) en vertude (1.5.2), et en particulier
2.(0y)=f"(g.(0x)); si g (0Ox) est localement libre, il en est donc de méme de g/(0y.).
La conclusion résulte alors des définitions et de (6.5.4).

Remarque (6.5.9). — Nous généraliserons ultérieurement la notion de norme
développée ci-dessus, et la mettrons en relation avec la notion d’image directe d’un
diviseur.

6.6. Application : critéres d’amplitude.

Proposition (6.6.x). — Soient Y un préschéma, f:X—Y un morphisme quasi-compact,
g : X'—=X un morphisme fini et surjectif. On suppose, soit que g (Ox.) est un Ox-Module localement
libre, soit que (X, Ox) et g (Ox) vérifient (11 bis). Alors, pour tout Ox.-Module inversible £,
ample pour fog, Nx x(&')=L est ample pour f.

On peut supposer Y affine (4.6.4), et alors, en vertu de (4.6.6), I’énoncé est
équivalent au

Corollaire (6.6.2). — Soient X un préschéma quasi-compact, g :X'—X un morphisme
JSini surjectif, tel que g (Ox.) soit un Ox-Module localement libre, ou que (X, UOx) et g (Ox.) vérifient
(IT bis). Alors, pour tout Ox.-Module ample L', £ =Ny, x(ZL") est ample.

Dans la seconde hypothése, on peut supposer en outre que ’homomorphisme
canonique g*(ﬁx,)eg*((UX,)®0X<@(X) est injectif. En effet, dans le cas contraire, soit I
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le noyau de cet homomorphisme, qui est un Idéal cohérent de g (Ox)=% (I,6.1.1), et
posons X''=Spec(#/Z); on a donc un diagramme commutatif

XII L XI
g’ \ pd [
X

ou 4 est une immersion fermée (1.4.10). En outre, on sait que le support de J est un
ensemble fermé (0, 5.2.2) rare dans X (I, 7.4.6), d’ot1 on conclut que pour le point géné-
rique x d’une composante irréductible de X, il y a un voisinage ouvert affine U de x tel
que #|U=(#/7)|U. Comme g est par hypotheése surjectif, on en conclut que xeg’'(X");
g’ est donc dominant, et étant un morphisme fini, il est surjectif (6.1.10); on a par défini-
tion g/(Ox.) Po, A(X) = (BT ) Do R(X) =g,(0x) P, Z(X), donc (X, Ox) et g (Ox.)
vérifient (IT bis), et en outre g/(Ox.) — g (Ox) ®o A(X) est injectif. Enfin, £'(L’) = 2"
est un Ox.-Module ample (4.6.13, (i 4is)), et on a Ny, x(L") =Ny x(Z’). En effet,
pour définir ces deux Oyx-Modules inversibles on peut utiliser un méme recouvrement
ouvert affine (U,) de X tel que les restrictions de g (£’) et g/(£") a U, soient respecti-
vement isomorphes a #|U, et (#/7)|U,. On voit aussitbt qu’a tout isomorphisme
M 1 8(Z")|U,—~Z|U, correspond canoniquement un isomorphisme
M &(L7) U~ (217) | U,

de sorte que, si (w,,) et (w;,) sont les 1-cocycles correspondant aux systémes d’isomor-
phismes (7,) et () (6.5.2), v, soit 'image canonique dans T'(U,nU,, #/7) de
0,,€I'(U,nU,, #). En vertu de la définition de .77, on en conclut que

Nﬂ/&i Wy, = N(ga/f)m w;\u
(avec & =0x), d’ou I’égalité énoncée.

Supposons donc I’homomorphisme g (O ) g, (Ox)®, «Z(X) injectif lorsqu’on
est dans ’hypothése (II bis). Il suffit de prouver que lorsque f parcourt les sections de
Z®" (n>0) au-dessus de X, les X, forment une base de la topologie de X (4.5.2). Or,
soit xeX, et soit U un voisinage quelconque de x; comme g~ *(x) est fini (6.1.7) et

que &’ est ample, il existe un entier >0 et une section f’ de £’®" au-dessus de X',
tels que X, soit un voisinage de g~ !(x) contenu dans ¢~*(U) (4.5.4). Comme
'g@n:Nx',x(gI@")

il suffit de prendre f=Ny,x(f’); en effet, alors X—X,=g¢(X'—X}) (6.5.7), donc
xeX, cU.

Corollaire (6.6.3). — Sous les hypothéses de (6.6.1), pour quw’un Ox-Module inversible ¥
soit ample pour f, il faut et il suffit que L'=g (L) soit ample pour fog.

La condition est nécessaire, puisque g est affine (5.1.12). Pour démontrer que la

condition est suffisante, on peut supposer Y affine (4.6.4), donc X et X’ quasi-compacts
et &' ample (4.6.6), et il faut montrer que % est ample. Or, ’ensemble des points
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xeX au voisinage desquels g (Ox.) (resp. g*(wx,)@)@XQ(X)) a un rang donné n dans
la premiére (resp. la seconde) hypothése, est a la fois ouvert et fermé dans X, donc X
est le préschéma somme d’un nombre fini de ces ouverts, et on peut par suite supposer
qu’il est égal & 'un d’eux (4.6.17). Mais on a alors Ny x(Z') =2%", donc £®" est
ample en vertu de (6.6.2), et il en est donc de méme de &£ (4.5.6).

Corollaire (6.6.4). — Supposons vérifies les hypothéses de (6.6.1) et supposons en outre
que f: XY soit de type fini. Alors, pour que f soit quasi-projectif, il faut et il suffit que fog le
soit. St on suppose de plus que Y est un schéma quasi-compact ou un préschéma dont Pespace sous-
Jacent est noethérien, alors, pour que f soit projectif, il faut et il suffit que fog le soit.

L’hypothése entraine que fog est de type fini. Compte tenu de la définition des
morphismes quasi-projectifs (5.3.1), la premiére assertion résulte de (6.6.1) et (6.6.3).
Compte tenu de ce résultat et de (5.5.3, (ii)), il reste & prouver que lorsque f est supposé
quasi-projectif, pour que f soit propre, il faut et il suffit que fog le soit. Or f est alors
séparé (5.3.1) et de type fini; comme g est surjectif, notre assertion résulte de (5.4.2, (ii))
et (5-4-3, (ii)).

En particulier :

Corollaire (6.6.5). — Sotent X un préschéma de type fini sur un corps K, K’ une extension
de degré fini de K. Pour que X soit projectif (rvesp. quasi-projectif) sur K, il faut et il suffit que
X' =X®¢K’ soit projectif (resp. quasi-projectif) sur K'.

La condition est en effet nécessaire (5.3.4, (i) et 5.5.5, (iii)). Inversement,
supposons-la vérifiée, et soit g : X'—>X la projection canonique. Il est clair que g est un
morphisme fini (6. 1.5, (iii)) et surjectif (I, 3.5.2, (ii)). En outre, g (0x.) estun Ox-Module
localement libre, étant isomorphe & Ox @K’ (1.5.2). Il résulte alors de ’hypothése et de
(6.1.11) et (5.5.5, (ii)) que X' est projectif (resp. quasi-projectif) sur K; on déduit
alors de (6.6.4) que X est projectif (resp. quasi-projectif) sur K.

Au chapitre V, nous montrerons que 1’énoncé (6.6.5) reste valable lorsque K’
est une extension quelcongque de K.

La fin de ce numéro est consacrée a la démonstration du critére (6.6.11), qui est
un raffinement assez technique de (6.6.1); elle peut étre omise en premiére lecture.

Lemme (6.6.6). — Soient X un préschéma noethérien réduit, & un Ox-Module cohérent
tel que cf@cyx@(X) sott un R(X)-Module localement libre de rang constant n. Il existe alors
un préschéma noethérien réduit Z. et un morphisme fini birationnel h:Z—>X ayant la propriété
suivante : les morphismes de faisceaux d’ensembles o; : Homy (&, &) —>R(X) (1<i<n)
(cf. (6.4.10)) appliquent Homy (&, &) dans la Ox-Algébre cohérente h (Oy).

Considérons en effet un ouvert affine U de X, d’anneau A(U)=A; soit
E=T(U, &), et soit C; la sous-algébre de R(U) engendrée par les o,(u) lorsque u
parcourt Hom,(E, E); on a vu (6.4.7.1) que cette A-algebre est de rang fini. En outre,
il est clair que la formation des algébres C; commute avec les opérations de restriction
d’un ouvert affine U & un ouvert affine U’'cU. On a donc défini ainsi une sous-Ox-
Algebre finie € de #(X) telle que I'(U, ¥)=Cy pour tout ouvert affine U de X. On
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prendra Z==Spec(%), et pour i le morphisme structural, qui est donc fini (6.1.2);
comme % est réduite, Z est un préschéma noethérien réduit (1.3.8). Enfin, ’anneau
total des fractions de Gy est R(U) par définition, et comme Cy est contenu dans la
fermeture intégrale de A(U) dans R(U), il y a correspondance biunivoque entre idéaux
premiers minimaux de A(U) et idéaux premiers minimaux de Cy ([13], t. I, p. 259),
ce qui prouve que £ est birationnel et achéve la démonstration.

Corollaire (6.6.7). — Sous les hypothéses de (6.6.6), soit W un ouvert de X tel que,
pour tout xeW, ou bien X est normal au point x, ou bien &, est un O,-Module libre. Alors on peut
supposer b défini de sorte que la restriction de h & h=*(W) soit un isomorphisme de h=*(W) sur W.

En effet, une ou l'autre hypothése entraine que si UcCW est un ouvert affine,
on a, avec les notations de (6.6.6), (s;()),€A, pour tout xeU (6.4.3), donc o;(u) €A,
et la conclusion résulte de la définition de 4 donnée dans (6.6.6).

(6.6.8) Soient X un préschéma noethérien réduit, g:X’'—>X un morphisme
fini surjectif, de sorte que % =g (0 ) est une Ox-Algebre cohérente; supposons en outre
que Q®QX%(X) soit un #(X)-Module localement libre de rang constant n. On peut alors
appliquer le lemme (6.6.6) en prenant & =%, d’ou, avec les notations de (6.6.6), un
homomorphisme de faisceaux de monoides multiplicatifs o, : #omo (%, B)—~>h (0,), et

en composant cet homomorphisme avec ’homomorphisme canonique B—>Homo (B, B)
(6.5.1), on obtient donc un homomorphisme de faisceaux de monoides multiplicatifs :

(6.6.8.1) N': B=g (0x)—>h (0) =%

Cela étant, pour tout Ox-Module inversible #’, g (£’) est un #-Module inver-
sible (6.1.12), et la méthode de (6.5.2) permet d’associer fonctoriellement & %’ un
%-Module inversible que nous noterons N'(g (£")).

Lemme (6.6.9). — Soient X un préschéma noethérien réduit, g :X'—>X un morphisme
fini surjectif tel que g*((OX,)®0X.%’(X) soit un X (X)-Module localement [ibre de rang constant.
1l existe alors un préschéma noethérien réduit Z. et un morphisme fini birationnel h : Z—X ayant
la propriété suivante : pour tout Ox.-Module ample L', le O,-Module inversible M tel que
h(#)=N'(g(Z")) (notations de (6.6.8)) est ample.

Supposons d’abord que I’homomorphisme @—x@@axe@(X) soit injectif. Définissons
Z et h comme dans (6.6.6) (avec & =g (Ox)). Soit zeZ; il faut montrer qu’il existe
un entier m>o0 et une section ¢ de #®™ au-dessus de Z telle que Z, soit un ouvert
affine contenant z (4.5.2). Soient x=#A(z), U un ouvert affine de X contenant x;
A~*(U) est alors un voisinage ouvert affine de z, et il suffira de trouver ¢ tel que
zeZ,ch~*(U), car Z, sera alors nécessairement affine (5.5.8). Il existe par hypothése un
entier n>0 et une section s’ de #'®" au-dessus de X’ telle que l’on ait

(6.6.9.1) g (x) Xl cg~H(U)

en vertu de (4.5.4). Par définition, s" est aussi une section de g (#’) au-dessus de X,
et il lui correspond comme dans (6.5.2) une section s=N’(s") de N'(g (£")) au-dessus
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de X. Nous allons voir que si ¢ est la section s considérée comme section de .# au-dessus
de Z, t répond a la question. Posons en effet

(6.6.9.2) V=X—g(X'—X.)

qui est un ouvert de X contenant x et contenu dans U, en vertu de (6.6.9.1) et (6.1.10).
Nous allons montrer que 'on a

(6.6.9.3) h=Y(V)cZ,ch~}(U),

ce qui achévera la démonstration. Il revient au méme de dire que I’ensemble T des
yeX tels que s, soit inversible, contient V et est contenu dans U. Pour cela, considérons
d’abord un ouvert affine W contenu dans V; g=*(W) est ouvert affine dans X’ et en
vertu de (6.6.9.2), s, est inversible pour tout y’eg”*(W); en vertu des hypotheses
sur X et #, on peut appliquer les résultats de (6.4.7) et on voit que si y=g()’), s, est
inversible, autrement dit VcT. D’autre part, il résulte aussi de (6.4.7) que, inverse-
ment, si 5, est inversible, il en est de méme de s, ce qui implique y'eg~(U) par (6.6.9.1)
et par suite yeU, d’ou TcU dans ce cas.

On passe de la au cas général par le méme raisonnement que dans (6.6.2),
remplacant X’ par X'’ tel que g;(@x,.)»g;wx,,)@c,x.%()() soit injectif, et &£’ par un
Ox.-Module ample £ tel que N'(g (&) =N'(gi(£")). Le lemme (6.6.9) est donc
démontré dans tous les cas (avec un choix convenable de £).

Corollaire (6.6.10). — Supposons vérifies les hypothéses de (6.6.9); pour tout Ox-Module
inversible L tel que g’ (L) soit ample, k'(L) est ample.

En effet, si on pose #'=g' (&), onaalors g (&)= $®@X§é’ (0, 5.4.10), donc

N'(,(Z£") = (LB 6)°"
(par le méme raisonnement que pour (6.5.2.4)). On en conclut que Pona # = (h'(Z))®",
et comme # est ample, il en est de méme de 4'(%) (4.5.6).

Proposition (6.6.1x). — Sotent Y un schéma affine, X un préschéma noethérien réduit,
f:X—>Y un morphisme quasi-compact, g:X'—~X un morphisme fini surjectif. Soit W une
partie ouverte de X telle que, pour tout xeW, ou bien X est normal au point x, ou bien il existe
un voisinage ouvert TCW de x tel que (g (Ox)|T soit un (Ox|T)-Module localement libre.
1l existe alors un Y-préschéma réduit Z et un Y-morphisme fini et birationnel h:Z—>X tel que
la restriction de h & h—*(W) soit un isomorphisme h=*(W) W et qui posséde la propriété suivante :
pour tout Ox-Module inversible L tel que g’ (F) soit ample relativement & fog, h'(L) est ample
relativement & foh.

Comme Y est affine, g’ () est ample, et il s’agit alors de prouver que pour un choix
convenable de &, h'(£) est ample (4.6.6). Nous allons voir qu’on peut remplacer g par
un morphisme fini surjectif g’ : X"~ X tel que g” (&) soit ample et que g (Ox.) o, Z(X)
soit un #(X)-Module localement libre de rang constant; on sera alors ramené aux conditions
de (6.6.10) et la proposition sera démontrée.

Pour cela, soit # =g (0x); désignons par X; (1<:<n) les sous-préschémas
fermés réduits de X qui ont pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles
de X (I, 5.2.1); ils sont intégres par hypotheése. Soient X! le sous-préschéma fermé
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g7 4X,;) de X', g;: X!—-X,; le morphisme g restreint & X/, qui est fini (6.1.5, (iii)) et
surjectif; soit £; le rang de la Ox -Algebre %;=(g;),(0x;). Comme .%@)@X‘,@(Xi) est un
préfaisceau constant (I, 7.3.5), le rang £; est aussi le rang de la (0X{U):Algébre #|U
pour tout ouvert U de X ne rencontrant que la seule composante irréductible X;. Si T
est un ensemble ouvert dans X tel que #|T soit isomorphe a 0%|T, il résulte de la
remarque précédente que les nombres £; sont égaux a m pour tous les indices ¢ tels que
TnX,+d. Soit alors U I'ouvert de X formé des points au voisinage desquels & est un
Ox-Module localement libre, et soient U; (1<j<s) ses composantes connexes, qui sont
ouvertes dans X et en nombre fini (puisque U est noethérien) ; désignons par V; le sous-
préschéma fermé de X', adhérence du sous-préschéma induit sur Pouvert g~'(U))
(I, 9.5.11). D’aprés ce qui précede, pour tous les indices i tels que X;nU; + 0, lesrangs k;
sont tous égaux a un méme entier m;; on notera d’ailleurs qu'un méme X; ne peut
rencontrer deux U; d’indices distincts. Soient ¢, les indices ¢ tels que X;nU=0. Consi-
dérons le produit £ de tous les &;, posons n;=k/k;, et soit X'’ le préschéma défini comme
suit. Pour chaque j (1<j<s), on considére k/m; préschémas isomorphes a V;, et pour
chaque 2, k[k, =n, préschémas isomorphes a X;; X" est la somme de tous ces pré-
schémas. On définit un morphisme g” : X""—X’, se réduisant a I’injection canonique
dans chacun des sommandes de X'’; il est clair que g’’ est un morphisme fini dominant,
donc surjectif (puisqu’un morphisme fini est fermé (6.1.10)); posons g'=gog’’, qui est
un morphisme fini surjectif X”—X; on a g"(&Z)=g"(¢'(¥)), donc g" (&) est un
Ox.-Module ample (5.1.12). Il est clair alors que pour ce nouveay préschéma X",
les rangs définis comme les &; pour X’ sont tous égaux a@ k; compte tenu de (I, 7.3.3),
on en conclut aussitét que pour tout ouvert affine T de X, (g/(0x) ®@x.@(X))|T est
un (#(X)|T)-Module isomorphe a (% (X)|T)".

Corollaire (6.6.1x2). — S%, dans I’énoncé de (6.6.11), on a W =X, alors pour qu’un
Ox-Module inversible L soit ample relativement a f, il faut et il suffit que g (L) soit ample relati-
vement a fog.

Remarque (6.6.13). — Au chapitre 1II, nous verrons que si Y est noethérien, f de
type fini, et si la restriction de f au sous-préschéma fermé réduit de X ayant X—W
pour espace sous-jacent est propre, alors la conclusion de (6.6.12) est encore valable.
Mais nous donnerons au chapitre V des exemples de schémas algébriques X sur un
corps K (le morphisme structural X—Spec(K) n’étant pas propre) dont le normalisé X’
est quasi-affine, mais qui n’est pas quasi-affine (de sorte que @y n’est pas ample, bien
que Oy le soit (5.1.2) et que le morphisme X’'—X soit fini surjectif (6.3.10)). Nous
allons voir au numéro suivant que cette circonstance ne peut se produire lorsqu’on
remplace « quasi-affine » par « affine ».

6.7. Le théoréme de Chevalley.

Nous allons établir (2 I’aide du critére de Serre (5.2.1)) le théoréme suivant,
qui a été démontré par C. Chevalley par d’autres méthodes, dans le cas des schémas
algébriques.
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Théoréme (6.7.1). — Sotent X un schéma affine, Y un préschéma noethérien, f: XY
un morphisme fini surjectif. Alors Y est un schéma affine.

Il est clair que f,,q: X, q—>Y,q est fini (6.1.5, (vi)); comme X, est un schéma
affine, et qu’il revient au méme de dire que Y est affine ou que Y, est affine, puisque Y
est noethérien (I, 6.1.7), on voit qu’on peut supposer Y réduit. Pour toute partie fermée Y’
de Y, il y a alors un seul sous-préschéma réduit de Y ayant Y’ comme espace sous-
jacent (I, 5.1.2); son image réciproque f~'(Y’), canoniquement isomorphe 3 X x,Y’
(I, 4.4.1), est affine comme sous-préschéma fermé de X, et la restriction de fa f~*(Y"),
qui s’identifie & fXyIy, est un morphisme fini surjectif (6.1.5, (iii)). En vertu du
principe de récurrence noethérienne (0, 2.2.2), on peut donc (compte tenu de (I, 6.1.%))
se ramener a démontrer le théoréme sous I’hypothése que pour toute partie fermée Y'+Y,
tout sous-préschéma fermé de Y ayant Y’ pour espace sous-jacent est affine. On en conclut
que, pour tout Oy-Module cohérent F dont le support (fermé) Z est distinct de Y, on a H(Y, F)=o.
En effet, il existe un sous-préschéma fermé Y’ de Y ayant Z pour espace sous-jacent et
tel que, si j:Y'—Y est injection canonique, on ait % =j (7 (%)) (I, 9.3.5); par
suite (5.2.3), H (Y, #)=H Y",j(¥)) =0 dapres (I, 5.1.9.2).

Supposons d’abord que Y ne soit pas irréductible, et soient Y’ une composante
irréductible de Y, et Y’=Y—Y’; on désignera encore par Y’ le sous-préschéma fermé
réduit de Y ayant Y’ pour espace sous-jacent, et par j l'injection canonique Y’'—Y.
Soit % un Oy-Module cohérent, et considérons I’homomorphisme canonique

0 F>F =] (j(F))

(0, 4.4.3); F' est un Oy-Module cohérent en vertu de (0, 5.3.10) et (0, 5.3.12),caron a
J,(0y) =0y| #, en désignant par ¢ le faisceau d’idéaux de Oy définissant le sous-
préschéma Y'. Par suite ¥=Kerp et & =Imp sont aussi des Oy-Modules cohérents
(0, 5.3.4); or par définition la fibre #, de #’ au point générique y de Y’ est égale a F,
car y est intérieur a Y’ et on a donc ¢, =o0, puisque Y est réduit. On en conclut que y
n’est pas contenu dans le support (fermé) de ¢; par ailleurs, le support de &' (et a_fortior:
celui de ") est contenu dans Y'; autrement dit les supports de ¢ et de £ sont distincts
de Y. On en déduit que HY (Y, %) =HYY,#")=o0, et la suite exacte de cohomologie
appliquée a la suite exacte 0—>%—>F —X —o0 montre que H'(Y, #)=o0. On conclut
alors par le critére de Serre (5.2.1).

Supposons donc Y irréductible, et par suite intégre. On peut aussi supposer que X
est intégre : en effet, si on désigne par X, les sous-préschémas fermés réduits de X ayant
pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles de X (I, 5.2.1) et par g; la restric-
tion de g 2 X;, un des g; au moins est dominant, et comme c’est un morphisme fini (6.1.5),
il est surjectif (6.1.10); comme d’autre part X; est un schéma affine, on voit qu’on peut
remplacer X par X; dans I’énoncé.

Lemme (6.7.x.1). — Sotent X, Y deux préschémas intégres noethériens, x (resp. y) le
point générique de X (resp. Y), f: X—>Y un morphisme fini surjectif. Soit & un Ox-Module

inversible tel qu’il existe un voisinage ouvert affine U de y et une section gel'(X, &) pour lesquels
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xeX,cf "Y(U). Alors il existe deux entiers m>o0, n>o, un homomorphisme u : Oy—f (L")
et un voisinage ouvert V de y tels que la restriction u|V soit un isomorphisme de O%|V sur f(L®")|V.
Soient C anneau (intégre) de U, k=0, son corps des fractions : comme f est fini,
U'=f"(U) est affine (1.3.2); soit D son anneau (intégre) de corps des fractions K =0, ;
par hypothése D est un C-module de type fini (6.1.4), donc K est une extension de rang
fini de k. La fibre f~'(y)=XxySpec(k(y))=XXySpec(d,) s’identifie a2 Spec(K)
(I,3.6.6); soient s5; (1<i<m) des éléments de D formant une base de K sur £. Il existe
n>o tel que les sections (5;]X,)g®" de £®" au-dessus de X, se prolongent en sections
b, (1<i<m) de £®" au-dessus de X (I, 9.3.1). Les b, sont aussi par définition des
sections de / {#®") au-dessus de Y et définissent donc un homomorphisme u : O3—.f, (")
(0, 5.1.1); nous allons voir que u répond 2 la question. On a Z®"|U’ =1\7f, ou M est
un D-module de type fini, donc si ¢ est 'injection C—D correspondant au morphisme
S7Y(U)—>U restriction de f, M, est un C-module de type fini; par suite

f,,($®") l U= (M[q;])N
(I, 1.6.3) est cohérent et comme U est un ouvert affine quelconque de Y, f,(£®") est

cohérent; en outre u]U=f6J, ou 6 est un C-homomorphisme C"—>My,, et u,=6,
est ’homomorphisme 0®1 : K"=C"®K—->M,®K; or ce dernier est par définition
un isomorphisme, car les (b;), forment une base de M,;®K sur £, g, étant par hypothese
un générateur de (F®"),. On en conclut que les supports des Oy-Modules Ker u et
Coker z ne contiennent pas y; comme ces Oy-Modules sont cohérents (0, 5.3.3), leurs
supports sont fermés (0, 5.2.2), d’ou le lemme.

Cela étant, les hypothéses du lemme (6.7.1.1) sont remplies dans le cas que
nous considérons en prenant % =0y, puisque X est affine (I, 1.1.10); nous poserons
A =0y, B=f (0x). En vertu du critére de Serre (5.2.1.1), il suffit de prouver que pour
tout Oy-Module cohérent &, on a HYY, #)=o0; il suffit méme de le prouver lorsque
ZF cly, ce qui entraine que # est sans.torsion puisque Y est intégre; en fait nous allons
montrer que HY(Y, #)=o0 pour fout Oy-Module cohérent sans torsion . Or, ’homo-
morphisme u : &/"—>% définit un homomorphisme

v:YG=Homy (B, F) > Homy (A", F)=F".
Montrons d’abord que v est injectif : par hypothése J = Coker u a un support ne
rencontrant pas V, donc est un Oy-Module de torsion (I, 7.4.6); la suite exacte

A" BT -0

N

donne, par exactitude & gauche du foncteur #om,,, la suite exacte
o—~>Hom (T, ,97)—99—0»97"’

Mais comme & est sans torsion,ona #om (7, F)=o0 (0,5.2.6), d’ou notre asser-
tion. On a donc la suite exacte
0—>%—>%"—Coker v—>o0
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ou % et Coker v sont des Oy-Modules cohérents (0, 5.3.4 et 5.3.5); en vertu de la suite
exacte de cohomologie, il suffira de montrer que HY(Y, ¥) =H'(Y, Coker v) =0 pour
en déduire HY(Y, ™) = H Y, #))"=o, et par suite H Y, #)=o0. Or la restric-
tion v|V est un isomorphisme, donc le support de Cokerv est distinct de Y, d’ou
H'(Y, Coker v) =0 par ’hypothése du début. D’autre part, ¢ est un %#-Module cohérent
(I, 9.6.4); comme X est affine au-dessus de Y, il existe un Ox-Module quasi-cohérent ¢~
tel que ¥ soit isomorphe a f (#") (1.4.3); comme X est affine, on a HYX,#)=o0
(I, 5.1.9.2), donc aussi HY(Y, ) =0 par (5.2.3), ce qui achéve la démonstration du
théoréme (6.7.1).

Corollaire (6.7.2). — Soient X un préschéma noethérien, (X)), i<, un recouvrement fini
de Pespace X formé d’ensembles fermés. Pour que X soit affine, il faut et il suffit que pour chaque i,
il existe un sous-préschéma fermé de X, ayant X, pour espace sous-jacent et qui soit affine.

En effet, s’il en est ainsi, soit X’ le schéma somme des X;; il est clair que X' est
affine, et on définit un morphisme surjectif f: X'—>X en prenant pour restriction de f
a X, l'injection canonique. Tout revient a vérifier que f est fini, en vertu de (6.7.1), et
cela a été vu en (6.1.5).

Corollaire (6.7.3). — Pour qu’un préschéma noethérien X soit affine il faut et il suffit que
les sous-préschémas fermés réduits ayant pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles de X
sotent affines.

§ 7. CRITERES VALUATIFS

Nous donnons dans ce paragraphe des critéres valuatifs de séparation et de
propreté pour un morphisme, c’est-a-dire des critéres qui font intervenir un schéma
auxiliaire variable de la forme Spec(A), ou A est un anneau de valuation. Moyennant
des hypothéses « noethériennes » convenables, on peut dans ces critéres se restreindre
au cas ou A est un anneau de valuation discréfe. Ce sera sans doute le seul cas que nous
aurons a appliquer par la suite, et nous n’avons introduit les anneaux de valuation
quelconques, dans le cas général, que pour faire le lien avec des développements
classiques.

7.1. Rappels sur les anneaux de valuation.

(7.1.1) Parmi les diverses propriétés équivalentes qui caractérisent les anneaux
de valuation, nous utiliserons la suivante : un anneau A est dit anneau de valuation si c’est
un anneau intégre qui n’est pas un corps, et si, dans 'ensemble des anneaux locaux
contenus dans le corps des fractions K de A et distincts de K, A est maximal pour la
relation de domination (I, 8.1.1). Rappelons qu’un anneau de valuation est intégralement
clos. Si A est un anneau de valuation, A, est aussi un anneau de valuation pour tout
idéal premier p+o0 de A.

(7.x.2) Soient K un corps, A un sous-anneau local de K qui n’est pas un corps;
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il existe alors un anneau de valuation ayant K pour corps des fractions et qui domine A
([1], p. 1-07, lemme 2).

D’autre part, soient B un anneau de valuation, £ son corps des restes, K son corps
des fractions, L une extension de £. Alors il existe un anneau de valuation complet C qui
domine B et dont le corps des restes est L. En effet, L est extension algébrique d’une
extension transcendante pure L’'=k(T,),cy; on sait qu’on peut prolonger la valuation
de K correspondant a B & une valuation de K'=K(T,),cy de sorte que L’ soit le corps
des restes de cette valuation ([24], p. 98); remplacant B par le complété de I’anneau
de cette valuation prolongée, on voit qu'on peut se limiter au cas ou B est complet
et L est une cléture algébrique de k. Si K est une cléture algébrique de K, on peut alors
prolonger 3 K la valuation qui définit B, et le corps des restes correspondant est une
cloture algébrique de £, comme on le voit en relevant dans K les coefficients d’un
polynéme unitaire de £[T]. On est donc finalement ramené au cas ot L=#% et il suffit
alors de prendre pour C le complété de B pour répondre a la question.

(7.-1.3) Soient K un corps, A un sous-anneau de K; la fermeture intégrale A’
de A dans K est 'intersection des anneaux de valuation contenant A et ayant K pour
corps des fractions ([11], p. 51, th. 2). La proposition (7.1.2) s’exprime sous la forme
géométrique équivalente :

Proposition (7.x.4). — Soient Y un préschéma, p: X—Y un morphisme, x un point
de X, y=p(x), 9" %y une spécialisation (0, 2.1.2) de y. Il existe alors un schéma local Y', spectre
d’un anneau de valuation, et un morphisme séparé f:Y'—>Y tel que, si a désigne Punique point
JSermé de X' et b le point générique de Y', on ait f(a) =y et f(b) =y. On peut en outre supposer
vérifide Pune des deux propriétés additionnelles suivantes :

(1) Y’ est le spectre d’un anneau de valuation complet dont le corps des restes est algébrique-
ment clos, et il existe un k(y)-homomorphisme k(x)—k(b).

(i) 1l existe un k(p)-isomorphisme k(x)S k().

Soit Y, le sous-préschéma fermé réduit de Y ayant 5} comme espace sous-jacent
(I, 5.2.1), et soit X, le sous-préschéma fermé image réciproque p~*(Y,); comme _y'e{}_}
par hypothése et que k(x) est le méme dans X et dans X,, on peut supposer Y intégre,
de point générique y; 0, est alors un anneau local intégre qui n’est pas un corps, et
dont le corps des fractions est 0,=Ek(y), et k(x) est une extension de k(y). Pour
réaliser les conditions f(a)=y" et f(b)=y ainsi que la condition additionnelle (i)
(resp. (ii)), on prendra Y’=Spec(A’), ot A’ est un anneau de valuation dominant @, et
qui est complet et a un corps des restes algébriquement clos extension de k(x) (resp. un
anneau de valuation A’ dominant @, et dont k(x) est le corps des fractions) ; ’existence
de A’ est garantie par (7.1.2).

(7.1.5) Rappelons qu'un anneau local A est dit de dimension 1 s’il existe un
idéal premier distinct de 'idéal maximal m, et si tout idéal premier de A distinct de m est
un idéal premier minimal ; lorsque A est intégre, il revient au méme de dire que m et (o) sont
les seuls idéaux premiers et m= (0); autrement dit, Y =Spec(A) est réduit a deux
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points a, b : a est 'unique point fermé,on a j,=m et k(a) =k est le corps résiduel k= A/m;
b est le point générique de Y, j,=(0), Pensemble {4} étant 'unique ensemble ouvert
de Y distinct de ¥ et de Y (ensemble ouvert qui est donc partout dense), et k(b) =K est
le corps des fractions de A. '

(7-1.6) Pour un anneau local A, noethérien et de dimension I, on sait que les
conditions suivantes sont équivalentes ([1], p. 2-08 et 17-01) : a) A est normal; b) A est
régulier; ¢) A est un anneau de valuation; en outre, A est alors un anneau de valuation
discréte. Les prop. (7.1.2) et (7.1.3) ont alors les analogues suivants pour les anneaux
de valuation discréte :

Proposition (77.x.7). — Sotent A un anneau local intégre noethérien qui n’est pas un corps,
K son corps des fractions, L. une extension de type fini de K; il existe alors un anneau de valuation
discréte ayant L pour corps des fractions et dominant A.

Supposons d’abord L =K. Soient m I’idéal maximal de A, (%, ..., x,) unsystéme
de générateurs non nuls de m, B le sous-anneau A[x,/x,, . . ., /%] de K, qui est noethérien.
Il est immédiat que 'idéal mB de B est identique a I’idéal principal x,B; si p est un idéal
premier minimal de x,B, on sait que p est de rang 1 ([13], t. I, p. 277); autrement dit
B, est un anneau local noethérien de dimension 1; il est clair que pB,nA estun idéal de A
contenant ™ et ne contenant pas 1, donc égal a m, et par suite B, domine A (I, 8.1.1).
Il résulte du th. de Krull-Akizuki ([25], p. 293) que la cléture intégrale C de B, est un
anneau noethérien (bien que C ne soit pas nécessairement un B,-module de type fini);
si 1t est un idéal maximal de C, G, est un anneau local noethérien normal de dimension 1
([25], p- 295), donc un anneau de valuation discréte, qui domine B, et a fortior: A.

Si maintenant L est une extension de type fini de K, on peut, d’apres ce qui
précéde, se limiter au cas ou A est déja un anneau de valuation discréte. Soit w une
valuation de K associée & Aj; il existe une valuation discréte w’ de L qui prolonge w : on
se raméne en effet par récurrence sur le nombre de générateurs de L au cas ot L=K(«),
et alors la proposition est classique ([24], p. 106).

Corollaire (77.1.8). — Soient A un anneau intégre noethérien, X son corps des fractions,
L une extension de type fini de K. Alors la fermeture intégrale de A dans L est Pintersection des
anneaux de valuation discréte ayant L pour corps des fractions et contenant A.

En effet, un tel anneau de valuation discréte, étant normal, contient a fortior:
tout élément de L entier sur A. Il suffit donc de prouver que si x€L n’est pas entier
sur A, il existe un anneau de valuation discréte C ayant L pour corps des fractions,
contenant A et ne contenant pas x. L’hypotheése sur x signifie en effet que I'on a
x¢B=A[1/x], autrement dit 1/x n’est pas inversible dans ’anneau noethérien B. Il y a
donc un idéal premier p de B contenant 1/r. L’anneau local intégre B, est noethérien
et contenu dans L, qui est une extension de type fini du corps des fractions de B, (ce
dernier contenant K). En vertu de (7.1.7), il y a donc un anneau de valuation discréte C,
dominant B, et ayant L pour corps des fractions; comme 1/xepB, appartient a Iidéal
maximal de C, on a x¢C, ce qui conclut la démonstration.

La forme géométrique de (7.1.7) est la suivante :
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Proposition (7.x.9). — Soient Y un préschéma localement noethérien, p: X—Y un
morphisme localement de type fini, x un point de X, y=p(x), y' £y une spécialisation de y. 1l existe
alors un schéma local Y', spectre d’un anneau de valuation discréte, un morphisme séparé f:Y'—Y
et une Y-application rationnelle g de Y' dans X, tels que, si a désigne le point fermé de Y’ et b son
point générique, on ait f(a) =y, f(b) =y, g(b) ==x, et que dans le diagramme commutatif

k(x)

(7.x.9.1) t// Tn
k(b) < k()

¢

(ot 7, @, v sont les homomorphismes correspondant respectivement & p, f et g), v soit une bijection.

Comme dans (7.1.4), on peut se ramener au cas ou Y est intégre de point géné-
rique y (compte tenu de (I, 6.3.4, (iv))) et comme la question est locale sur X et Y,
on peut supposer p de type fini; on est alors dans la situation de (7.1.4), avec la propriété
supplémentaire que k(x) est une extension de type fini de k(y) (I, 6.4.11) et que O, est
noethérien; cela permet d’appliquer (7.1.7) et de prendre Y’=Spec(A’), ol A’ est
un anneau de valuation discréte dominant ¢, et dont k(x) est le corps des fractions.
On a donc ainsi défini un diagramme commutatif (7.1.9.1), ol ¥y est une bijection,
et et ¢ correspondent aux morphismes p et f. En outre, comme X et Y sont localement
noethériens (I, 6.6.2) et que Y’ est integre, il y a une Y-application rationnelle g et une
seule de Y’ dans X a laquelle correspond I'isomorphisme y (I, 7.1.15), ce qui achéve
la démonstration.

7.2. Critére valuatif de séparation.

Proposition (7.2.1). — Sotent X, Y deux préschémas, f:X—>Y wun morphisme quasi-
compact. Les deux conditions sutvantes sont équivalentes :

a) Le morphisme f est fermé.

b) Pour tout xeX et toute spécialisation y' de y=f(x), distincte de y, il existe une spécia-
lisation x' de x telle que f(x') =x. L

La condition 4) exprime que f({x}) ={7} et est donc conséquence de a). Pour
montrer que b) entraine a), considérons une partie fermée X’ de I’espace sous-jacent X;

soit Y'=f(X') et montrons que Y'=f(X'). Considérons les sous-préschémas fermés
réduits de X et Y respectivement ayant pour espaces sous-jacents X' et Y’ (I, 5.2.1);
il y a alors un morphisme f’:X’'—Y’ tel que le diagramme

XI _ﬂ) YI

soit commutatif (I, 5.2.2), et comme f est quasi-compact, il en est de méme de f’. On

est donc ramené a prouver que si f est un morphisme quasi-compact et dominant, alors la
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condition 4) implique que f(X)=Y. Or, soit»’ un pointde Y et soit y le point générique
d’une composante irréductible de Y contenant y’; en vertu de &), il suffit de montrer
que f () n’est pas vide. Mais on sait que cette propriété est conséquence du fait que f
est dominant et quasi-compact (I, 6.6.5).

Corollaire (7.2.2). — Soit f:X—>Y wun morphisme d’immersion quasi-compact. Pour
que lespace sous-jacent X soit fermé dans Y, il faut et il suffit qu’il contienne toute spécialisation
(dans Y) de chacun de ses points. ,

Proposition (7.2.3). — Soient Y un préschéma (resp. un préschéma localement noethérien),
f:X—=>Y un morphisme (resp. un morphisme localement de type fini). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) f est séparé.

b) Le morphisme diagonal X—>XXyX est quasi-compact, et pour tout Y-préschéma de
la forme Y’ =Spec(A), ot A est un anneau de valuation (resp. un anneau de valuation discréte),
deux Y-morphismes de X' dans X qui coincident au point générique de Y' sont égaux.

c) Le morphisme diagonal X—>X XX est quasi-compact, et pour tout Y-préschéma de la
forme Y'=Spec(A), ot A est un anneau de valuation (resp. un anneau de valuation discréte),
deux Y'-sections de X' =Xy, qui coincident au point générique de Y’ sont égales.

L’équivalence de ) et de ¢) résulte de la correspondance biunivoque entre
Y-morphismes de Y’ dans X et Y'-sections de X' (I, 3.8.14). Si X est séparé sur Y,
la condition b) est vérifiée en vertu de (I, 7.2.2.1), puisque Y’ est inteégre. Il reste a
prouver que &) entraine que le morphisme diagonal A : X—+XXxyX est fermé, et il
revient au méme de montrer qu’il vérifie le critére de (7.2.2). Or, soit z un point de la
diagonale A(X), z'#z une spécialisation de z dans X XyX. II existe alors (7.1.4)
un anneau de valuation A et un morphisme f de Y’'=Spec(A) dags X XxyX, qui
applique le point fermé a de Y’ sur 2’ et le point générique b de Y’ sur z; ce morphisme
fait de Y’ un (X XyX)-préschéma, et a fortior: un Y-préschéma. Si on compose avec f
les deux projections de X XyX, on obtient deux Y-morphismes g;, g, de Y’ dans X,
qui par hypothese coincident au point 4; ils sont donc égaux a un méme morphisme g,
ce qui signifie (I, 5.3.1) que f se factorise en f=Aog, et par suite z'€A(X). Lorsqu’on
suppose Y localement noethérien et f localement de type fini, X XyX est localement
noethérien (I, 6.6.7); on peut alors reprendre le raisonnement précédent en y supposant
que A est un anneau de valuation discrete, en vertu de (7.1.9).

Remarques (7.2.4). — (i) L’hypothése que le morphisme A est quasi-compact
est toujours vérifiée lorsque Y est localement noethérien et f localement de type fini,
car XXyX est alors localement noethérien (I, 6.6.4, (i)). Dans le cas général, elle
signifie aussi que pour tout recouvrement (U,) de X par des ouverts affines, les ensembles
U,nU, sont guasi-compacts.

(ii) Pour que fsoit séparé, il suffit que la condition &) ou la condition ¢) soit vérifiée
pour un anneau de valuation A qui est complet et dont le corps des restes est algébriquement
clos; cela résulte en effet de la démonstration de (7.2.3) et de (7.1.4).
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7.3. Critére valuatif de propreté.

Proposition (77.3.x). — Sotent A un anneau de valuation, Y = Spec(A), b le point générique
de Y, X un schéma intégre, f: X—Y un morphisme fermé tel que f~(b) se réduise a un point x
et que I’ homomorphisme correspondant k(b)—k(x) soit bijectif. Alors f est un isomorphisme.

Comme f est fermé et dominant, on a f(X)=Y; il suffit (I, 4.2.2) de prouver
que pour tout y'#b dans Y, il existe un seul point x’ tel que f(x')=)" et que ’homo-
morphisme correspondant ¢,—0,, soit bijectif, car f sera alors un homéomorphisme.
Or,si f(x') =)', 0, est un anneau local contenu dans K =Fk(x) =k(b) et dominant 0, ;
ce dernier est ’anneau local A, donc est un anneau de valuation (7.1.1) ayant K pour
corps des fractions. Par ailleurs on a 0, & K puisque x’ n’est pas le point générique de X
(0, 2.1.3); on en conclut que ¢, =0@,. Comme X est un schéma intégre, la relation
0,=0,. entraine x'=x"" (I, 8.2.2), ce qui achéve la démonstration.

(7.3.2) Soient A un anneau de valuation, Y =Spec(A), b le point générique de Y,
de sorte que @, =Fk(b) est égal & K, corps des fractions de A; soit f: X—Y un mor-
phisme. On sait (I, 7.1.4) que les Y-sections rationnelles de X sont en correspondance
biunivoque avec les germes de Y-sections (définies dans des voisinages de §) au point b,
d’olt une application canonique

(7.3.2.1) (X/Y) — T(f7*(b)[Spec(K))

les éléments de I'( f~1(4)/Spec(K)) s’identifiant d’ailleurs, par définition (I, 3.4.5) aux
points de f~1(b) = X®, K rationnels sur K. Lorsque f est séparé, il résulte de (I, 5.4.7) que
P’application (7.3.2.1) est injective, puisque Y est un schéma integre.

Composant (7.8.2.1) avec I’application canonique I'(X/Y)—T',(X/Y) (I, 7.1.2),
on obtient une application canonique

(7-3.2.2) D(X/[Y) = T(f~}(b)/Spec(K)).

Lorsque f est séparé, cette application est encore injective (I, 5.4.7).

Proposition (7.3.3). Sotent A un anneau de valuation de corps des fractions K,
Y =Spec(A), b le point générique de Y, f:X—->Y un morphisme séparé et fermé. Alors
Papplication canonique (7.3.2.2) est bijective (ce qui revient a dire qu’elle est surjective et
entraine que les Y-sections rationnelles de X sont partout définies).

Soit donc x un point de f~(b), rationnel sur K. Comme f est séparé, il en est de
méme du morphisme f~!(4)—Spec(K) correspondant a f (I, 5.5.1, (iv)), et toute
section de f~!(b) étant une immersion fermée (I, 5.4.6), {x} est fermé dans f~'(b).
Considérons le sous-préschéma fermé réduit X’ de X ayant pour espace sous-jacent

Padhérence {x} de {x} dans X. 1l est clair que la restriction de f & X’ vérifie les hypo-
théses de (7.3.1), donc est un isomorphisme de X' sur Y, dont 'isomorphisme réciproque
est la Y-section de X cherchée.

(7-3-4) Pour énoncer les deux résultats suivants, nous nous servirons d’une
terminologie qui sera justifiée et discutée dans le chapitre IV : si F est une partie
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d’un préschéma Y, on appelle codimension de F dans Y et on note codimyF la borne
inférieure des entiers dim(0@,), ou z parcourt F.

Corollaire (77.3.5). — Soient Y un préschéma localement noethérien réduit, N [ensemble
des points yeY on Y n’est pasrégulier (0, 4.1 .4); on suppose que codimyN=2. Soit f: X—>Y
un morphisme de type fini, séparé et fermé et soit g une Y-section rationnelle de X; si Y' est
Pensemble des points de Y o g n’est pas définie (ensemble qui est fermé (I, 7.2.1)) on a
codimyY'>2.

I1 suffit de prouver que g est définie en tout point zeY tel que dim ¢,<1. Si
dim 0,=o0, z est point générique d’une composante irréductible de Y (I, 1.1.14), donc
appartient a tout ouvert partout dense de Y, et en particulier au domaine de définition
de g. Supposons donc que dim 0,=1; 0, est alors par hypothése un anneau local
noethérien régulier, donc (7.1.6) un anneau de valuation discréte. Soit Z = Spec(0,);
comme U=Y—Y' est partout dense, UnZ n’est pas vide (I, 2.4.2); soit g’ ’appli-
cation rationnelle de Z dans X induite par g (I, 7.2.8); il suffit de montrer que g’ est
un morphisme (I, 7.2.9). Or, g’ peut étre considérée comme une Z-section rationnelle
du Z-préschéma f~1(Z) =X xyZ; il est clair que le morphisme f~!(Z)—Z correspon-
dant & f est fermé, et il résulte de (I, 5.5.1, (i)) qu’il est séparé; on conclut alors de
(7.3.3) que g’ est partout définie; comme Z est réduit et X séparé sur Y, g’ est un
morphisme (I, 7.2.2).

Corollaire (77.3.6). — Soient S un préschéma localement noethérien, X et Y deux S-préschémas;
on suppose Y réduit, et en outre que I’ensemble N des points yeY on Y n’est pas régulier soit tel que
codimyN>2; on suppose enfin que le morphisme structural X—S soit propre. Soit f une S-appli-
cation rationnelle de Y dans X et soit Y' Uensemble des points de Y o f n’est pas définie; alors
on a codimyY'>2.

On sait (I, 7.1.2) qu'on peut identifier les S-applications rationnelles de Y dans X
aux Y-sections rationnelles de XX Y; comme le morphisme structural XX Y—Y
est fermé (5.4.1), on peut appliquer (7.3.5), d’ou le corollaire.

Remarque (77.3.7). — Les hypotheses faites sur Y dans (7.3.5) et (7.3.6) seront
en particulier réalisées lorsque Y est normal (0, 4.1.4), en vertu de (7.1.6).

Nous pouvons caractériser les morphismes universellement fermés (resp. propres)
par une réciproque de (7.3.3) :

Théoréme (77.3.8). — Soient Y un préschéma (resp. un préschéma localement noethérien),

[ X—>Y un morphisme quasi-compact séparé (resp. de type fint). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) f est universellement fermé (resp. propre).
b) Pour tout Y-schéma de la forme Y'=Spec(A), o A est un anneau de valuation (resp.
un anneau de valuation discréte) de corps des fractions K, Papplication canonique

Homy (Y’, X) — Homy (Spec(K), X)
correspondant @ Uinjection canonique A—XK, est surjective (resp. bijective).
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c) Pour tout Y-schéma de la forme Y'=Spec(A), ot A est un anneau de valuation (resp.
un anneau de valuation discréte) I’application canonique (7.3.2.2) relative au Y'-préschéma Xy,
est surjective (resp. bijective).

L’équivalence de b) et ¢) résulte aussitot de (I, 3.3.14); a) implique ¢), car
a) entraine, dans l'une ou lautre hypothese, que fy, est séparé (I, 5.5.1, (iv))
et fermé, et il suffit d’appliquer (7.3.3). Reste & prouver que &) entraine a). Plagons-
nous d’abord dans le cas ot Y est quelconque, fséparé et quasi-compact. Si la condition 4)
est vérifiée par f, elle Pest aussi par fy.):Xy)—=>Y"”, ot Y” est un Y-préschéma
quelconque, en vertu de ’équivalence de 4) et ¢), et du fait que Xy Xy Y =X XyY’
pour tout morphisme Y’'—Y’" (I, 3.3.9.1); comme en outre fy., est séparé et quasi-
compact quand f 'est (I, 5.5.1, (iv) et 6.6.4, (iii)), on est ramené a prouver que )
entraine que f est fermé. Pour cela, il suffit de vérifier la condition 4) de (7.2.1). Soient
donc xeX, »' une spécialisation de y=f(x), distincte de y; en vertu de (7.1.4),il y a
un schéma Y’, spectre d’un anneau de valuation, et un morphisme séparé g:Y'—Y
tels que, si a désigne le point fermé et b le point générique de Y', on ait g(a) =y’, g(b) =,
et qu’il existe un k(y)-homomorphisme k(x)—>k(b). Ce dernier correspond canonique-
ment 2 un Y-morphisme Spec(k(b))—>X (I,2.4.6), et il résulte donc de b) qu’il existe un
Y-morphisme % :Y'—X auquel correspond le morphisme précédent. On a alors A(b) =x;
si Pon pose h(a)=x', x’ est spécialisation de x, et on a f(x') =f(h(a)) =g(a)=y'.

Si maintenant Y est localement noethérien et f de type fini, ’hypothése &) entraine
d’abord que f est séparé, en vertu de (7.2.3), le morphisme diagonal X—+X XX étant
quasi-compact (7.2.4). En outre, pour vérifier que f est propre, il suffit de montrer
que fiyy : Xyn—>Y'"" est fermé pour tout Y-préschéma Y'' de {ype fini, compte tenu
de (5.6.3). Comme alors Y’ est localement noethérien, on peut reprendre le raisonne-
ment fait dans le premier cas en prenant pour Y’ un spectre d’anneau de valuation discrete,
et en appliquant (7.1.9) au lieu de (7.1.4).

Remarques (77.3.9). — (i) Lorsque Y est un préschéma quelconque et f un mor-
phisme séparé, pour que f soit universellement fermé, il suffit que la condition 4) ou la
condition ¢) soit vérifiée pour les anneaux de valuation A complets et dont le corps des
restes est algébriquement clos; cela résulte en effet de la démonstration et de (7.1.4).

(ii) On déduit du critére ¢) de (7.3.8) une nouvelle démonstration du fait qu’un
morphisme projectif X—Y est fermé (5.5.3), plus proche des méthodes classiques.
On peut en effet supposer Y affine, et par suite X identifié & un sous-préschéma fermé
d’un fibré projectif Py (5.3.3); pour prouver que X—Y est fermé, il suffit de vérifier
qu’il en est ainsi du morphisme structural P%—Y, et le critére ¢) de (7.3.8), joint a
(4.1.8.1), prouve qu’on est ramené 4 démontrer le fait suivant : si Y est le spectre d’un
anneau de valuation A, de corps des fractions K, tout point de P a valeurs dans K provient (par
restriction au point générique de Y) d’un point de Py & valeurs dans A. Or, tout Oy-Module
inversible est trivial (I, 2.4.8); donc, il résulte de (4.2.6) qu’un point de P} a valeurs
dans K s’identifie & une classe d’éléments (Zcy, ey, ..., Cc,) de K, ot T+0 et les ¢
sont des éléments non tous nuls de K. Or, en multipliant les ¢; par un élément de A de
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valuation convenable, on peut supposer que les ¢; appartiennent tous & A, et que 'un
au moins est inversible. Mais alors (4.2.6), le systéme (¢, ..., ¢,) définit aussi un point
de Py & valeurs dans A, ce qui démontre notre assertion.
(iii) Les criteres (7.2.3) et (7.3.8) sont surtout commodes quand on considére
la donnée d’un Y-préschéma X comme équivalente a la donnée du foncteur
X(Y") =Homy(Y’, X)

en un Y-préschéma Y’; ces critéres nous permettront par exemple de prouver que sous
certaines conditions les « schémas de Picard » sont propres.

Corollaire (7.3.10). — Soient Y un schéma intégre (vesp. un schéma intégre localement
noethérien), X un schéma intégre, f: X—Y un morphisme dominant.

(1) St f est quasi-compact et universellement fermé, tout anneau de valuation dont le corps
des fractions est le corps R(X) des fonctions rationnelles sur X, et qui domine un anneau local de Y,
domine aussi un anneau local de X.

(1) Inversement, supposons que j soit de type fini, et que la propriété énoncée dans (i) soit
vérifiée par tout anneau de valuation (resp. tout anneau de valuation discréte) ayant R(X) pour
corps des fractions. Alors f est propre.

Notons d’abord que les hypothéses impliquent dans tous les cas que f est séparé
(L 5.5.9).

(1) Soient K=R(Y), L=R(X), » un point de Y, A un anneau de valuation
ayant L pour corps des fractions et dominant @,; I'injection @,—A définit donc un
morphisme % de Y’'=Spec(A) dans Y (I, 2.4.4) tel que #%(a) =), en désignant par a
le point fermé de Y’; en outre, si 0 est le point générique de Y, qui est aussi celui de
Spec(0,), on a h(b) =, en désignant par b le point générique de Y’ (puisque KcL
par hypothése). Si £ est le point générique de X, on a k(§) =k(b) =L par hypothese,
d’ol un Y-morphisme g : Spec(L)—X tel que g(b) =£; en vertu de (7.3.8), g provient
d’un Y-morphisme g’ :Y'—»X. Si x=g'(a), il est clair que A domine 0,.

(i1) La question étant locale sur Y, on peut toujours supposer que Y est affine
(resp. affine et noethérien). Comme f est de type fini, on peut appliquer dans les deux
cas le lemme de Chow (5.6.1). Il y a donc un morphisme projectif p : P—Y, un mor-
phisme d’immersion j:X’'—P et un morphisme projectif, surjectif et birationnel
g X'->X (X’ étant intégre) tels que le diagramme

P X
bl e

Y <~ X
soit commutatif. Il suffit de prouver que j est une immersion fermée, car alors fog=poj
sera un morphisme projectif, donc propre, et comme g est surjectif, f sera aussi propre

(5-.4.3). Soit Z le sous-préschéma fermé réduit de P ayant j(X’) comme espace sous-
jacent (I, 5.2.1); comme X' est intégre, j se factorise en iok, oit ¢ : Z—P est I'injection
canonique, /& :X'—Z une immersion ouverte dominante (I, 5.2.3), et Z est intégre;
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en outre Z est projectif sur Y, et on voit qu’on peut se borner au cas ou P est intégre et
J dominant et birationnel, et tout revient & voir que j est surjectif. Or, soit zeP; 0, est un
anneau local intégre (resp. intégre et noethérien) dont le corps des fractions est

L=R(P)=R(X') =R(X).

On peut se borner au cas ou z n’est pas le point générique de P. Il y a par
suite (7.1.2 et 7.1.7) un anneau de valuation (resp. un anneau de valuation
discréte) A, ayant L pour corps des fractions et dominant 0,. 4 fortiori, A domine 0,
en posant y=p(z), et par hypothese il y a donc un xeX tel que A domine @,. Comme g
est propre, la premiére partie de la démonstration prouve que A domine aussi un 0,,
pour un x'eX’; il s’ensuit que 0, et @ ,,y= 0, sont apparentés (I, 8.1.4), et comme P
est un schéma, cela entraine z=j(x') (I, 8.2.2) et aché¢ve la démonstration.

Corollaire (7.3.xx1). — Sotent X, Y deux schémas intégres, f:X—>Y un morphisme
dominant, quasi-compact et universellement fermé. Supposons en outre Y affine d’anneau (intégre) B.
Alors T'(X, Ox) est canoniquement isomorphe & un sous-anneau de la fermeture intégrale de B
dans R(X).

En effet (I, 8.2.1.1), I'(X, 0) s’identifie a P’intersection des ¢, pour xeX; en
vertu de (7.9.10), de (7.1.2) et (7.1.3), I'(X, Ox) est par suite contenu dans linter-
section des anneaux de valuation contenant B et ayant R(X) pour corps des fractions;
la conclusion résulte alors de (7.1.3).

Remarques (7.3.12). — Sous les hypothéses de (7.3.11), et lorsqu’on suppose
que R(X) est une extension de type fini de R(Y), on pourra dans de nombreux cas
conclure que I'(X, Ox) est un module de type fini sur ’anneau B=T(Y, O). Ce sera le
cas par exemple lorsque B est une algébre de type fini sur un corps, car on sait alors que la
fermeture intégrale de B dans une extension de type fini de son corps des fractions est
un B-module de type fini ([13], t. I, p. 267, th. 9); la conclusion résulte alors de (7.3.11)
et du fait que B est noethérien.

En particulier, un schéma X propre et affine sur un corps K est fini. En effet, en vertu
de (1.6.4), (5.4.6) et (I, 6.4.4, ¢)), on peut se borner au cas ou X est réduit. En
outre, il suffira de prouver que chacun des sous-préschémas fermés de X ayant pour
espace sous-jacent une composante irréductible de X (en nombre fini) est fini sur K,
si bien que (tenant compte de (5.4.5)) on est finalement ramené au cas ou X est intégre.
Mais alors le résultat découle des remarques faites ci-dessus.

Au chapitre III, nous retrouverons cette derniére proposition par d’autres méthodes
et comme conséquence de résultats plus généraux, montrant que si f: X—Y est propre
et Y localement noethérien, f, (#) est cohérent pour tout Ox-Module cohérent & (III,
4.4.2).

Notons enfin que le critére (7.3.10) est pris comme définition des morphismes
propres en Géométrie algébrique classique. Nous ne I’avons mentionné que pour cette
raison, le critére (7.3.8) semblant plus maniable dans toutes les applications a notre
connaissance.
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7-4. Courbes algébriques et corps de fonctions de dimension 1.

Le but de ce numéro est de montrer comment se formule en langage des schémas
la notion classique de courbe algébrique (telle qu’elle est exposée par exemple dans le
livre de C. Chevalley [23]). Dans tout le numéro, on désigne par k un corps, tous les schémas
considérés sont des k-schémas de type fini, et tous les morphismes des k-morphismes.

Proposition (77.4.1). — Soit X un préschéma de type fini sur k (donc noethérien); soient
x; (1<1< n) les points génériques des composantes irréductibles X, de X, et soit K, =k(x;) (1<i<n).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Chacun des K, est une extension de k dont le degré de transcendance est égal a 1.

b) Pour tout point fermé x de X, I’anneau local O, est de dimension 1 (7.1.5).

c) Les parties fermées irréductibles de X distinctes des X, sont les points fermés de X.

Comme X est quasi-compact, toute partie fermée irréductible F de X contient
un point fermé (0, 2.1.3). En vertu de (I, 2.4.2), il y a correspondance biunivoque
entre les idéaux premiers de @, et les parties fermées irréductibles de X contenant x
(I, 1.1.14); ’équivalence de ) et ¢) en découle aussitét. D’autre part, si p, (1< a<7)
sont les idéaux premiers minimaux de I’anneau local noethérien @,, les anneaux locaux 0, /p,,
sont integres, et ont pour corps des fractions ceux des K, tels que xeX;. En outre, on sait
([1], p. 4-06, th. 2) que la dimension d’une k-algébre locale intégre de type fini est égale
au degré de transcendance sur £ de son corps des fractions. Enfin, la dimension de @, est
borne supérieure des dimensions des @,/p,; or, la condition a) implique que ces dimensions
sont égales & 1, donc a) implique b) ; inversement, si 0, est de dimension 1, aucundes p,
ne peut étre égal a I'idéal maximal de 0,, sans quoi 0, serait de dimension o; donc chacun
des @,/p, est de dimension 1, ce qui montre que b) entraine a).

On notera que sous les conditions de (7.4.1), ’ensemble X est vide ou infini,
comme il résulte aussitot de (I, 6.4.4).

Définition (7.4.2). — On appelle courbe algébrique sur k un schéma algébrique non
vide sur k vérifiant les conditions de (7.4.1).

Dans le langage de la dimension, qui sera introduit au chapitre IV, cela s’exprimera
en disant qu’une courbe algébrique sur £ est un k-schéma algébrique non vide dont
toutes les composantes trréductibles sont de dimension 1.

On notera que si X est une courbe algébrique sur £, les sous-préschémas fermés
réduits X; (1<7<n) de X ayant pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles
de X sont des courbes algébriques sur £.

Corollaire (77.4.3). — Soit X une courbe algébrique irréductible. Le seul point non fermé
de X est son point générique. Les parties fermées de X distinctes de X sont les ensembles finis de
points fermés; ce sont aussi les seules parties de X qui ne soient pas partout denses.

Si un point xeX n’est pas fermé, son adhérence dans X est une partie fermée
irréductible de X, donc nécessairement X tout entier en vertu de (7.4.1), et par suite
x est le point générique de X. Une partie fermée F de X, distincte de X, ne peut contenir
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le point générique de X, donc tous ses points sont fermés (dans X et a fortiori dans F);
en considérant le sous-préschéma fermé réduit de X ayant F pour espace sous-jacent
(I, 5.2.1), il résulte donc de (I, 6.2.2) que F est fini et discret. L’adhérence dans X
d’une partie infinie de X est donc nécessairement égale a X.

Lorsque X est une courbe algébrique quelconque, en appliquant (7.4.3) aux
composantes irréductibles de X, on voit que les seuls points non fermés de X sont les
points génériques de ces composantes.

Corollaire (%7.4.4). — Sotent X et Y deux courbes algébriques irréductibles sur k, f: X—Y
un k-morphisme. Pour que f soit dominant, il faut et il suffit que f—(y) soit fini pour tout yeY.

En effet, si f n’est pas dominant, f(X) est nécessairement une partie finie de Y en
vertu de (7.4.3), donc il n’est pas possible que () soit fini pour tout point de Y,
sinon X serait fini, ce qui est absurde (7.4.1). Inversement, si f est dominant, pour
tout yeY distinct du point générique n de Y, f~!() est fermé dans X puisque { y} est
fermé dans Y (7.4.3); d’autre part, par hypothése, f~!(») ne contient pas le point
générique £ de X, donc est fini en vertu de (7.4.3). Enfin, pour voir que lorsque f est
dominant, f~!(n) est fini, on note que la fibre f~*(x) est un schéma irréductible de type
fini sur k(y), et de point générique & (I,6.3.9 et 6.4.11). Comme k() et k(n) sont des
extensions de type fini de £, de méme degré de transcendance 1, k(£) est nécessairement
une extension de degré fini de k(v), donc £ est fermé dans f~'(n) (I, 6.4.2), et f~1(n)
est par suite réduit au point &.

Nous verrons au chapitre III qu’un morphisme propre f: X—Y de préschémas
noethériens, tel que f () soit fini pour tout yeY, est nécessairement fini; il s’ensuivra
donc de (7.4.4) qu'un morphisme dominant propre d’une courbe algébrique irréductible
dans une courbe algébrique est fin:.

Corollaire (77.4.5). — Soit X une courbe algébrique sur k. Pour que X soit réguliére, 1l
Saut et il suffit que X soit normale, ou encore que les anneaux locaux de ses points fermés soient des
anneaux de valuation discréte.

Cela résulte aussitot de la condition 4) de (7.4.1) et de (7.1.6).

Corollaire (7.4.6). — Sotent X une courbe algébrique réduite, </ une R(X)-Algébre
cohérente réduite; alors la fermeture intégrale X' de X relativement d@ of (6.9.4) est une courbe
algébrique normale, et le morphisme canonique X'—X est fini.

Le fait que X'—+X soit fini résulte de (6.8.10); X’ est donc un £-schéma algé-
brique; en outre, si x; (1<:<n) sont les points génériques des composantes irréductibles
de X, x (1<j<m) ceux des composantes irréductibles de X’, chacun des k(x;) est
extension algébrique finie de I'un des k(x;) (6.3.6), donc a un degré de transcendance 1
sur k. X’ est donc bien une courbe algébrique sur £, et en outre on sait que X' est somme
d’un nombre fini de schémas intégres et normaux (6.3.6 et 6.3.7).

(7-4.7) On dit qu’'une courbe algébrique X sur k est compléte si elle est propre
sur k.

Corollaire (7.4.8). — Pour qu’une courbe algébrique réduite X sur k soit compléte, il faut
et il suffit que sa normalisée X' le soit.
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En effet, le morphisme canonique f:X'—X est alors fini (7.4.6), donc propre
(6.1.11) et surjectif (6.9.8); si g:X-—>Spec(k) est le morphisme structural, g et gof
sont donc propres simultanément, comme il résulte de (5.4.2, (ii)) et (5.4.3, (ii)),
g étant séparé par hypothése.

Proposition (77.4.9). — Sotent X une courbe algébrique normale sur k, Y un k-schéma
algébrique propre sur k. Toute k-application rationnelle de X dans Y est alors partout définie,
autrement dit est un morphisme.

En effet, il résulte de (7.3.7) qu’aux points xeX ou une telle application n’est
pas définie, la dimension de @, devrait étre >2, donc I’ensemble de ces points est vide;
la derniére assertion provient de (I, 7.2.3).

Corollaire (77.4.10). — Une courbe algébrique normale sur k est quasi-projective sur k.

Comme X est somme d’un nombre fini de courbes algébriques intégres et nor-
males (6.3.8), on peut se borner au cas ou X est intégre (5.3.6). Comme X est quasi-
compact, il est recouvert par un nombre fini d’ouverts affines U; (1<¢<n), et comme
chacun de ces derniers est de type fini sur £, il existe un entier »; et une k-immersion
fi: U—>Ps (5.3.3 et 5.3.4, (i)). Comme U; est dense dans X, il résulte de (7.4.9)
que f; se prolonge en un k-morphisme g; : X—P}’, d’oli un k&-morphisme g=(g,, ..., &)
de X dans le produit P des P} sur £. En outre, pour chaque indice i, comme la restriction
de g; a U, est une immersion, il en est de méme de la restriction de g a U; (I, 5.3.14).
Comme les U, recouvrent X et que g est séparé (I, 5.5.1, (v)), ¢ est une immersion de X
dans P (I, 8.2.8). Comme le morphisme de Segre (4.3.3) fournit une immersion de P
dans un P}, cela achéve de prouver que X est quasi-projectif.

Corollaire (77.4.x1). — Une courbe algébrique normale X est isomorphe au schéma induit
sur un ouvert partout dense d’une courbe algébrique normale et compléte X, déterminée & un isomor-
phisme unique pres.

Si X;, X, sont deux courbes normales et complétes, il résulte aussitdt de (7.4.9)
que tout isomorphisme d’un ouvert U; dense dans X, sur un ouvert U, dense dans X,
se prolonge de facon unique en un isomorphisme de X, sur X, ; d’ot1 ’assertion d’unicité.
Pour prouver I’existence de X, il suffit de remarquer que ’on peut considérer X comme
un sous-schéma d’un fibré projectif P} (7.4.10). Soit X ’adhérence de X dans P?
(I, 9.5.11); comme X est induit par X sur un ouvert dense dans X (I, 9.5.10), les
points génériques x; des composantes irréductibles de X sont aussi ceux des composantes
irréductibles de X, et les k(x;) sont les mémes pour ces deux schémas, donc (7.4.1)
X est une courbe algébrique sur £, qui est réduite (I, 9.5.9) et projective sur & (5.5.1),
donc compléte (5.5.3). Prenons alors pour X la normalisée de X, qui est encore compléte
(7.4.8); en outre, si 4 : XX estle morphisme canonique, la restriction de £z & 27*(X)
est un isomorphisme sur X puisque X est normale (6.3.4), et comme £~ (X) contient
les points génériques des composantes irréductibles de X (6.3.8), il est dense dans X,
ce qui acheéve la démonstration.
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Remarque (7.4.12). — Nous montrerons au chapitre V que la conclusion de (7.4.10)
est encore valable sans supposer la courbe normale (ni méme réduite) ; nous montrerons
aussi que pour qu’une courbe algébrique (réduite ou non) soit affine, il faut et il suffit
que ses composantes irréductibles (réduites) ne soient pas complétes.

Corollaire (77.4.13). — Soient X une courbe normale irréductible de corps R(X) =K,
Y une courbe intégre compléte de corps L=R(Y). Il y a une correspondance biunivoque canonique
entre les k-morphismes dominants X—Y et les k-monomorphismes L—K.

En vertu de (7.4.9), les k-applications rationnelles de X dans Y s’identifient
aux k-morphismes u : X—Y. Les morphismes z dominants étant caractérisés par le fait
que u(x)=y (en désignant par x et y les points génériques respectifs de X et de Y),
le corollaire résulte de ces remarques et de (I, 7.1.13).

(7-4.14) On peut préciser le résultat de (7.4.13) lorsqu’on prend pour Y la
droite projective P.=Proj(k[T,, T]), T, et T étant deux indéterminées. C’est bien la
un schéma intégre (2.4.4), et le schéma induit sur Pouvert D (T;) de Y est isomorphe
a Spec(£[T]) (2.3.6), donc le point générique de Y est I’idéal (o) de £[T] et son corps
de fonctions rationnelles £(T), ce qui montre que Y est une courbe algébrique compléte
sur k. En outre, le seul idéal premier gradué de S=£[T,, T] contenant T, et distinct
de S, est I'idéal principal (T,), donc le complémentaire de D (T,) dans Y=P} est
réduit a un point fermé, dit « point a linfini » que nous noterons co (pour une étude
générale des rapports entre fibrés vectoriels et fibrés projectifs, voir 8. 4). Avec ces notations :

Corollaire (7.4.15). — Soit X une courbe normale irréductible de corps R(X) =K.
Il existe une application bijective canonique de XK sur Densemble des morphismes u de X
dans Py, distincts du morphisme constant de valeur co. Pour que u soit dominant, il faut et il suffit
que Uélément correspondant de K soit transcendant sur k.

Cet énoncé résulte immédiatement de (7.4.9) et du

Lemme (7.4.15.1). — Soit X un préschéma intégre sur k, et soit K =R(X) son corps
des fonctions rationnelles. 1l existe une application bijective canonique de I’ensemble K sur I’ensemble
des applications rationnelles u de X dans P}, distinctes du morphisme constant de valeur co. Pour qu’une
telle application rationnelle soit dominante, il faut et il suffit que I’élément correspondant de K soit
transcendant sur k.

Tout d’abord, les applications rationnelles de X dans P, correspondent biunivo-
quement aux points de P} & valeurs dans Pextension K de £ (I, 7.1.12). Si un tel point
est localisé (I, 3.4.5) au point générique de P}, ’application rationnelle correspondante
est évidemment dominante. Dans le cas contraire, comme tout point de P} distinct du
point générique est fermé (7.4.3), 'image du domaine de définition U de u par 'unique
morphisme U->P} de la classe u (I, 7.2.2), est réduite & un point fermé y de PL, et ce
morphisme (qui n’est pas nécessairement partout défini dans X) n’est donc pas dominant;
par abus de langage, on dit alors que l'application rationnelle u est « constante, de
valeur y ». Il reste & mettre en correspondance biunivoque les points de P} & valeurs
dans K, de localité (I, 3.4.5) distincte de oo, et les éléments de K, et a vérifier que la
localité d’un tel point est le point générique de P; si et seulement s’il correspond & un
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élément transcendant sur £. Or, cette vérification est immédiate sur (4.2.6, exemple 1°).

Corollaire (77.4.16). — Sotent X, Y deux courbes algébriques sur k, normales, complétes
et irréductibles; soient K =R(X), L=R(Y) leurs corps. Il existe une correspondance biunivoque
canonique entre Uensemble des k-isomorphismes XY et Uensemble des k-isomorphismes LIK.

C’est une conséquence évidente de (7.4.13).

(7-.4-17) Le corollaire (7.4.16) montre qu’une courbe algébrique sur £, normale,
compléte et irréductible, est déterminée par son corps de fonctions rationnelles K a un isomorphisme
unique prés; par définition, K est une extension de type fini de £, de degré de transcendance 1
(ce qu’on appelle classiquement un corps de fonctions algébriques d’une variable). De plus :

Proposition (77.4.38). — Pour toute extension K de k, de type fini et de degré de transcen-
dance 1, il existe une courbe algébrique normale, compléte et irréductible X telle que R(X)=K
(déterminée a isomorphisme unique frés). L’ensemble des anneaux locaux de X s’identifie (I, 8.2.1)
a Pensemble formé de K et des anneaux de valuation contenant k et ayant K comme corps des fractions.

En effet, K est une extension de degré fini d’une extension transcendante pure £(T)
de £, qui s’identifie, comme on I’a vu, au corps des fonctions rationnelles de la droite
projective ' Y=P}. Soit X la fermeture intégrale de Y relativement & K (6.3.4); X est
une courbe algébrique normale de corps K (6.3.7), et elle est compléte puisque le
morphisme X—Y est fini (7.4.6). Les anneaux locaux O, de X sont : le corps K
lorsque x est le point générique; si x est distinct du point générique, @, est un anneau
de valuation discréte contenant £ et ayant K comme corps des fractions (7.4.5). Inver-
sement, soit A un tel anneau; comme le morphisme X-—Spec(k) est propre et que A
domine £, il domine un anneau local @, de X (7.3.10); ce dernier étant un anneau de
valuation ayant K comme corps des fractions, est donc nécessairement égal a A.

Remarques (77.4.19). — Il résulte de (7.4.16) et (7.4.18) que la donnée d’une courbe
algébrique sur k, normale, compléte et irréductible, est essentiellement équivalente a la donnée d’une
extension K de k, de type fini et de degré de transcendance 1. On notera que si £’ est une extension
du corps de base k£, X®, k" sera encore une courbe algébrique compléte sur £’ (5.4.2,
(ii1)), mais en général elle ne sera ni réduite ni irréductible. Elle le sera cependant si K
est une extension séparable de £ et si £ est algébriquement fermé dans K (ce qui s’exprime,
dans une terminologie classique que nous ne suivrons pas, en disant que K est une
« extension réguliére » de k). Mais méme dans ce cas, il peut se faire que X&),k ne soit
pas normale. Le lecteur trouvera des détails sur ces questions dans le chapitre IV.

§ 8. SCHEMAS ECLATES; CONES PROJETANTS
FERMETURE PROJECTIVE

8.1. Préschémas éclatés.

(8.1.1) Soient Y un préschéma, et pour tout entier n>o, soit .Z, un Idéal quasi-
cohérent de Oy ; on suppose vérifiées les conditions suivantes :

8.x.1.1) Fo=0y, SF,CH, pour m<n
8.1.1.2) I ZnCIin quels que soient m, n.
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On notera que ces hypothéses entrainent

(8.1.1.3) Jics,.
Posons
(8.1.1.4) yzn@)f".

I1 résulte de (8.1.1.1) et (8.1.1.2) que & est une Oy-Algébre graduée quasi-
cohérente, et définit donc un Y-schéma X =Proj(&). Si £ est un Idéal inversible
de Oy, fn®@Y FZ®" s’identifie canoniquement a £, #". Si on remplace donc les .#, par les
J,F", ce qui remplace & par une Oy-Algebre quasi-cohérente & y), X4 = Proj(#y)
est canoniquement isomorphe a X (3.1.8).

(8.x.2) Supposons Y localement intégre, de sorte que le faisceau Z(Y) des fonctions
rationnelles est une 0Oy-Algébre quasi-cohérente (I, 7.3.7). Nous dirons qu’un sous-
Oy-Module # de Z(Y) est un Idéal fractionnaire de Z(Y) s’il est de type fini (0, 5.2.1).
Supposons donné, pour tout z>o0, un Idéal fractionnaire quasi-cohérent ., de Z(Y),
tel que J,=0y, et que la condition (8.1.1.2) soit vérifiée (mais non nécessairement
la seconde condition (8.1.1.1)); on peut encore alors définir par la formule (8.1.1.4)
une Oy-Algébre graduée quasi-cohérente, et le Y-schéma correspondant X =Proj(¥);
on aura encore un isomorphisme canonique de X sur X4 pour tout Idéal fractionnaire
inversible ¢ de Z(Y).

Définition (8.1.3). — Soit Y un préschéma (resp. un préschéma localement intégre), et
soit I un Idéal quasi-cohérent de Oy (resp. un Idéal fractionnaire quasi-cohérent de #(Y)). On
dit que le Y-schéma X = Proj(ng’)of ") est obtenu en faisant éclater I’1déal F, ou est le préschéma
éclaté de Y relativement @ . Lorsque 5 est un Idéal quasi-cohérent de Oy et Y' le sous-préschéma
Sfermé de Y défini par S, on dit aussi que X est le Y-schéma obtenu en faisant éclater Y'.

Par définition, & =n@>90}’" est alors engendrée par &;=.; si £ est un Oy-Module
de type fini, X est donc projectif sur Y (5.5.2). Sans hypothése sur £, le Ox-Module Ox(1)
est inversible (3.2.5) et trés ample en vertu de (4.4.3) pour le morphisme structural X—Y.

On notera que si J:X—Y est le morphisme structural, la restriction de f
af Y Y—Y’) est un isomorghisme sur Y—Y' lorsque .# est un Idéal de Oy et Y’ le sous-
préschéma fermé qu’il définit : en effet, la question étant locale sur Y, il suffit de supposer
# =0y, et notre assertion résulte de (g3.1.7).

Lorsqu’on remplace # par J? (d>0), le Y-schéma éclaté X est remplacé par
un Y-schéma canoniquement isomorphe X’ (8.1.1); de méme, pour tout Idéal (resp.
Idéal fractionnaire) inversible ¢, le préschéma éclaté X g, relativement a I'Idéal J¢
est canoniquement isomorphe a X (8.1.1).

En particulier, lorsque .# est un Idéal (resp. un Idéal fractionnaire) inversible,
le Y-schéma obtenu en faisant éclater # est isomorphe ¢ Y (3.1.7).

Proposition (8.1.4). — Soit Y un préschéma intégre.

(1) Pour toute suite (F,) d’Idéaux fractionnaires quasi-cohérents de Z(Y) vérifiant (8.1.1.2)
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et tels que Fy= Oy, le Y-schéma X=Proj< "620.)’") est intégre et le morphisme structural f: X—Y
dominant.

(i1) Soit S un Idéal fractionnaire quasi-cohérent de X (Y), et soit X le Y-schéma éclaté
de Y relativement @ S. Si FFo0, le morphisme structural f:X—Y est alors birationnel et
surjecttf.

(1) résulte de ce que 5”=”@>90J” est une Oy-Algebre intégre (3.1.12 et 3.1.14)
puisque pour tout yeY, 0, est un anneau intégre (I, 5.1.4).

(ii) D’apres (i), X est intégre; si en outre, x et y sont les points génériques de X
et Y, on a f(x) =y, et il faut prouver que k(x) est de rang 1 sur k(). Or x est aussi
le point générique de la fibre f~%(y); si ¢ est le morphisme canonique Z-—Y, ou
Z =Spec(k()), le préschéma f~(y) s’identifie & Proj(#’), ot &' ={¢'(&) (3.5-3).

Mais il est clair que &’ =n@0 (#,)", etcomme £ est un Idéal fractionnaire quasi-cohérent

non nul de Z(Y), S,#0 (I, 7.3.6), dou S ,=kK(y); Proj(#’) s’identifie donc a
Spec(k(y)) (3.1.7), d’ou la conclusion.

Nous démontrerons une réciprogue de (8.1.4) dans (III, 2.3.8).

(8.x.5) Revenons a la situation et aux notations de (8.1.1). Par définition, les
homomorphismes d’injection £, —JS, (8.1.1.1) définissent pour chaque k€Z un
homomorphisme injectif de degré o de -Modules gradués

8.1.5.1) up: Lo (k+1)>F (k) ;

comme & (k+1) et F(k+1) sont canoniquement (TN)-isomorphes, il correspond
canoniquement 2 %, un homomorphisme injectif de @Ox-Modules (3.4.2) :

(8.1.5.2) U, Ox(k+1)—>0Ox(K).

Rappelons d’autre part (3.2.6) que I'on a défini des homomorphismes canoniques
(8.1.5.3) A Ox(h) ®@X0X(k)—>(0x(h+k)
et comme le diagramme

PRy L) Ry F(l) — Lh+k)®yF(l)

POy Fk+1) — P(h+k+1)

est commutatif, il résulte de la fonctorialité des A (3.2.6) que les homomorphismes
(8.1.5.3) définissent sur

8.1.5.4) Fx=B,0x(n)
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une structure de Ox-Algébre graduée quasi-cohérente. En outre, le diagramme

SRy & (k+1) > F (h+k+1)

1®@uy, Uk 4 h

FLh)Qy L (k) — L(h+k)
est commutatif; la fonctorialité des A montre alors que ’on a un diagramme commutatif

Ox(h) @, Ox(k+1) > Ox(h+k+1)
(8.1.5.5) 1@, Wt

Ox(h) oy Ox(k) ——> Ox(h+k)

les fleches horizontales étant les homomorphismes canoniques. On peut donc dire que
les U, définissent un homomorphisme injectif (de degré o) de Fx-Modules gradués

(8.1.5.6) U Px(1)>Fx.

(8.1.6) Gardant les notations de (8.1.5), remarquons maintenant que, pour
n>o0, P’homomorphisme composé 7, =7, (08, _,0...0H4, est un homomorphisme injectif
Ox(n)—>0x; nous désignerons par ., x son image, qui est donc un Idéal quasi-cohérent
de Oy, isomorphe a Ox(n). En outre, le diagramme

Ox(m) @ Ox(n) > Ox(m—+n)

Uy, @V Yt

est commutatif pour m>o0, n=20. On en conclut les inclusions suivantes
(8.x.6.1) Jox=0x, F0xCPnx pour OSmsn
(8.1.6.2) I x 0 xCFminx pour m>o0, n=>o0.
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Proposition (8.x.7). — Sotent Y un préschéma, # un Idéal quasi-cohérent de Oy,
X:Proj(n@of”) le Y-schéma obtenu en faisant éclater S. On a alors, pour tout n>o, un
isomorphisme canonique \

(8.1.7.!) @X(n):.f"@}(:fmx

(cf. (0, 4.3.5)), et par suite F"0Ox est un Ox-Module inversible trés ample si n>o.

La derniére assertion est immédiate, puisque Ox(1) est inversible (3.2.5) et trés
ample pour Y par définition (4.4.3 et 4.4.9). D’autre part, par définition, 'image
de 1, n’est autre que S*&, et (8.1.7.1) résulte donc de ’exactitude du foncteur A
(3.2.4) et de la formule (3.2.4.1).

Corollaire (8.x.8). — Sous les hypothéses de (8.1.7), st f:X—>Y est le morphisme
structural et Y' le sous-préschéma fermé de Y défini par F, le sous-préschéma fermé X' =f—*(Y")
de X est défini par FOx (isomorphe canoniquement a Ox (1)), d’oit une suite exacte canonique

(8.1.8.1) 0—>0x(1)—>0x—0x.—0

Cela résulte de (8.1.7.1) et de (I, 4.4.5).
(8.1.9) Sous les hypothéses de (8.1.7), on peut préciser la structure des ., x.
Remarquons en effet que ’homomorphisme

U_y: Ox—>0x(—1)

correspond canoniquement a une section s de Ox(— 1) au-dessus de X, que nous appel-
lerons la section canonique (relative a £) (0, 5.1.1). D’autre part, dans le diagramme
(8.1.5.5), les fleches horizontales sont des isomorphismes (3.2.7); en remplagant dans
ce diagramme % par k et £ par —1, on obtient ¥, =1,8%4_; (1, désignant 'identité
de Ox(h)), autrement dit I’homomorphisme %, n’est autre que la multiplication tensorielle
par la section canonigue s (pour tout keZ). L’homomorphisme % (8.1.5.6) s’interpréte
donc aussi de la méme maniére.

Par suite, pour tout n>o0, ’homomorphisme 7, : Ox(n)—>0x n’est autre que la
multiplication tensorielle par s°”; on en déduit :

Corollaire (8.1.10). — Avec les notations de (8.1.8), Pespace sous-jacent & X' est ensemble
des x€X tels que s(x)=o, s désignant la section canonique de Ox(—1).

En effet, si ¢, est un générateur de la fibre (0x(1)), en un point x, 5,®¢, s’identifie
canoniquement a un générateur de la fibre de #; x au point x, et est donc inversible si
et seulement si 'on a s,¢m,(Ox(—1)),, autrement dit s(x)=o.

Proposition (8.1.x1). Sotent Y un préschéma intégre, S un Idéal fractionnaire quasi-
cohérent de (Y), X le Y-schéma obtenu en faisant éclater #. Alors S Ox est un Ox- Module inversible
trées ample pour Y.

La question étant locale sur Y (4.4.5), on peut se borner au cas o Y = Spec(A),

ou A est un anneau intégre de corps des fractions K et J =3, J étant un idéal frac-
tionnaire de K il existe par suite un élément a=+o de A tel que aICcA. Posons S =n6>903";

I'application x—ax est un A-isomorphisme de 3"**=(S(1)), sur a3"*!'=a3S,cI"=S,,
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donc définit un (TN)-isomorphisme de degré o de S-modules gradués S, (1)—a3IS. Par
ailleurs x->a~'x est un isomorphisme de degré o de S-modules gradués aISIS. On
obtient donc ainsi par composition (3.2.4) unisomorphisme de Ox-Modules Oy (1) F 0y,
et comme S est engendrée par S, =3, 0x(1) est inversible (3.2.5) et trés ample (4.4.3
et 4.4.9), d’ou notre assertion.

8.2, Résultats préliminaires sur la localisation dans les anneaux gradués.

(8.2.1) Soit S un anneau gradué, ol nous ne supposons pas pour le moment
les degrés positifs. On posera

(8.2.1.1) S>="(;BOSn, S<=@ §

n<o P

qui sont des sous-anneaux gradués de S, a degrés respectivement tous positifs et tous
négatifs. Si f est un élément homogéne de degré d (positif ou négatif) de S, ’anneau
des fractions S;=S’ est encore muni d’une structure d’anneau gradué, en prenant
pour S, (neZ) I’ensemble des x/f*, ot xeS, ,; (k>0); on posera encore S,=S5;, et
on écrira 87 et S pour S’ et S'< respectivement. Si 4>o0, on a

(8.2.1.2) (8%),=S5,

puisque, si x€S, 4, avec n+ kd<o, on peut écrire x/f*=xf"/f"** etque n+ (h+k)d>o0
pour /% assez grand et >o0. On en conclut par définition que

(8.2.1.3) (%)= (87)o=S,-
Si M est un S-module gradué, on posera de méme
(8.2.1.4) M> =n(">30Mn, M<=n(‘<DOM,L

qui sont respectivement un SZ-module gradué et un SS-module gradué et ont pour
intersection le Sy-module M,. Si feS;, on définit encore M; comme S;-module gradué
en prenant comme éléments de degré = les z/f*, oit 2eéM,, ,,; (k>0); ondésignera par M,
'ensemble des éléments de degré o de M, qui est un S-module, et on écrira M7 et M
au lieu de (M,)> et (M,)S respectivement. Si d>o, on voit comme ci-dessus que

(8.2.1.5) (M), =M,
et
(8.2.1.6) (Mz)q)= (Mf>)0=M(f)'

(8.2.2) Soit z une indéterminée, que nous nommerons variable d’homogénisation.
Si S est un anneau gradué (a degrés positifs ou négatifs), ’algébre de polynémes (1)

(8.2.2.1) § =5[z]
(*) Il ne saurait ici y avoir de confusion avec I'usage de la notation S pour désigner le séparé complété d’un
anneau.
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est une S-algébre graduée, quand on prend pour degréde fz" (n>o0) ou f est homogene,

(8.2.2.2) deg(fz") =n+ deg f.
Lemme (8.2.3). — (i) On a des isomorphismes canoniques d’anneaux (non gradués)
(8.2.3.1) Sy = S/(z—1)S XS

(i1) On a un isomorphisme canonique d’anneaux (non gradués)
(8.2.3.2) Sy 3 S5

pour tout feS;, avec d>o.

Le premier des isomorphismes de (8.2.3.1) a été défini dans (2.2.5) et le second
est trivial; I’isomorphisme §(z) ' S ainsi défini fait donc correspondre a xz"/z" ¥, ou
deg(x) =k (k>—n) Iélément x. L’homomorphisme (8.2.3.2) fait correspondre 2 xz"/f*,
ot deg(x) =kd—n, I'élément x/f*, de degré —n dans S5, et il est encore évident qu’on
a bien ici un isomorphisme.

(8.2.4) Soit M un S-module gradué. 11 est clair que le S-module

(8.2.4.1) M=M®,S =M®,S[z]

est somme directe des S-modules M® Sz", donc des groupes abéliens M, ®Sz" (keZ,n>0);
on définit sur M une structure de S-module gradué en prenant

(8.2.4.2) deg(x®z") =n+ deg x

pour tout ¥ homogéne dans M. Nous laissons au lecteur le soin de démontrer I’analogue

de (8.2.3) :

Lemme (8.2.5). — (i) On a un di-isomorphisme canonique de modules (non gradués)
(8.2.5.1) I\A/I(Z)S M.

(i1) Pour tout feS; (d>0), on a un di-isomorphisme de modules (non gradués)
(8.2.5.2) 1\71(,) 3 M:.

(8.2.6) Soit S un anneau gradué a degrés positifs, et considérons dans S la suite
décroissante d’idéaux gradués

(8.2.6.1) Sw= @5, (n=0)

m>=n M

(en particulier on a Sz =35, Sy;=S,). Comme il est clair que S5, CS,,,, on peut
définir un anneau gradué S% en prenant

(8.2.6.2) S”:n@OSE avec Si=S,.

Si est donc Panneau S considéré comme anneau non gradué, et S est par suite une

Sg-algebre. Pour tout élément homogéne feS; (4> 0), nous désignerons par 4 1’élément f
considéré comme appartenant a S[d]=S§. Avec ces notations :
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Lemme (8.2.7). — Soient S un anneau gradué & degrés positifs, f un élément homogéne
de S; (d>0). On a des isomorphismes canoniques d’anneaux
(8.2.7.1) S 3,8 8(n)
(8.2.7.2) SV 3 S
(8.2.7.3) S;q) 387

dont les deux premiers sont des isomorphismes d’anneaux gradués.

Il est immédiat par définition que l'on a (S;),=(S(n),),, d’ou Iisomorphisme
(8.2.7.1), qui n’est autre que I'identité. D’autre part, comme f/1 est inversible dans S,
il y a un isomorphisme canonique S, (S7);,=(S;);; en vertu de (8.2.1.2) appliqué
a §;; lisomorphisme réciproque est par définition I'isomorphisme (8.2.7.2). Enfin,

si x= Iy, estun élément de S;,;, avec n=F~d, on fait correspondre a I'élément x/(f%)*
m=n

Pélément X 3, /f* de S7, et on vérifie aussitot que cela définit un isomorphisme (8.2.7.3).
m

(8.2.8) Si M est un S-module gradué, on pose de méme pour tout neZ

(8.2.8.1) My, =@M,
et comme S;,;M;,;CM,,,; (m>0), on peut définir un S%-module gradué M" en prenant
(8.2.8.2) Mi= @M, avec Mi=M,.
Nous laissons encore au lecteur la démonstration du :
Lemme (8.2.9). — Avec les notations de (8.2.7) et (8.2.8), on a les di-isomorphismes
canoniques de modules
(8.2.9.1) M, 3 @ M(n),
(8.2.9.2) (MP) 3 M,
(8.2.9.3) M, 3 M7

dont les deux premiers sont des di-isomorphismes de modules gradués.

Lemme (8.2.30). — Soit S un anneau gradué a degrés positifs.

(i) Pour que S® soit une S§-algébre de type fini (resp. noethérienne) il faut et il suffit que S
soit une Sy-algébre de type fini (resp. noethérienne).

(ii) Pour que S%.,,=S§SEi pour n>ny, il faut et il suffit que S, =SS, pour n>n,.

(iii) Pour que SB=Si" pour n>ny, il faut et il suffit que S,=S} pour n>n,.

(iv) 87 (f,) est un ensemble d’éléments homogénes de S, telle que S, soit la racine dans S,
de Pidéal de S, engendré par les f,, alors S est la racine dans S%. de Uidéal de S engendré par
les f5.

(i) SiSf%estune SH-algebre de type fini, S, =S¥ est un module de type fini sur S= S}
par (2.1.6, (i), donc S est une Sj-algébre de type fini (2.1.4); si S? est un anneau
noethérien, il en est de méme de Si=S (2.1.5). Inversement, si S est une Sj-algébre
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de type fini, on sait (2.1.6, (ii)) qu’il existe A>o0 et m;>o tels que S,,,=S,S, pour
n>m,; on peut évidemment supposer m,>#k. En outre, les S, sont des S;-modules de
type fini (2.1.6, (i)). Cela étant, si n>my+h, ona SH=S,S8_, =SES"_,; etsi m<m,+ &,
on a, en posant E=S, ... +S ., . Si=S +...+S, ., +SE+SE+...
Pour 1<m<m,, soit G, la réunion de systémes finis de générateurs des Sy-modules S;
pour m<i<my+h—1, considérée comme partie de S;,;. Pour my4-1<m<my4h—1,
soit de méme G,, la réunion de systémes finis de générateurs des S;-modules S; pour
m<i<my+h—1 et de S,E, considérée comme partie de Sp,. Il est clair que I'on a
S84 =S5G,, pour 1<m<my-+h— 1, et parsuite la réunion G des G,, pour 1<m<my-+h—1
est un systtme de générateurs de la Si-algébre S% On en conclut que si S=S§ est un
anneau noethérien, il en est de méme de SH.

(ii) Il est clair que si S,.;=S,;S, pour n>n,, on a Sf,,=S,Si, et a fortiori
S, ,=SiS% pour n>n,. Inversement, cette dernitre relation s’écrit

Sps1tSiat o =G +S+ . )(S S+ )

et la comparaison des termes de degré n+41 (dans S) aux deux membres donne

S,.,=S,S,.
(iii) Si S,=S; pour n>n,, on a Si=S;]+S71*'4 ...; comme S¥ contient
S;+S2+..., ona SHcSi", et par suite S?=Si" pour n>n,. Inversement, les seuls

termes de S¥" = (S, + S, ...)" qui soient de degré n dans S sont ceux de S}; la relation
S3=Si" implique donc S,=S".

(iv) Il suffit de prouver que si un élément geS,,, est considéré comme un élément
de SE (k>o, h>0), alors il existe un entier n>0 tel que dans Sf,, g" soit combinaison
linéaire des f* A coefficients dans S% Par hypothése, il y a un entier m, tel que pour
m>=m,, on ait, dans S, g"=2c,, f,, les indices o figurant dans cette formule étant indé-

a

pendants de m; en outre, on peut évidemment supposer les ¢,,, homogenes, avec
deg(cam) = m(k + h) — degfa

dans S. Prenons alors m, assez grand pour que l'on ait kmy,>deg f, pour tous les f, qui
figurent dans g™ ; pour tout «, soit ¢,,, I’élément ¢,,, considéré comme de degré km— deg(f,)
dans S%; on a alors, dans S5 g"=3¢, f5 ce qui termine la démonstration.

a

(8.2.1x) Considérons la Sj-algeébre graduée

(8.2.11.1) $1® S, =S/, 8% = @ S/, Sp)-

Comme S, est un Sy-module quotient de Sy,/S,S,;, on a un homomorphisme
canonique de Sj-algébres graduées

(8.2.11.2) SF®4S,—~S

qui est évidemment surjectif, et correspond par suite (2.9.2) a une mmersion fermée
canonique

(8.2.11.3) Proj(S) —Proj (SI®5 S,)
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Proposition (8.2.12). — Le morphisme canonique (8.2.11.3) est bijectif. Pour que
U homomorphisme (8.2.11.2) soit (TIN)-bijectif, il faut et il suffit qu’il existe nytel que S, =S,S,
pour n>=ny. St cette derniére condition est vérifide, (8.2.11.3) est un isomorphisme; la réciproque
est vraie lorsque S est noethérien.

Pour démontrer la premiére assertion, il suffit (2.8.3) de prouver que le noyau
de 'homomorphisme (8.2.11.2) est formé d’éléments nilpotents. Or si feS;,, est un
élément dont la classe mod. S, S, appartient a ce noyau, cela signifie que feS,,,;;
élément f**?, considéré comme appartenant & Sy, , 1), appartient alors & S, S, )
puisqu’il s’écrit f.f*; donc la classe de f"** mod. S, S, , 4 est nulle, ce qui prouve notre
assertion. Comme I’hypothése S, =SS, pour n>n, équivaut a Si, ,=SiS? pour
n>ny, (8.2.10, (ii)), cette hypothése équivaut par définition au fait que (8.2.11.2)
est (TN)-injectif, donc (TN)-bijectif, et alors (8.2.11.3) est un isomorphisme en

vertu de (2.9.1). Inversement, si (8.2.11.3) est un isomorphisme, le faisceau % sur
Proj(S?®gS,) est nul (2.9.2, (i)); comme S¥®gS, est noethérien comme quotient
de S% (8.2.10, (i)), on conclut de (2.7.3) que J vérifie la condition (TN), donc
S3, ,=SUSE pour n>ny, et cela achéve la démonstration en vertu de (8.2.10, (ii)).

(8.2.13) Considérons maintenant les injections canoniques (S,)"—>Sy,;, qui défi-
nissent un homomorphisme injectif de degré o d’anneaux gradués

(8.2.13.1) @ (S,)"—>SH.

n=0

Proposition (8.2.14). — Pour que I’homomorphisme (8.2.13.1) soit un (TN)-isomor-
phisme, il faut et il suffit qu’il existe ny tel que S,= S} pour tout n>ny,. Lorsqu’il en est ainsi, le
morphisme correspondant & (8.2.13.1) est partout défini et est un isomorphisme

Proj(Sh)—>PrOj (n® (S+)") ;

>0

la réciproque est vraie lorsque S est noethérien.

Les deux premiéres assertions sont évidentes, vu (8.2.10, (iii)) et (2.9.1). La
troisiéme résultera de (8.2.10, (i) et (iii)) et du lemme suivant :

Lemme (8.2.14.1). — Soit T un anneau gradué en degrés positifs qui est une Tj-algébre
de type fini. St le morphisme correspondant a I’ homomorphisme injectif n@;{)T;’»T est partout défini
et est un isomorphisme Proj (T)»Proj(ngaoT{'), il existe ny tel que T,="T} pour n=n,.

En effet, soient g; (1<:<r) desgénérateurs du Ty-module T,. L’hypothése entraine
d’abord que les D (g;) recouvrent Proj(T) (2.8.1). Soit (k);<;<, un systéeme d’éléments
homogenes de T, , avec deg(k)=mn;, qui forment avec les g; un systtme de générateurs
de I'idéal T, ou (ce qui revient au méme (2.1.3)) un systéme de générateurs de T en
tant que Tg-algebre; si on pose T'=n€>‘)0T{’, élément h;/gi de Panneau Ty, doit par
hypothése appartenir au sous-anneau T(), donc il existe un entier & tel que Tih T
pour tout j. On en conclut par récurrence sur r que Ti4 cT’ pour tout r>1, et par
définition des /;, on a donc T{TcT'. Il y a d’autre part pour tout j un entier m; tel
que A" appartienne a l'idéal de T engendré par les g (2.3.14), donc /AT, T, et
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E*eT{TcT'. Ily a par suite un entier my>£ tel que A"e€Ty"i pour m>m,. Cela étant,
si ¢ est le plus grand des entiers 7;, le nombre 7,=gsm;+k répond a la question. En
effet, un élément de S,, pour n>n,, est somme de mondmes appartenant & Tju, ol u
est un produit de puissances des 4; si «>k, il résulte de ce qui précéde que TjucTy;
dans le cas contraire, un des exposants des &; est >m,, donc ueT}{v, ol B>k et vest
encore un produit de puissances des % ; on est alors ramené au cas précédent, et on voit
finalement que T{ucT} dans tous les cas.

Remarque (8.2.15). — La condition S,=S} pour n>n, entraine évidemment
S,.1=S5,S, pour n>n,, mais la réciproque est inexacte, méme quand on suppose
S noethérien. Par exemple, soient K un corps, A=XK][x], B=K][y]/y’K[y], oi x ety
sont deux indéterminées, x étant prise de degré 1 ety de degré 2, et soit S=A&®;B,
de sorte que S est une algébre graduée sur K ayant une base formée des éléments 1,
x" (n>1) et x"y (n>0). Il est immédiat que S, ,=S;S, pour n>2, mais S}=Kx"
tandis que S,=Kx"+Kx""%y pour n>2.

8.3. Cénes projetants.

(8.3.1) Soit Y un préschéma; dans tout ce numéro, il ne sera question que de
Y-préschémas et de Y-morphismes. Soit & une Oy-Algébre quasi-cohérente graduée & degrés
posttifs; nous supposerons en outre que U'on a Fy=0y. Conformément aux notations intro-
duites en (8.2.2), nous poserons

(8.3.1.1) P =F[z] = ®o, 04[z]

que 'on considére comme @y-Algebre graduée a degrés positifs en définissant les degrés
par la formule (8.2.2.2), de sorte que pour tout ouvert affine U de Y, on a

LU, #)=(I(U, )zl
Dans ce qui suit, nous poserons
(8.3.1.2) X =Proj(#), C=Spec(#), € =Proj(#)

(ot dans la définition de C, & est considérée comme Oy-Algébre non graduée), et nous
dirons que C (resp. C) est le cone affine (resp. céne projectif) défini par &; on dira aussi
« cbne» au lieu de « cone affine ». Par abus de langage, nous dirons encore que C (resp. C)
est le cdne projetant affine de X (resp. le cone projetant projectif de X), étant sous-entendu que

le préschéma X est donné sous la forme Proj(#); enfin, nous dirons que C est la_fermeture
trojective de C (étant entendu que la donnée de & figure dans la structure de C).

Proposition (8.3.2). — Il existe des Y-morphismes canoniques
(8.3.2.1) Yy5csa
(8.3.2.2) X7C
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tels que € et j soient des immersions fermées, et © un morphisme affine, qui est une immersion ouverte
dominante, pour laquelle

(8.3.2.3) i(C) =C—j(X);

en outre C est le plus petit sous-préschéma fermé de C majorant 1(C).

Pour définir ¢, on considére 'ouvert de C,

~

(8.3.2.4) C,=Spec(# |(z—1)P)

N

(3.1.4), z s’identifiant canoniquement 3 une section de & au-dessus de Y. L’iso-

morphisme ¢: C3C, correspond alors a I'isomorphisme canonique (8.2.3.1)
Llz—1)P 3.

Le morphisme € correspond a ’homomorphisme d’augmentation & —%,=0y ayant
pour noyau &, (1.2.7) et comme ce dernier est surjectif, € est une immersion fermée
(1.4.10). Enfin, j correspond de méme (3.5.1) & ’homomorphisme surjectif de degré o,
& —~&, qui se réduit  Pidentité dans & et est nul dans z%, qui est son noyau; j est
partout défini et est une immersion fermée en vertu de (3.6.2).

Pour démontrer les autres assertions de (8.3.2), on peut évidemment se borner
au cas ou Y ==Spec(A) est affine, .5f=§, ou S est une A-algébre graduée, d’ou
P = (§)~; les éléments homogenes f de S, s’identifient alors a des sections de & au-
dessus de Y, et Pouvert de C noté D, (f) dans (2.8.3) s’écrit aussi C, (3-1.4); de
méme Pouvert de C noté D(f) dans (I, 1.1.1) s’écrit aussi G; (0, 5.5.2). Cela étant,
il résulte de (2.3.14) et de la définition de S que dans le cas présent, les ouverts C,=i(C)
et é, (f homogene dans S,) constituent un recouvrement de C. En outre, on a, avec ces
notations,

A~

(8.3.2.5) i~YC) =Cy;
en effet, C,ni(C)=C,n@z=C,Z=Spec(§(m). Or, si d=deg(f), S(fz) est canonique-

ment isomorphe a (§<,)),,zd (2.2.2), et il résulte de la définition de I’isomorphisme
(8.2.3.1) que I'image de (g(z))ﬂzd par lisomorphisme correspondant des anneaux de
fractions est exactement S;. Comme C;=Spec(S;), cela prouve (8.3.2.5) et montre
en méme temps que le morphisme ¢ est affine; en outre, la restriction de ¢ a G;, considérée
comme morphisme dans C,, correspond (I, 1.7.8) a I’homomorphisme canonique
§(I)—>§(m et en vertu de ce qui précéde et de (8.2.3.2), on peut énoncer le résultat
suivant :

(8.3.2.6) Si Y==Spec(A) est affine, et S =S, alors, pour tout f homogene dans S,
C, S’identifie canoniquement & Spec(SS), et le morphisme C,— C, restriction de i correspond alors
a Dinjection canonique SS—S,.

Notons maintenant que (pour Y affine) le complémentaire de C, dans C = Proj(S)
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est, par définition, I’ensemble des idéaux premiers gradués de S contenant z, c’est-a-
dire j(X) par définition de j, ce qui démontre (8.3.2.3).

Pour prouver enfin la derniére assertion de (8.3.2), on peut toujours supposer
Y affine. Avec les notations précédentes, remarquons que dans ’anneau S, z n’est pas
diviseur de o; comme i(C)=C, il suffira de prouver le

Lemme (8.3.2.7). — Soient T un anneau gradué a degrés positifs, Z ="Proj(T), g un
élément homogéne de 'T' de degré d>o. Si g n’est pas diviseur de o dans T, Z est le plus petit sous-
préschéma fermé de Z. qui majore Z,=D  (g).

En vertu de (I, 4.1.9) la question est locale sur Z; pour tout élément homogeéne
heT, (e>o0), il suffit donc de prouver que Z, est le plus petit sous-préschéma fermé
de Z, qui majore Z, ; il résulte des définitions et de (L, 4..3.2) que cette condition équivaut
au fait que ’homomorphisme canonique Ty —T; est injectif. Or cet homomorphisme
s'identifie & ’homomorphisme canonique T—(Tpy)ene (2.2.3). Mais comme g°
n’est pas diviseur de o dans T, g°/A” ne I’est pas dans T, (ni a fortiori dans T,), car la
relation (g°/h*)(¢/k™) =0 avec teT et m>o0 entraine lexistence d’'un n>o0 tel que
k'g’t=o0, d’ou A"t=o0, et par suite ¢{/A"=o0 dans T,. Cela achéve donc la démons-
tration (0, 1.2.2).

(8.3.3) On identifiera souvent le cone affine C au sous-préschéma induit par le
cbne projectif C sur Pouvert (C), au moyen de I'immersion ouverte . Le sous-préschéma
fermé de G, associé & I'immersion fermée e, est appelé le préschéma des sommets de G; on
dit aussi que ¢, qui est une Y-section de C, est la section sommet ou la section nulle de C;
on peut identifier Y au préschéma des sommets de C au moyen de e. D’ailleurs zoc est
une Y-section de C, donc aussi une immersion fermée (I, 5.4.6), correspondant
I’homomorphisme canonique surjectif de degré o, P = F[z)—~04[z] (cf. (3. 1.7)), de
noyau < [z]= +5; ; le sous-préschéma de C associé  cette immersion fermée est
encore appelé le préschéma des sommets de C, et ioc la section sommet de C; il peut s’identifier
par joc 2 Y. Enfin, le sous-préschéma fermé de C associé a j est appelé le lieu & Dinfini
de C, et peut étre identifié 8 X au moyen de ;.

(8.3.4) Les sous-préschémas de G (resp. C) induits respectivement sur les ouverts

(8.3.4.1) E=C—¢(Y), E=C—i((Y))
sont appelés respectivement (par abus de langage) le cone affine épointé et le céne projectif

épointé définis par &; on notera qu’en dépit de cette terminologie, E n’est pas nécessairement

affine sur Y, ni E projectif sur Y (cf. (8.4.3)). Lorsqu’on identifie C 4 i(C), on a donc
pour les espaces sous-jacents

(8.3.4.2) CuE=C, CnE=E

de sorte que G peut étre considéré comme obtenu par recollement des sous-préschémas

ouverts C et E; en outre, en vertu de (8.3.2.3),
(8.3.4.3) E=E—j(X).
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Lorsque Y =Spec(A) est affine, on a, avec les notations de (8.3.2)
(8.3.4.4) E=UC, E=UC, C=CnC,

f parcourant ’ensemble des éléments homogenes de S, (ou seulement une partie M de
cet ensemble engendrant un idéal de S, dont la racine dans S, est S, lui-méme, autre-
ment dit, telle que les X, pour feM recouvrent X (2.3.14)). Le recollement de C et
de C, le long de C; est alors déterminé par des morphismes d’injection C,—C, C,—»(A],,
qui, ainsi qu’on ’a vu (8.3.2.6) correspondent respectivement aux homomorphismes

canoniques S—S;, SS—S,.

Proposition (8.3.5). — Avec les notations de (8.9.1) et (8.9.4), le morphisme associé
(3.5.1) a linjection canonique ¢ : & —F = F[z] est un morphisme affine surjectif (dit rétraction
canonique)

(8.3.5.1) p:E-X
tel que lon ait

(8.3.5.2) poj = 1x-

Pour démontrer la proposition, on peut se borner au cas oi Y est affine. Compte
tenu de I'expression (8.3.4.4) de £, le fait que le domaine de définition G(g) de p est
égal 3 B résultera de la premiére des assertions suivantes :

(8.3.5.3) St Y==Spec(A) est affine, et ,9’:?, on a, pour tout feS. homogéne
(8-3.5.4) (X)) =C

et la restriction de p a Cf:Spec(Sf), considérée comme morphisme de Cf dans X, correspond
a Uinjection canonique S,—S[. Side plus feS,, C, est isomorphe & X, ®,Z[T] (T indéterminée).

En effet, la formule (8.3.5.4) n’est qu’un cas particulier de (2.8.1.1) et la seconde
assertion n’est autre que la définition de Proj(p) lorsque Y est affine (2.8.1). Alors la

formule (8.3.5.2) et le fait que p est surjectif résultent de ce que le composé & P >F

des homomorphismes canoniques est I’identité dans &. Enfin, la derniére assertion

de (8.3.5.3) provient de ce que S est isomorphe & S,[T] lorsque feS; (2.2.1).
Corollaire (8.3.6). — La restriction

(8.3.6.1) w:E->X
de p a E est un morphisme affine surjectif. Si 'Y est affine et f homogéne dans S, on a
(8.3.6.2) = Y(X)=C,

et la restriction de m a G; correspond @ Uinjection canonique S;—S,;. Si en outre feS,;, C; est
isomorphe & X,Q,Z[T, T~ (T indéterminée).

La formule (8.3.6.2) résulte aussitét de (8.3.5.3) et (8.3.2.5), et démontre la
surjectivité de m; on a vu par ailleurs que I'immersion ¢, restreinte a C;, correspondait
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a linjection SS—S; (8.3.2). Enfin, la derniére assertion est conséquence de ce que
pour feS;, S, est isomorphe a S,,[T, T~'] (2.2.1).

Remarque (8.3.7). — Lorsque Y est affine, les éléments de ’espace sous-jacent a E
sont les idéaux premiers p (non nécessairement gradués) de S ne contenant pas S,
en vertu de la définition de 'immersion ¢ (8.3.2). Pour un tel idéal p, les pnS, vérifient
de facon évidente les conditions de (2.1.9), donc il existe un seul idéal premier gradué q
de S tel que qnS,=pnS, pour tout n; 'application = : E—>X des espaces sous-jacents

N

s’interpréte alors grace a la relation
(8.3.7.1) m(p) =a.

En effet, pour vérifier cette relation, il suffit de considérer un f homogene dans S tel
que peD(f), et d’observer que g, est I'image réciproque de p; par 'injection S;—S;.

Corollaire (8.3.8). — St & est engendrée par &, les morphismes p et ™ sont de type fini;
pour tout xeX, la fibre p~'(x) est isomorphe & Spec(k(x)[T]) et la fibre =="(x) est isomorphe &
Spec(k(x)[T, T™1]).

Cela résulte aussitot de (8.3.5) et (8.3.6) en observant que, lorsque Y est affine
et S engendrée par S,, les X;, pour feS,, forment un recouvrement de X (2.3.14).

Remarque (8.3.9). — Le cone épointé affine correspondant a la Oy-Algébre graduée
Oy[T] (T indéterminée) s’identifie & G,,= Spec(Oy[T, T~!]), puisqu’il n’est autre que Cp,
comme on I’a vu dans (8.3.2) (voir (8.4.4) pour un résultat plus général). Ce préschéma
est canoniquement muni d’une structure de « Y-schéma en groupes commutatsf ». 11 s’agit 1a
d’une notion qui sera développée en détail plus tard, et que 'on peut ici résumer
rapidement comme suit. Un Y-schéma en groupes est un Y-schéma G, muni de deux
Y-morphismes p: GXyG—G et s:G—>G qui satisfont aux conditions formellement
analogues aux axiomes de la loi de composition et de ’application de symétrie dans un
groupe : le diagramme

GxXGxG % 6xG

1xp p

GXG—p~*>G

doit étre commutatif (« associativité ») et ’on doit avoir une condition qui correspond
dans les groupes au fait que les applications
(% )= (2, 271, ) > (5, s ™) >x(x ™)
et (%, 9) = (2, x™1, 9) = (%, px 1) = (px " Hx
doivent toutes deux se réduire a (x,9)—>y; la suite de morphismes correspondant par

exemple a la premiére application composée est
P P PP
1,8 x 1

exG Y oxexe 22 axc A G

et le lecteur écrira de méme la seconde suite.
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Il est immédiat (I, 3.4.3) que la donnée d’une structure de Y-schéma en groupes
sur un Y-schéma G équivaut a la donnée, pour fout Y-préschéma Z, d’une structure de
groupe sur ’ensemble Homy(Z, G), ces structures devant étre telles que pour tout Y-mor-
phisme Z—Z’, Tapplication correspondante Homy(Z', G)—~Homy(Z, G) soit un
homomorphisme de groupes. Dans le cas particulier de G,, que nous considérons ici,
Homy(Z, G) s’identifie & I’ensemble des Z-sections de ZXxyG,, (I, 3.3.14), donc &
I’ensemble des Z-sections de Spec(0,[T, T~!]); finalement, le méme raisonnement que
dans (I, 3.3.15) montre que cet ensemble s’identifie canoniquement & ’ensemble des
éléments inversibles de ’anneau I'(Z, @), et la structure de groupe sur cet ensemble est
la structure provenant de la multiplication dans ’anneau I'(Z, @;). Le lecteur pourra
vérifier que les morphismes p et s considérés plus haut sont obtenus de la fagon suivante :
ils correspondent d’apres (1.2.7) et (1.4.6) & des homomorphismes de Oy-Algébres

72 O[T, T~Y — O4[T, T, T/, T'Y]
6 : O4[T, T~ — 04[T, T~Y

et sont entiérement définis par les données de =(T)=TT’ et o(T)=T"%

Cela étant, G,, peut étre considéré comme un « domaine d’opérateurs universel » pour
tout cone affine C==Spec(F), ou & est une Oy-Algebre graduée quasi-cohérente & degrés
positifs. Cela signifie qu’on peut définir canoniquement un Y-morphisme G,, XyC—C
qui a les propriétés formelles d’une loi externe d’un ensemble muni d’un groupe d’opé-
rateurs; ou encore, comme ci-dessus pour les schémas en groupes, on se donne pour
tout Y-préschéma Z une loi externe sur Homy(Z, C), ayant le groupe Homy(Z, G,,)
comme ensemble d’opérateurs, avec les axiomes usuels des ensembles munis d’un groupe
d’opérateurs, et une condition de compatibilité avec les Y-morphismes Z—Z'. Dans
le cas présent, le morphisme G,, XyC—C est défini par la donnée de ’homomorphisme
de Oy-Algebres & —>F Qo Oy[T, T~ =[T, T™] qui, & toute section s5,eI'(U, &,)
(U ouvert de Y) fait correspondre la section s, T"e['(U, #®, 0Oy[T, T™1]).

Inversement, supposons donnée une Oy-Algébre quasi-cohérente & non graduée

a priori, et, sur C=Spec(¥), une structure de « Y-schéma en ensembles munis de groupes

d’opérateurs » ayant pour domaine d’opérateurs le Y-schéma en groupes G,,; alors on en

déduit canoniquement une graduation de Oy-Algébre sur &. En effet, la donnée d’'un

Y-morphisme G,, XyCG—C équivaut a celle d’'un homomorphisme de 0Oy-Algébres

¢ : F—L[T, T, quis’écrira donc ¢ = 2Z¢n T", ou les ¢, : £~ sont des homo-
ne

morphismes de Oy-Modules (avec ¢,(s) =0 sauf pour un nombre fini d’indices pour
toute section seI'(U, &), U ouvert dans Y). On peut alors vérifier que les axiomes des
ensembles munis d’un groupe d’opérateurs entrainent que les ¢,(&) =%, définissent
une graduation (a degrés positifs ou négatifs) de Oy-Algebre sur &, les ¢, étant les
projecteurs correspondants. On a ainsi une notion de structure de « ¢dne affine » sur tout
Y-schéma affine, définie de fagon « géométrique » sans appel & une graduation préalable.
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Nous ne développerons pas davantage ce point de vue ici et laissons au lecteur le soin
de formuler de facon précise les définitions et résultats qui correspondent aux indications
précédentes.

8.4. Fermeture projective d’un fibré vectoriel.

(8.4.x) Soient Y un préschéma, & un Oy-Module quasi-cohérent. Si on prend
pour & la Oy-Algebre graduée So (&), la définition (8.3.1.1) montre que & identifie
a 8,,(6®0y). Le cone affine Spec(#) défini par & étant alors par définition V(&),
et Proj(&) étant par définition P(&), on voit donc que :

Proposition (8.4.2). — La fermeture projective d’un fibré vectoriel V(&) sur Y est canoni-
quement isomorphe ¢ P(EDOy), et le liew a infini de cette derniére est canoniquement isomorphe
a P(&).

Remarque (8.4.3). — Prenons par exemple &=0% avec r>2; alors les cones
épointés E, E définis par & ne sont ni affines ni projectifs sur Ysi Y+0. La seconde
assertion est immédiate, car C=P(03"!) est projectif sur Y et les espaces sous-jacents
2 E et E sont des ouverts non fermés dans C, donc les immersions canoniques E—C
et E—C ne sont pas projectives (5.5.3), et on conclut par (5.5.5, (v)). D’autre part,
supposant Y =Spec(A) affine et par exemple r=2, on a C=Spec(A[T;, T,]) et E
est alors le préschéma induit par C sur I'ouvert D(T,)uD(T,); or nous avons vu que ce
dernier n’est pas affine (I, 5.5.11); a fortior: £ ne peut étre affine, puisque E est 'ouvert
ot ne s’annule pas la section z au-dessus de E (8.3.2).

Toutefois :

Proposition (8.4.4). — St &L est un Oy-Module inversible, on a des isomorphismes canoniques
pour les cones épointés E et B correspondants @ C=V(Z),
(8.4.4.1) Spec(”@gzg@") S E
(8.4.4.2) Ve x K

En outre, il existe un isomorphisme canonique de la fermeture frojective de V(L) sur celle de
V(L 1Y), transformant la section nulle (vesp. le liew a Pinfini) de la premiére en le lieu  Iinfini (resp.
la section nulle) de la seconde.

On aici & :n@og ®n: Pinjection canonique

F—> D por

nEZ
définit un morphisme dominant canonique

(8.4.4.3) Spec(n@zé”@”) - V(&) =Spec(n@0$®")

et il suffit de prouver que ce morphisme est un isomorphisme du schéma Spec(n<‘eBz$ ®")

sur E. La question étant locale sur Y, on peut supposer que Y =Spec(A) est affine
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et =0y, donc &= (A[T])™ et ”GEDZZ@": (A[T, T™'])™. Or A[T, T7'] est’anneau
de fractions A[T]; de A[T], donc (8.4.4.3) identifie le premier membre au préschéma
induit par C=V(%) sur 'ouvert D(T); le complémentaire V(T) de cet ouvert dans C
est ’espace sous-jacent au sous-préschéma fermé de C défini par I’idéal TA[T], c’est-a-
dire la section nulle de C, donc E=D(T).

L’isomorphisme (8.4.4.2) sera d’autre part conséquence de la derniére assertion,
V(1) étant le complémentaire du lieu & Pinfini de sa fermeture projective et E le
complémentaire de la section nulle de la fermeture projective de C=V(&). Or, ces
fermetures projectives sont respectivement P(Z~'®0y) et P(F®0y); mais on peut
écrire SO0y =LR(FL'®0y). L’existence de lisomorphisme canonique cherché
résulte alors de (4.1.4), et tout revient a voir que cet isomorphisme échange sections
nulles et lieux & Pinfini. On peut pour cela se borner au cas ot Y ==Spec(A) est affine,
L=Ac¢, L='=A¢, l'isomorphisme canonique L®L~!-A faisant correspondre & ¢®¢’
Iélément 1 de A. Alors S(L®A) est produit tensoriel de A[z] et de n@;OAcW, S(L™'®A)
produit tensoriel de A[z] et de ”@OAc’@)", et isomorphisme défini dans (4.1.4) fait
correspondre & z'®¢'® "~ 1’élément z" '®c®". Or, dans P(£~'®0y), le lieu a 'infini
est ensemble des points ou s’annule la section z et la section nulle est ensemble des
points ou s’annule la section ¢’; comme on a des définitions analogues pour P(Z®0y),
notre conclusion résulte aussitét de I’explicitation qui précede.

8.5. Comportements fonctoriels.

(8.5.1) Soient Y, Y’ deux préschémas, ¢:Y'—Y un morphisme, & (resp. &’)
une Oy-Algebre (resp. une Oy.-Algebre) graduée quasi-cohérente a degrés positifs.
Considérons un g-morphisme d’Algébres graduées
(8.5.1.1) ¢ L >,

On sait (1.5.6) gu’il lui correspond canoniquement un morphisme
5 q P q P

® = Spec(9) : Spec(&’)—Spec(F)
tel que le diagramme
®

¢ - G
(8.5.1.2) ! !

Y - Y

q

ou on a posé¢ C=Spec(¥), C'=Spec(F’), soit commutatif. Supposons en outre que
Fo=0y, ;=04 ; soient € : Y->C et ¢’ : Y'—C’ les immersions canoniques (8.3.2);
on a alors un diagramme commutatif

Y 3 Y
(8.5.1.3) <) e

G - G
(o]
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qui correspond au diagramme

)

L > S

Lo

Oy — Oy

ot les fleches verticales sont les homomorphismes d’augmentation, et dont la commuta-
tivité résulte de ’hypothése que ¢ est supposé étre un homomorphisme d’Algébres graduées.

Proposition (8.5.2). — Si E (rvesp. E') est le cone épointé affine défini par & (resp. &),
on a ©YE)CE’; si en outre Proj(p) : G(p)—>Proj(&) est partout déﬁhi (autrement dit si
G(@) =Proj(&’)), alorsona ® YE)=E’, et réciproquement.

La premiere assertion résulte de la commutativité de (8.5.1.3). Pour démontrer
la seconde, on peut se borner au cas o Y ==Spec(A) et Y’'=Spec(A’) sont affines,
9’=§, &'=75". Pour tout £ homogeénedans S, sion pose f'=¢(f), ona ®Y(C,)=C;
(I, 2.2.4.1); dire que G(¢)=Proj(S’) signifie que dans S/, la racine de ’idéal engendré
par les f'=¢(f) est S/ lui-méme ((2.8.1) et (2.3.14)), et cela équivaut encore a dire
que les G recouvrent E’ (8.3.4.4).

(8.5.3) Le ¢-morphisme ¢ se prolonge canoniquement en un g¢-morphisme
d’Algebres graduées

(8.5.3.1) $: 8>
en posant ¢(z) =z. On en déduit par suite un morphisme
® =Proj(3) : G() - C =Proj(¥)

tel que le diagramme

G@) > €
Y —- Y

soit commutatif (3.5.6). Il résulte aussitot des définitions que si on désigne par i : C—C

et i':C'—>C’ les immersions ouvertes canoniques (8.3.2), on a #'(C')CcG(3) et le
diagramme

C
(8.5.3.2) i | b
C

est commutatif. Enfin, si on pose X = Proj(#), X' =Proj ("), etsi j: X—»>C, j/: X'~ C"
sont les immersions fermées canoniques (8.3.2), il résulte encore des définitions de ces
immersions que I'on a j'(G(9)) cG(9) et que le diagramme
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G(cp) Proj(e) X

(8.5.3.3) i’l li
c

est commutatif.
Proposition (8.5.4). — Si B (resp. £) est le cone épointé projectif défini par & (resp. &),
on a fﬁ"‘(ﬁ) ck’; en outre, si p:E>X et p s B'>X" sont les rétractions canoniques, on a

~

(@ YE)) cG(3), et le diagramme
oY E) =
(8.5.4.1) ' l

G((P) Proj(e)

M —
3

est commutatif. Si Proj(e) est partout défini, il en est de méme de ®, et on a 1) =F",

La premiere assertion résulte de la commutativité des diagrammes (8.5.1.3)
et (8.5.3.2), et les deux suivantes de la définition des rétractions canoniques (8.3.5)
et de la définition de §. D’autre part, pour voir que D est partout défini lorsqu’il en est
ainsi de Proj(¢), on peut se borner a considérer le cas ot Y =Spec(A) et Y'=Spec(A’)
sont affines, & =§, F'=5 ; I’hypothése est que lorsque f parcourt ’ensemble des
éléments homogénes de S, I'idéal engendré dans S, par les ¢(f) a pour racine dans S,
I’idéal S’, lui-méme; on en conclut aussitét que la racine dans (S’[z]), de I'idéal engendré
par z et les o(f) est (S’[z]) . lui-méme, d’ou notre assertion; cela prouve en méme temps
que £ est réunion des €, donc égal & O-Y(R).

Corollaire (8.5.5). — Lorsque Proj(e) est partout défini, Pimage réciproque par ® de
Pespace sous=jacent au liew & Uinfini (vesp. au préschéma des sommets) de C' est Pespace sous-jacent
au lieu & Dinfini (vesp. au préschéma des sommets) de C.

Cela résulte aussitét de (8.5.4) et (8.5.2), compte tenu des relations (8.3.4.1)
et (8.3.4.2).

8.6. Un isomorphisme canonique pour les cénes épointés.

(8.6.1) Soient Y un préschéma, & une Oy-Algébre graduée quasi-cohérente a
degrés positifs telle que F,=0y, X le Y-schéma Proj(<’). Nous allons appliquer les
résultats de (8.5) au cas ot on prend Y'=X, ¢ : X—Y étant le morphisme structural;
soit
(8.6.x.1) Fx= D Ox(n)

Tnez X
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qui est une Ox-Algeébre graduée quasi-cohérente, la multiplication y étant définie au
moyen des homomorphismes canoniques (3.2.6.1)

Ox(m) ®@x@x(n) — Ox(m+n)

dont I’associativité est garantie par le diagramme commutatif (2.5.11.4). Prenons
pour &’ la sous-Ox-Algébre graduée quasi-cohérente ¥z =n6>90(9X(n) de Fx, a degrés
positifs.

Enfin, nous considérerons le ¢-morphisme canonique
(8.6.1.2) w: LS

défini dans (3.3.2.3) comme un homomorphisme & —g¢(¥%), mais qui applique
évidemment & dans ¢ (%%). Nous poserons

(8.6.1.3) Cy=Spec(¥#Z), Cyx=Proj(#Z[z]), X =Proj(+Z)

et nous désignerons par Ey et Ey le cone épointé affine et le cone épointé projectif corres-
pondants; on notera ey : X—>Cy, ix: C—>Cy, Jjx: X’—»@X, px: Ex—>X’, g ¢ Ex—>X’
les morphismes canoniques définis dans (8.3).

Proposition (8.6.2). — Le¢ morphisme structural u : X'—~X est un isomorphisme, et

Y

le morphisme Proj(«) est partout défini et identique & u. Le morphisme Proj(&) : Cx—C est
partout défini, et ses restrictions & By et Ex sont des isomorphismes sur B et E respectivement.
Enfin, lorsqu’on identifie X' et X au moyen de u, les morphismes px et m0x s’ identifient aux morphismes
structuraux des X-préschémas By et Ey.

On peut évidemment se borner au cas ot Y =Spec(A) est affine et & =§; alors X
est réunion des ouverts affines X;, ot f parcourt I’ensemble des éléments homogénes
de S, , 'anneau de X, étant S;;. Il résulte en outre de (8.2.7.1) que I'on a

(8.6.2.1) X, $5)=S7.

On adonc u~Y(X;) =Proj(S?). Maissi feS, (¢>0), Proj(S7) est canoniquement
isomorphe & Proj((S7)”) (2.4.7), et d’autre part (S7)“=(S¥)? s’identific & S, [T]
(2.2.1) par Papplication T—f/1; on en conclut (3.1.7) que le morphisme structural
u ' (X,)—>X; est un isomorphisme, d’oi la premiére assertion. Pour démontrer la
seconde, remarquons que la restriction ™ '(X,)nG(«) >X =Proj(S) de Proj(«) corres-
pond a 'application canonique x—x/1 de S dans S7 (2.6.2); on en déduit tout d’abord
que G(x)=X’, puis, en tenant compte de ce que u (X)) = (u7(X,));, il résulte de
(2.8.1.1) que I'image de u~(X;) par Proj(«) est contenue dans X, et la restriction
de Proj(«) a u~'(X,), considérée comme morphisme dans X,=Spec(S,), est bien
identique a celle de u. Enfin, la formule (8.3.5.4), appliquée a px au lieu de p, montre
que px "(u"(X;)) =Spec((S7)5), et cet ouvert est,d’apres (8.5.4.1), 'image réciproque
par Proj(&) de p~'(X;) =Spec(S<) (8.3.5.3). Compte tenu de (8.2.3.2), la restriction
de Proj(&) a px *(u~*(X,)) correspond 4 I'isomorphisme réciproque de (8.2.7.2), restreint
a S5, d’ou le troisitme point; la derniére assertion est évidente par définition.
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On notera aussi qu’il résulte du diagramme commutatif (8.5.3.2) que la restriction
a Cx de Proj(&) n'est autre que le morphisme Spec(a).

Corollaire (8.6.3). — Considérés comme X-schémas, By est canoniquement isomorphe a
Spec(¥ys), et Ex & Spec(Fx).

Comme on sait que les morphismes px et myx sont affines (8.3.5 et 8.3.6), il
suffit (vu (1.3.1)) de vérifier le corollaire lorsque Y =Spec(A) est affine et & =F5.
La premiére assertion résulte de Dlexistence de I’isomorphisme canonique (8.2.7.2)
(S7)5i = S et du fait que ces isomorphismes sont compatibles avec le passage de f 4 fg
(f et g homogenes dans S ). De méme, la formule (8.3.6.2), appliquée a wx au lieu de =,
montre que mx '(u” (X)) =Spec((S7);;) pour f homogeéne dans S,, et la seconde
assertion découle de I'existence de I'isomorphisme canonique (8.2.7.2) (S7),, 3 S;.

On peut ainsi dire que Cy, considéré comme X-schéma, s’obtient par recollement
des deux X-schémas affines sur X, Cy=Spec(#Z) et Ey=Spec(&s), dont linter-
section est 'ouvert Ey=Spec(F%).

Corollaire (8.6.4). — Supposons que Ox(1) soit un Ox-Module inversible et que Fx soit
tsomorghe a ”g')z(wx(l))@‘ (ce qui sera en particulier le cas si & est engendrée par F; (3.2.5 et
3.2.7)). Alors le cone projectif épointé £ s'identifie au fibré vectoriel de rang un V(Ox(— 1)) sur X,
et le cone affine épointé E au sous-préschéma de ce fibré vectoriel induit sur le complémentaire de la
section nulle. Avec cette identification, la rétraction canonique B£—X sidentific au morphisme
structural du X-schéma V(Ox(—1)). Enfin, il existe un Y-morphisme canonique V(0Ox(1))—C,
dont la restriction au complémentaire de la section nulle de V(Ox(1)) est un isomorphisme de ce
complémentaire sur le céne affine épointé E.

En effet, si on pose £ =0x(1), F5 est alors identique a Soy (£), donc By siden-
tifie canoniquement 3 V(Z ') en vertu de (8.6.3) et Cx a V(). Le morphisme
V(&)—C est la restriction de Proj(&), et les assertions du corollaire sont donc des cas
particuliers de (8.6.2).

On notera que 'image réciproque par le morphisme V(0x(1))—C de 'espace
sous-jacent au préschéma des sommets de C est I’espace sous-jacent a la section nulle
de V(0x(1)) (8.5.5); mais en général les sous-préschémas correspondants de C et de
V(0x(1)) ne sont pas isomorphes. Cette question va étre étudiée ci-dessous.

8.7. Eclatement de cones projetants.

(8.7.1) Sous les conditions de (8.6.1), on a, en posant 7= Proj(a&), un diagramme

commutatif
X 2% 6y
(8.7.1.1) ql lr
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en vertu de (8.5.1.3) et (8.5.3.2); en outre, la restriction de r au complémentaire
C‘x—ix(sx(X)) de la section nulle est un isomorphisme sur le complémentaire C—i(<(Y))
de la section nulle en vertu de (8.6.2). Si on suppose pour simplifier Y affine, & de type
fini et engendré par %, X est projectif sur Y et Cy projectif sur X (5.5.1), donc Cy est
projectif sur Y (5.5.5, (ii)), et a fortiori sur C (5.5.5, (v)). On a ainsi un Y-morphisme
projectif r: Cy—C (dont la restriction & Cy est un Y-morphisme projectif Cx—C) qui
contracte X dans Y et induit un isomorphisme quand on le restreint aux complémentaires de X
et de Y. On a donc une relation entre Cx et C, analogue a celle qui a lieu entre un
préschéma éclaté et son préschéma de départ (8.1.3). Nous allons effectivement montrer
qu’on peut identifier Cx au spectre homogéne d’une 0,-Algébre graduée.

(8.7.2) Gardant les notations de (8.6.1), considérons pour chaque n>o, 1’Idéal
quasi-cohérent

(8.7-2.1) y[n]zm@nym

de la 0y-Algebre graduée . 1l est clair que 'on a

(8.7.2-2) y[()]:y, y[n]cy[m] pour mSn
(8.7.2.3) L LSS msn-

Considérons le @p-Module associé a &, qui est un Idéal quasi-cohérent de
(90=§ (1.4.4)
(8.7.2.4) In= (L)~

On déduit alors de (8.7.2.2) et (8.7.2.3), utilisant (1.4.4) et (1.4.8.1), les

formules analogues

(8.7.2.5) Ioy=0,, S,CH, pour m<n
(8‘7'2'6) jn‘fmc'ﬁn+m'

On est donc dans les conditions de (8.1.1), ce qui conduit & introduire la 0;-
Algebre graduée quasi-cohérente

(8.7.2.7) yﬂ:ﬂ(ﬁgoyfn:( &) y[,,])N.

n=0
Proposition (8.7.3). — Il existe un C-isomorphisme canonique
(8.7.3.1) k: Cy S Proj(#9).

Supposons d’abord Y =Spec(A) affine, d’ou 5”=’§’, ou S est une A-algebre
graduée a degrés positifs et C=Spec(S). La définition (8.2.7.4) montre que l'on a
alors, avec les notations de (8.2.6), %= (S%". Pour définir (8.7.3.1), considérons
un élément homogéne feS, (4>0) et Pélément correspondant f%eS% (8.2.6); le
S-isomorphisme (8.2.7.3) définit donc un C-isomorphisme

(8.7.3.2) Spec(S7) ' Spec(Sfy).
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Mais avec les notations de (8.6.2), si v : Cx—X est le morphisme structural, il résulte
de (8.6.2.1) que 'on a »7!(X,) =Spec(S?). On a d’autre part Spec(Saq)) =D, (fY),
si bien que (8.7.3.2) définit un isomorphisme »~*(X,)—~D, (f¥). En outre,si geS, (¢>0),
le diagramme

27H(Xy,) 3 Dy (fAg")

L

27(X)) 3 Dy(fF)

est commutatif, comme il résulte aussitét de la définition de 'isomorphisme (8.2.7.3).
Enfin par définition S est engendré par les f homogénes, donc il résulte de (8.2.10,
(iv)) et de (2.3.14) que les D_(f¥) forment un recouvrement de Proj(S¥) et les »~*(X))
un recouvrement de Cx, puisque les X; forment un recouvrement de X; cela achéve donc
de définir dans ce cas I'isomorphisme (8.7.3.1).

Pour démontrer (8.7.3) dans le cas général, il suffit de voir que si U, U’ sont deux
ouverts affines de Y tels que U’cU, d’anneaux A et A’, et si on pose & |U=§,
S [U’=’§’, le diagramme

Cy — Proj(S%)

(8.7.3.3) 1 l

Cy — Proj(S%)

est commutatif. Mais S’ s’identifie canoniquement & S®,A’, donc S'% a
SE®,S = SE®,A;

on a donc Proj(S’%) =Proj(S%) x; U’ (2.8.10); de méme, si X = Proj(S), X’ = Proj(S),

on a X'=XxyU" et Fx=%®o 0y (3.5.4), autrement dit Fx, =j (%), ou j

est la projection X’'—X. On a par suite (1.5.2) Gyp=CyxXxX'=CyXyU’, et la

commutativité de (8.7.3.3) est alors immédiate.

: Remarques (8.7.4). — (i) La fin du raisonnement de (8.7.3) se généralise aussitot
de la fagon suivante. Soient g:Y’'—Y un morphisme, &' =g’ (&), X' =Proj(¥");

on a alors un diagramme commutatif

Cx - Proj(#"%)

(8.7.4.1) l l

Cx —> Proj(#%)

D’autre part, soit ¢ : &'~ & un homomorphisme de Oy-Algebres graduées, tel que
si on pose X' =Proj(&"’), u=Proj(p) : X—-X'' soit partout défini; on a d’autre part
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un Y-morphisme v: C—GC'' (avec C"'=Spec(F"’)) tel que & (v) =¢, et comme ¢ est un
homomorphisme d’Algébres graduées, on déduit de ¢ un »-morphisme d’Algébres graduées
¢: P> F% (1.4.1). En outre, il résulte aisément de (8.2.10, (iv)) et de ’hypothése
sur @, que Proj(¢) est partout défini. Enfin, compte tenu de (3.5.6.1), on a un
u-morphisme canonique $x.—>%%, d’ou (1.5.6) un morphisme w : Cy,—Cyx. Cela
étant, le diagramme

Cx. 3 Proj(%)

(8.7.4.2) w l l Proj(y)
Cx = Proj(¥9)

est commutatif, comme on le vérifie aussitét en se ramenant au cas ou Y est affine.

(ii) Notons qu’en vertu de (8.7.2.5) et (8.7.2.6), on a S C.S, CH, pour tout
m>o. Or, par définition, ;= (& _)~, donc £, définit dans C le sous-préschéma fermé
e(Y) ((1.4.10) et (8.3.2)); on en conclut que pour tout m>o, le support de Oy/.%,, est
contenu dans Pespace sous-jacent au préschéma des sommets €(Y); dans I'image réciproque du
cone épointé affine E, le morphisme structural Proj(#%)—>C se réduit donc a un
isomorphisme (comme il résulte d’ailleurs de (8.7.3) et (8.7.1)). En outre, identifiant
canoniquement C 3 un ouvert de C (8.35.3), on peut évidemment prolonger les Idéaux .7,
de Oy en des Idéaux #, de O, par la condition de coincider avec @g dans 'ouvert E
de C. Si on pose I =n6>90 F s qui est une Og-Algebre graduée quasi-cohérente, on peut

prolonger I'isomorphisme (8.7.3.1) en un C-isomorphisme
(8.7.4-3) Cx 3 Proj(7).

En effet, au-dessus de E, il résulte de ce qui précéde que Proj(Z") s’identifie
canoniquement 2 E, et on définit donc I'isomorphisme (8.7.4.3) au-dessus de E en lui
imposant de coincider avec 'isomorphisme canonique Ex—E (8.6.2); il est clair qu’alors
cet isomorphisme et (8.7.5.1) coincident au-dessus de E.

Corollaire (8.7.5). — Supposons qu’il existe ny>o0 tel que

(8.7.5.1) Si1=%1Z, pour n=n,.

Alors le sous-préschéma des sommets de Cx (isomorphe @ X) est Iimage réciproque par le
morphisme canonique r : Cx—GC du sous-préschéma des sommets de C (isomorphe a Y ). Inversement,
st cette propriété a lieu et si on suppose de plus Y noethérien et & de type fini, il existe ny>o tel
que Pon ait (8.7.5.1).

La premiére assertion étant locale sur Y, on peut pour I’établir supposer Y = Spec(A)
affine, et & ='§, ou S est une A-algebre graduée a degrés positifs. Elle résulte alors
de (8.2.12),caron a Proj(S®,S,) = Cx X c¢(Y) (en vertu de I’identification (8.7.3.1)),
c’est-a-dire que ce préschéma est I'image réciproque de £(Y) dans Cx (I, 4.4.1). La
réciproque résulte aussi de (8.2.12) lorsque Y est affine noethérien et S de type fini.
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SiY est noethérien (non nécessairement affine) et &% de type fini, il y a un recouvrement
fini de Y par des ouverts affines noethériens U;, et on déduit alors de ce qui précede
que pour tout ¢, il y a un entier n; tel que &, ,|U;=(%|U,)(Z,|U;) dés que
n>n;; le plus grand des n; vérifie donc (8.7.5.1).

(8.7.6) Considérons maintenant le C-préschéma Z obtenu en faisant éclater dans
le cone affine C le sous-préschéma des sommets €(Y); par définition (8.1.3) c’est donc le
préschéma Proj(n@;oyi); I'injection canonique

(8.7.6.1) L:n@oy’z»yh

définit (grace a lidentification (8.7.3)) un C-morphisme dominant canonique

(8.7.6.2) G()—~Z

ol G(i) est un ouvert de Cx (3.5.1); on notera qu’on peut avoir G(1) +Cx, comme le
montre ’exemple ot Y ==Spec(K), K étant un corps, S=& avec S=KJy], ouy
est une indéterminée de degré 2; si R, désigne I’ensemble (S_)", considéré comme partie
de S[n]=SE,, S% n’est pas la racine dans S§ de I'idéal engendré par la réunion des R,
(cf. (2.3.14)).

Corollaire (8.7.7). — Supposons qu’il existe n,>>o tel que

(8.7.7.1) & =F7 pour n=n,.

Alors le morphisme canonique (8.7.6.2) est partout défini et est un isomorphisme Cx~Z.
Inversement, si cetle propriété a liew et si on suppose de plus Y noethérien et & de type fini, il
existe my tel que on ait (8.7.7.1).

En effet, la premie¢re assertion est locale sur Y, et découle donc de (8.2.14); il
en est de méme de la réciproque, en raisonnant comme dans (8.7.5).

Remarque (8.%7.8). — Comme la condition (8.7.7.1) implique (8.7.5.1), on voit
que lorsqu’elle est vérifiée, non seulement Cy s’identifie au préschéma obtenu en faisant
éclater le sommet (identifié 2 Y) du céne affine C, mais encore le sommet (identifié a X)
de Cy s’identifie au sous-préschéma fermé image réciproque du sommet Y de C. En
outre, ’hypothése (8.7.7.1) implique que sur X=Proj(<), les Oyx-Modules Ox(n)
sont inversibles (3.2.5 et 3.2.9) et que 'on a Ox(n) =L®" avec L =0x(1) (3.2.7
et 3.2.9); par définition (8.6.1.1), Cx est donc le fibré vectoriel V(&) sur X, et son
sommet la section nulle de ce fibré vectoriel.

8.8. Faisceaux amples et contractions.

(8.8.x1) Soient Y un préschéma, f:X-—Y un morphisme séparé et quasi-compact,
£ un Oyx-Module inversible ample relativement & f. Considérons la Oy-Algébre graduée a
degrés positifs

(8.8.1.1) F=0,08, f(£°")
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qui est quasi-cohérente (I, 9.2.2, ¢)). On a un homomorphisme canonique de Ox-Algébres
graduées

(8.8.1.2) T: f (&) —>”G>90$®”
qui, pour les degrés > 1, coincide avec I’homomorphisme canonique ¢ : f*(f,(£®")) > £ ®"

(0, 4.4.3), et pour le degré o est I'identité. L’hypothése que £ est f~ample entraine
alors (4.6.3 et 3.6.1) que le Y-morphisme correspondant

(8.8.1.3) r=rg . : X - P=Proj(¥)
est partout défini et est une immersion ouverte dominante, et que ’on a
(8.8.1.4) 7" (Op(n)) = L°" pour tout neZ.
Proposition (8.8.2). — Soit C==Spec(F) le cine affine défint par F; si L est f-ample,
il existe un Y-morphisme canonique
(8.8.2.1) g:V=V(¥)=C
tel que le diagramme ‘
X5 Ve 5> X
(8.8.2.2) fl ly lf
Y — C - Y

soit commutatif, { et 7 étant les morphismes structuraux, j et € les immersions canoniques appliquant
respectivement X et Y sur la section nulle de V(L) et le préschéma des sommets de C. En ouire, la
restriction de g @ V(L) —j(X) est une immersion ouverte

(8.8.2.3) V(&)—j(X) > E=C—¢(Y)
dans le cone épointé affine E correspondant & & .
Avec les notations de (8.8.1), soient 7 = @ 0p(n), et Cp=Spec(#7). On sait
(8.6.2) qu’on a un morphisme canonique /= Spec(a) : Cp—GC tel que le diagramme
Cp - P
(8.8.2.4) n ) }r

C—>Y

¢

soit commutatif; en outre, si ep : P—>Cp est 'immersion canonique, le diagramme

PG
(8.8.2.5) py 2

‘ Y e C
est commutatif (8.7.1.1), et enfin, la restriction de 4 au cone épointé affine E; est
un isomorphisme Ep 5 E (8.6.2). D’autre part, il résulte de (8.8.1.4) que 'on a
(%) =80y (Z)
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et par suite on a un P-morphisme canonique ¢ : V(£)—GC;, le diagramme commutatif
V(&) >

(8.8.2.6) g

Ho<— K

CP—_>

identifiant V(&) au produit CpXpX (1.5.2); comme r est une immersion ouverte,
il en est donc de méme de ¢ (I, 4.3.2). En outre, la restriction de ¢ 2 V(&) —j(X)
applique ce préschéma dans E; par (8.5.2), et le diagramme

X 5 V(@)
(8.8.2.7) v }a
P> G

€p

est commutatif (cas particulier de (8.5.1.3)). Les assertions de (8.8.2) résultent aussitét
de ces faits, en prenant pour g le morphisme composé fogq.

Remarque (8.8.3). — Supposons en outre que Y soit un préschéma noethérien et f
un morphisme propre. Comme r est alors propre (5.4.4), donc fermé, et que c’est une
immersion ouverte dominante, 7 est nécessairement un isomorphisme X =5 P. On verra en
outre au chapitre III (IIL, 2.3.5.1), que & est alors nécessairement une Oy-Algebre de type
fini. Alors il en résulte que ¥ est une F§-Algebre de type fini (8.2.10, (i) et 8.7.2.7);
comme Cp est C-isomorphe & Proj(#%) (8.7.3), on voit que le morphisme & : Cp—C
est projectif; comme le morphisme 7 est un isomorphisme, il en est de méme de
q:V(Z)—>C,, eton en conclut que le morphisme g : V(Z)—C est projectif. En outre,
comme la restriction de £ a E; est un isomorphisme sur E et que ¢ est un isomorphisme,
la restriction (8.8.2.3) de g est un isomorphisme V(&F)—j(X) 3 E.

Si on suppose de plus que L est trés ample pour f, on verra aussi au chapitre III
(I, 2.3.5.1), qu’il existe un entier 7,>o tel que &, = &} pour n>n,. On en conclura par
(8.7.7) que V(2) s’identifie au préschéma Z obtenu en faisant éclater dans le cone affine C
le sous-préschéma des sommets (identifié a Y), et que la section nulle de V(£) (identifiée a Y)
est ’image réciproque du sous-préschéma des sommets Y de C.

Une partie des résultats précédents peut en fait s’établir sans hypothése noethérienne :

Corollaire (8.8.4). — Soient Y un préschéma (resp. un schéma quasi-compact), f:X—Y
un morphisme propre, £ un Ox-Module inversible ample pour f. Alors le morphisme (8.8.2.1)
est propre (resp. projectif ) et sa restriction (8.8.2.3) est un isomorphisme.

Pour prouver que g est propre, on peut se ramener au cas ou Y est affine, et il
suffit donc de considérer le cas ot Y est un schéma quasi-compact. Le méme raisonne-
ment que dans (8.8.3) montre d’abord que r est un isomorphisme X = P; par suite g est
aussi un isomorphisme, et comme la restriction de 2 & E; est un isomorphisme E, X E,
on voit déja que (8.8.2.3) est un isomorphisme. Reste & prouver que g est projectif.

Comme f est de type fini par hypothése, on peut appliquer (3.8.5) & ’homo-
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morphisme 7 de (8.8.1.2) : il y a par suite un entier d>o0, un sous-Oy-Module quasi-
cohérent de type fini & de &, tel que si &’ est la sous-Oy-Algebre de & engendrée par &
et v'=70q (¢p) (p injection canonique &), r'=ry . soit une immersion

X—>P’ = Proj(&").

En outre, comme o est injectif, 7' est aussi une immersion dominante (3.7.6); le méme
raisonnement que pour r montre donc que r’ est une immersion fermée surjective; comme r’

se factorise en X > Proj(¥) 3 Proj(#’), ot ® =Proj(p), on en conclut que ® est aussi
une immersion fermée surjective. Mais cela entraine que ® est un isomorphisme; en effet,
on peut se ramener au cas ot Y =Spec(A) est affine, & =§, 5”='§’, ou S est une
A-algebre graduée, S’ une sous-algeébre graduée de S. Pour tout élément homogéne t€S’, S,
est alors un sous-anneau de S, ; si on revient a la définition de Proj(p) (2.8.1), on voit
qu’on est ramené & prouver que si B’ est un sous-anneau d’un anneau B, et si le morphisme
Spec(B) —Spec(B’) correspondant a linjection canonique B'—>B est une immersion
fermée, ce morphisme est nécessairement un isomorphisme; mais cela résulte de (I, 4.2.3).
On a en outre ®°(Op(n)) =0p(n) (3.5.2, (ii) et 3.5.4), donc r*(0p(n)) est isomorphe
4 #®" (4.6.3). Posons &' =F"%, de sorte (3.1.8, (i)) que X s’identifie canonique-
ment & P’ =Proj(&") et L"'=L%®" a Op.(1) (3.2.9, (ii)).

Cela étant, si C''=Spec(S"), 95,=”@00p,,(n) s’identifie a n(;)()cf”@” donc
Cp.=Spec(£z) a V(&"); on sait d’autre part (8.7.3) que Cp, est C’-isomorphe
4 Proj(&’'%); par définition de &', &% est engendré par F;'% et ;' est de type fini
sur Fi=" (8.2.10, (i) et (iii)), donc Proj(F’'%) est projectif sur C" (5.5.1).
Considérons alors le diagramme

V(&) - Spec(#)=C

(8.8.4.1) u v

V(&) > Spec(&F"") =C"

ol g et g’ correspondent par (1.5.6) aux j-morphismes canoniques

y—)ﬂE;DO,?@” et y”—>n6>90$”®”
(3.3.2.3) (voir (8 8 5) ci-dessous), » au morphisme d’inclusion &"'—&, et u au
morphisme d’inclusion n@ﬂf ®nd _, ME;)Of ®n; il est immédiat (3.3.2) que ce diagramme
est commutatif. Nous venons de voir que g’ est un morphisme projectif; d’autre par t, u est
un morphisme fini. En effet, la question étant locale sur X, on peut supposer que X est
affine d’anneau A et que & =0y; tout revient alors & remarquer que I’anneau A[T] est
un module de type fini sur son sous-anneau A[T] (T indéterminée). Comme Y est un
schéma quasi-compact, et que C” est affine sur Y, G’’ est aussi un schéma quasi-compact,
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et par suite g'’ou est un morphisme projectif (5.5.5, (ii)); par la commutativité de
(8.8.4.1), il en est de méme de vog, et comme v est affine, donc séparé, on en conclut
finalement que g est projectif (5.5.5, (v)).

(8.8.5) Reprenons la situation de (8.8.1). Nous allons voir qu’on peut donner
du morphisme g:V(Z)—>C une autre définition valable pour tout Ox-module inver-
sible £ (non nécessairement ample). Pour cela, considérons le f-morphisme

(8.8.5.1) o Y—n@oiﬂ@”
correspondant au morphisme © de (8.8.1.2). On en déduit (1.5.6) un morphisme
g :V>C tel que, si ©:V—>X et $:C—Y sont les morphismes structuraux, les

diagrammes

T

X <~V
(8.8.5.2) fl’ lg’ f
Y <~ C

Y

< <«— K

Lv

o
- C
soient commutatifs (8.5.1.2 et 8.5.1.3). Nous allons montrer que (si ’on suppose &
ample pour f) les morphismes g et g’ sont identiques.

En effet, la question est locale sur Y, et on peut donc supposer que Y = Spec(A)
est affine, et (en raison de (8.8.1.3)) identifier X & un ouvert de P =Proj(S), ou
S=A®"€>‘>0I‘(X, £®"); on déduit alors de (8.8.1.4) que TI'(X, Op(n)) =T(X, L")
pour tout n€eZ. Tenant compte de la définition de %= Spec(«), ol « est le p-morphisme

canonique §—>9P2 (8.6.1.2), il faut vérifier que la restriction 4 X de o¥ :p*(rg)—»?l?
est identique a4 7. Compte tenu de (0, 4.4.3), on est ramené a voir que si on compose
I’homomorphisme canonique o, : S, - I'(P, Op(n)) avec ’homomorphisme de restriction
(P, Op(n)) — T'(X, Op(n)) =T (X, £*"), on obtient I'identité pour tout n>o0; or, cela
résulte aussitdt de la définition de I’algébre S et de celle de «, (2.6.2).

Proposition (8.8.6). — Supposons (avec les notations de (8.8.5)) que si on pose f= (fy, 1),
I homomorphisme A : Oy—j (Ox) soit bijectif; alors :

(i) Sion pose g= (g, ), w: Og—>g (Oy) est un isomorphisme.

(i) Si X est intégre (vesp. localement intégre et normal), C est intégre (resp. normal).

En effet, le f-morphisme =" est alors un isomorphisme
P P =,(0) > £,(=,(04)) =4,(e,())

et le Y-morphisme g peut étre considéré comme celui pour lequel ’homomorphisme .27(g)
(1.1.2) est égal & 7. Pour voir que p. est un isomorphisme de ¢-Modules, il suffit (1.4.2)
de voir que () : ¢, (0g) - ¥,(g,(0y)) est un isomorphisme. Mais par définition (1.1.2),
on a & (p)=47(g), d’ou la conclusion de (i).

~
Pour prouver (ii), on peut se ramener au cas ou Y est affine, donc & =3, avec
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S=n@ I'(X, #®"); I’hypothése que X est intégre entraine que I’anneau S est intégre

=0
(I, 7.4.4), donc il en est de méme de C (I, 5.1.4). Pour démontrer que C est normal,

nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme (8.8.6.x). — Soit Z un préschéma intégre normal. Alors Panneau T'(Z, O,) est
intégre et intégralement clos.

En effet, il résulte de (I, 8.2.1.1) que I'(Z, 0,) est P'intersection, dans le corps des
fonctions rationnelles R(Z), des anneaux intégralement clos 0, pour zeZ.

Cela étant, montrons d’abord que V est localement intégre et normal; on peut pour
cela se borner au cas oi X ==Spec(A) est affine, d’anneau A intégre et intégralement
clos (6.3.8), et ot #=0y. Comme alors V=Spec(A[T]) et que A[T] est intégre et
intégralement clos ([24], p. 99), cela établit notre assertion. D’autre part, pour tout
ouvert affine U de C, g7'(U) est quasi-compact puisque le morphisme g est quasi-
compact; puisque V est localement intégre, les composantes connexes de g~*(U)
sont des préschémas intégres ouverts dans g~!(U), donc en nombre fini, et comme V
est normal, ces préschémas sont normaux (6.3.8). Alors I'(U, 0;), qui est égal a
['(g~}(U), Oy) en vertu de (i), est composé direct d’'un nombre fini d’anneaux intégres
et intégralement clos (8.8.6.1), ce qui montre que C est normal (6.3.4).

8.9. Le critére d’amplitude de Grauert : énoncé.

Nous nous proposons de montrer que les propriétés démontrées dans (8.8.2)
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