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1.は じ め に

ガウス ・ボンネの定理に代表 されるように、リーマン多様体の曲率と

位相の間には密接な関係があ り、これを明らかにすることは大域 リー
マ ン幾何学の大きな主題の一つである。例えば古典的な球面定理によ

れば、n次 元のコンパク ト単連結なリーマン多様体Mの 断面曲率K

が1/4＜K≦1を 満たせば、Mはn次 元球面に同相である。ここで

の研究手法は、n次 元単位球面Sn(1)を モデル空間として設定 し、M

の幾何学 とSn(1)の 幾何学を比較 してMの 位相的結論 を導き出す と

い うものである。

多様体の崩壊 とは,多 様体の無限列がより低い次元の“空間”に潰れ
ていく現象を云 う。筆者 は、崩壊す る多様体が表す何 らかの特徴を捉

えて、多様体の位相な どの大域構造を理解することが、崩壊現象を研

究す る醍醐味であるように思 う。崩壊理論においては、特別なモデル

空間を設定す る必要はないので、その適用範囲が広 く、多 くの多様体
を研究対象 とす ることが出来 る。 もちろん、大域構造を理解する為に

は、多様体の曲率条件を設定し、その条件の下に リーマン多様体の崩

壊 を考察する必要がある。曲率の条件 として、なるべ く条件の緩い一

般的なものを設定 した方が良いのは当然である。

多様体の崩壊理論は、初めに断面曲率の絶対値を一様に押えた場合
に、チーガー ・グロモク,深谷により研究 され、すでに一般論が完成さ

れている([3D。 この講演では、断面曲率の下限を一様に下か ら押えた

場合の崩壊理論(特 に3次 元の場合)と 、最近のペ レルマンのリッチ流
と3次 元多様体の幾何化に関する仕事([8],[9])に おいて崩壊理論がど
のように適用 されているかを解説 し、多様体の崩壊理論の展開とその

応用の一面を紹介 したい。

2.断 面曲率の下限とグロモフーハウス ドルフ収束

先ず、 コンパク ト距離空間全体の等長類の集合C上 の グロモフーハ

ウス ドルフ 距離,dGH,の 定義([5])を 述べておこう.距 離空間Zの
コンパク ト部分集合A,Bの 古典的ハ ウス ドルフ距離dZH(A,B)が 、A

の ε-近傍がBを 含み、そ してBの ε-近傍がAを 含むような ε>0の



多様体の崩壊－ペ レルマンの仕事まで(山 口 孝男)

山口孝男筑波大学数理物質科学研究科

下 限 として定 まる.一 般 のコンパ ク ト距離 空間X,Y∈Cの 間の グロ

モ フーハ ウス ドル フ距離 は

と定義 され る.こ こで下限は全 ての距離空 間Zと 等 長的埋 め込みf:

X→Z,g:Y→Zに 渡る.

n次 元完備 リーマ ン多様体Mの 断面 曲率Kが 到 る所K≧-1を 満

たす とす る。 この とき、Mの 一点か ら出る2本 の最短 測地線の間 の距

離や距離球 の体積 な どが、定 曲率-1の 双 曲空間Hn(-1)に お ける対

応 す る量 で上 か ら押 えられ る。す なわち、次が成 り立つ:

n次 元閉 リーマ ン多様 体Mnで 、断 面曲率K≧-1,直 径 ≦Dを 満

たす ものの等 長類 の集合 をM(n,D)と 表す.上 に述べたMの 幾何学

の有界性 か ら次 のプ レコンパ ク ト性定理 が従 う。

定 理2.1(グ ロ モ フ).M(n,D)は(C,dGH)に お い て相 対 コンパ ク トで

あ る。

そ こでM(n,D)内 の無限列Mniが コンパク ト距離空間X∈M(n,D)

にグロモ フーハ ウス ドル フ距離 に関 して収束す ると仮定す る.こ こで、

Xは 次元 がn以 下,曲 率が-1以 上の ア レクサ ン ドロフ空間 の構

造 をもつ ことが分 かる.す なわ ち,X内 の任意 の測地三角形 △ に対 し

て、定 曲率-1の 双 曲平面 上 に △ の比較 三角形(辺 の長 さが対応 す

る △ の辺 の長 さに等 しい三角形)△ を取 るとき,自 然 な対応 △ → △

が縮 小写像 となる。

定曲率-1の 双曲平面の代わ りに定曲率 κの完備単連結曲面を取

ることにより,曲 率がκ以上の アレクサン ドロフ空間が同様に定義さ

れる.

M(n,D)を 理解する為の最 も本質的な問題は次である.

問題2.2.M(n,D)内 の無 限列Mnが ア レクサ ン ドロフ空間Xに グ
ロモ フーハ ウス ドル フ距離 に関 して収束す るとき、十分大 きい2に 対 し

てMniとXの 間 の位相 的関係 を決定せ よ.

3.フ ァイ ブ レー シ ョン定理 と安定性定理

ある特別 な場合 には問題2.2の 解答 が得 られてい る。
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一般のアレクサン ドロフ空間Xは 特異点(尖 った点)を もつ し
、位

相多様体にならないものもある。簡単の為、ここでは特異点であって

も、あまり尖っていない点は、特異点ではなく正則点 と見做す ことに

する。

極限空間Xに 特異点がない場合、次が成 り立つ。

定理3・1([13]).M(n,D)に お いて、Mniが ア レクサ ン ドロフ空 間X

に崩壊 す るとす る。 も しXが 特 異点を もたなけれ ば、MはX上 の局

所 自明 ファイバー束 にな る。

Xが 一般 のア レクサ ン ドロフ空 間の場合で も、正則 点の集合Xoは

open-denseでXに おいてfull measureを もつ(ブ ラゴーグロモフーペ レ

ル マ ン[2],大 津一塩谷[6])。 従 って定理3.)はXoの 任意 の閉領域Y

に対 して適 用で きる。 こ うしてYに 対応 す るMniの 閉領 域NZに フ ァ

イバー束 の構造 を定 める ことが出来 る。 この ファイバー を正則 フ ァイ
バー と呼ぶ ことにす る。崩壊理論の主要課題 は、補 集合 .Mi-Ni上 に、

Niの ファイバ ー束構造 に両立 した特異 ファイバー構 造 を定め るこ と、

と云って も過言 ではない。
ペ レル マ ンは、Mniが 崩壊 しない場合 に、ア レクサ ン ドロフ空 間の

幾何 学 に幾何学 的 トポ ロジー にお ける同相写像 の変 形理論[12]を 適用

し、次の位 相的安定性 定理 を証明 した。

定理3・2([7]).M(n,D)内 の無 限列Mniが 同 じ次元のア レクサ ン ドロ

フ空 間Xnに グロモ フーハ ウス ドル フ距離 に関 して収束す る とき、十分

大 きな2に 対 して.MniはXnに 同相で ある。

定理3.2よ り、Mniが 崩壊 す る場合、つま りXの 次元がn-1以 下

の場合 が問題 となる。

4.3次 元多様 体の崩 壊

nが 小 さい とき、M(n,D)の 閉包 に現れ るア レクサ ン ドロフ空 間の

特 異点の構造 は分か り易 く、また崩壊 の余次元 が小 さい ことか ら正則

フ ァイバー も決定 され るので 、一般 次元 に比べれ ば崩壊 現象 を調べ易

い.そ こで先ず、塩谷 隆氏 との研 究([10],[11])に よ り解 明 され た3次

元多様体 の崩壊 に関す る結果 を述べ よ う。以後 、3次 元多様体 は全 て向

きづ け可能 と仮定す る。3次 元多様 体Mが 曲面X上 のザイフェル ト束

であ るとは、有 限個の特異S1-フ ァイバー を除いて、MがX上 のsl-

ファイバ ー束にな って いる場合 を云 う。

M(3,D)に お け る崩壊 は次の よ うに記述 され る([10]):M(3,D)の

無 限列M3iが ア レクサン ドロフ空間Xに 崩壊 している と仮 定す る。

(1)Xが2次 元で ある場合 、Xは 位相 多様体 で、その境 界 と高々有

限個 の内部点 を除 くすべ ての点が正則点 であ る。 この ときMi

は、 軌道 空間がXで ある よ うな局所S1-作 用 をもつ。(こ の
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s1-作 用の 固定点集合 はXの 境 界 に対応 し、例外軌 道(イ ソ ト

ロ ピー群が有限 である軌道)は 、 内部intXの 特異点上 にのみ

存在す る。特 に、Xに 境界が なけれ ばMiはX上 のザイ フェル

ト束 であ る)。

(2)Xが1次 元 がである場合 、Xは 円周 または閉区間 に等長的で あ
る。Xが 円周 であれ ば、.Miは 円周上 の球面 または トー ラス束

にな り、Xが1次 元閉区間で ある ときは、Miは 、 円盤D3や

P2xIの 境界 の球面 に沿った張 り合わせ か、 トー ラス体sl×D2

やK2×Iの 境界 の トー ラスに沿った張 り合 わせ にな る。 ここで

P2xI=(S2×I)/Z2は 射影平面P2上 の、K2×I=(T2×I)/Z2

はクライ ンの壺K2上 の非 自明I-フ ァイバー束 を表 す。

(3)Xが 一 点の場合、Miの 有 限被覆 はホモ トピー球 面、,S1×S2,
トー ラスT3、 べ き零 多様 体のいずれか になる(深 谷 山口 国)。

直径 が有界でない場合 の崩壊 定理 と して、次が成 り立つ。

定理4.1([11]).正 εQが存在 して、向 きづ け可能な3次 元閉備 リーマ

ン多様体Mの 断 面曲率 と体積 がK≧-1,vol(M)＜ εpを満 た し、M

の直径が1以 上な らば、Mグ ラフ多様 体で ある。

こ こで グラフ多様体 とは、い くつ かのザイ フェル ト束 の境界 トー ラ

ス達 を張 り合 わせ て得 られ る多様体 を指す。

例4.2(グ ラフ多様体 の崩壊).簡 単のため、Σ1,Σ2を 境 界が連 結な コ

ンパ ク ト曲面 として、3次 元多様体

を考 える。 こ こでf:∂ Σ1×S1→ ∂Σ2×S1はf(x,y)=(y,x)で 定ま

る張 り合 わせ写像で ある。Mは 最 も単純 なグラフ多様体 の一つで ある。

各 ピースΣi×S1は 自然 なs1作 用 を もつが、fの 定 め方 か ら,一 般 に

.M上 にはS1作 用は(局 所S1作 用 です ら)存 在 しない。直径 の上界D
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を外 した場合、次 のよ うにMに 崩壊計量 を定 めることが出来 る。任意

の ε>0に 対 して、Σi(E)で 、曲率の絶 対値が1以 下で、その面積 が ε

に関係 な く一様 に有界 で、Σiの 境界 のある近傍 がS1(ε)×[0,1)に 等長

的で あるよ うな リーマ ン計量 を備 えたΣiを 表 す とす る。 ここでS1(E)

は半径 εの円周 を表す。 そ こでM上 の リーマ ン計量gε を,張 り合わせ

Σ1(ε)×S1(ε)UfΣ2(ε)×S1(ε)に よ り定 める。(M,gε)の 断面 曲率 の絶

対値 は1以 下 であ り、ε→0の とき(M,gε)の 体積 はゼ ロに収束す る。

また、Σi(ε)の直径が∞ に発散す ることか ら(M,gε)の 直径 も∞ に発

散す る。 ここで(M,gε)の 極 限空間は どの よ うな ものだろ うか?実 は

Mの どの点 を中心に して極 限 を考 えるか によって異な った極限空間が

現れ る。 た とえば 点pを 張 り合わせ トー ラスの近 くに とれ ばpの まわ

りの近傍 は ε→0の とき、1次 元 の線分 に崩壊す るし、pを 張 り合 わ

せ トー ラスか ら遠 い点 に選べ ばpの まわ りの近傍 は2次 元曲面 に崩壊

す る。

定理4.1の 証明の方針.Mの 各点pの まわ りの局所近傍Bpは 、次元
が1ま たは2の(曲 率が －1以 上の)ア レクサン ドロフ空間内のある

近傍 ら にグロモフーハ ウス ドルフ距離の意味で近い。上のM(3,D)に

おける崩壊の分類か らBpの 位相が分かる。ここで ら の次元は一定
ではなくpが 変われば変化する可能性がある(Mの 直径が有界でない

為)。そこでUpの 次元により(正確にはUpの 面積が小 さいときはこれ

を1次 元 とみなす必要がある)、Mを1次 元的部分V1と2次 元的部

分V2に 分割する。距離関数に対するモース理論か ら、V1の 各連結成

分の位相は次の6種 類に決定される:

またs1-作 用の張 り合 わせ を実行す ることに よ り、V2上 に局所S1-作 用

を構成す るこ とが出来 る。 これ よ りMが グラフ多様 体であ ることが従

う。 □

ペ レルマ ンの リッチ流 と3次 元多様体の幾何化 に関す る仕 事の中で、

3次 元多様体 の崩壊 に関す る結果 がアナ ウンス されてい る。次 にそれに

つ いて述 べ よ う。

3次 元閉 リーマ ン多様体(M,g)が ε-局所崩壊する とは、Mの 任 意の

点xに 対 して正 の数 ρ=ρx,0＜ ρ≦diam(M,g),が 存在 して、

が成 り立っ ときを云 う。 つ ま り各 点xの まわ りで計量 を1/ρ2倍 して

リスケールすれ ば、xの まわ りの単位球 の上で断面曲率が －1以 上で、

その体積が ε以下,と なる場合で ある。 これ は定理4.1の 状況 と似てい

る。本質的 な違 いは上の ρ=ρxがxに 依存 している ことであ る。
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定理4.3([9]).正 数のε0が存在 して、向きづけ可能な3次 元 閉 リー マン

多様体Mが ε0-局所崩壊 すれ ば、Mは グラフ多様 体で ある。

上の ρxを(1)が 成 り立つ最 大数 として定 め ると、xが 少 し変化 した

とき ρxが それ程 大 き く変化す るこ とが無 い ことが示せ る。 その結果 、

定理4.3は 定理4.1の 証明 の議論(本 質 的にはS1-作 用 の張 り合 わせ の

議論)か ら従 うことが分 かる。

5.リ ッチ流による3次 元多様体の幾何化

1980年 代初めにサース トンによって提唱された3次 元多様体の幾何

化予想は、3次 元多様体全体を分類する上で決定的なものである。以下

断 らない限 り、3次 元多様体はコンパク トで境界がなく向きづけ可能な

ものとす る。
二つの3次 元多様体M1、.M2か ら開球体を取 り除きそれ らの境界球

面を張 り合わせて得 られ る3次 元多様体をM1とM2の 連結和 と云い
M1≠M2と 表す。任意の3次 元多様体MはM=M1#…#Mkと 順序

を除いて一意的に連結和に分解 される(ク ネーザー、ミルナー)。ここ
で各Miは 素(prime)と 呼ばれ、 自明でない連結和分解を持たない。

Mに 埋め込まれた トーラスTが 非圧縮的であるとは、包含写像が

誘導する基本群の準同型 π1(T)→ π1(M)が 単射である場合をい う。

予想5.1(サ ース トン幾何化予想).任 意の素な3次 元多様体はい くつ
かの非圧縮 トーラスにより、幾何構造をもつピース(閉 領域)に 分解

される。

ここで幾何構造 をもつ ピー ス とは、 どの点 も局所 的には 同 じよ うに

見 え る リーマ ン多様 体(局 所等質 空間 とよばれ る空 間)に 微分 同相 な

ピー スを指す。 単連結 な3次 元 閉多様体 は球 面で あろ うとい う有名 な

ボア ンカ レ予想 は幾何化予想 か ら従 う。また、幾何構造 をもつ3次 元多

様体 のモデルは8つ あ る。 定 曲率空 間 と してのユー ク リッ ド空間R3、

球面S3,双 曲空 間H3の3つ と、2次 元 と1次 元の積 と捻った積 か ら来

る5つ(S2×R,H2×R,SL(2,R),単 連結べ キ零群Nil,単 連結可解群

Sol)で ある。

幾何 化予想 は、任意の素 な3次 元 多様 体は、 い くつかのグラ フ多様

体 と双 曲多様体 を非 圧縮 トー ラス によ り張 り合わせ て得 られ るで あろ

う、 と言 い換 え ることもできる。

幾何化予想 に対す るR.ハ ミル トンのアイデ アは、多様体 の初期計量

9ij(0)を 、 リッチ 曲率Rijに よ り発展 させ る偏微 分方程式

の解(リ ッチ流)に よって出来 るだ け良い計量 に変形 しよ うとい うも

ので ある。 リッチ流9ij(t)は 少 な くとも短時 間[0,ε)解 が存在す る。解
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が存在する極大時間を[0,T)と し、T＜∞ と仮定すると、 リッチ流に

はt=Tに おいて特異点が現れ、t→Tの とき特異点が現れる部分で

曲率は|K|→∞ と爆発する。下図は、ダンベル型の3次 元球面から出

発 した リッチ流が有限時間で特異点をもつ様子を示 している。

ペ レルマ ンは、ハ ミル トンによる幾何化予想解決に向けたプログラ
ムに沿った形で、次を明らかにした と宣言 している([8],[9])(信 憑性

が高い と云われるが、残念なが らまだ専門家によって検証中の状態が

続いている):

(1)有 限時間で起 こるリッチ流の特異点は、基本的にはS2×R上
の標準的なものに近い(計 量を特異点が起こる寸前で特異点の

近 くで適当に リスケールす るとき、 リッチ流がS2×R上 の標

準解に近いとい う意味で)。

(2)特 異点が起こる寸前で特異点の近くで下図のような手術を施 し
その後再び リッチ流を走らせ る。そ して再び特異点が現れた ら

その寸前で手術を施す とい うことを繰 り返すとき、有限時間内

では有限回の手術 しか施されない。

上述 の手術付 き リッチ ・フ ロー を どん どん走 らせてい くと、初 めの3

次元多様体Mは い くつかの連結成分 に分解 されてい く。そ の内すべて

の点で スカ ラー 曲率 が非常 に大 きい よ うな連結成分 が現れ た場合 、そ

の連結成 分の位相 はS3ま たはS2×Rの 商空 間 になるこ とがわか る

ので、その よ うな連 結成分は どん どん捨てて行 く。(逆 にこれ ら全 ての

ピー ス達 か らMを 復元す るには連結 和の操作 を行 なえば良い)。

十分 大 きい時刻tで 残 され た連結 成分 の一 つ を固定 して、その上 の

リッチ流 を(N,h(t))と 表す。正の ε0を定理4.3に お けるもの とす る。

Nの 点pを 中心 とす るある半径 の距離球が計量 の適 当な リスケー リン

グの下でK≧-1と 体積 ≧ ε0をみたす とき、そ の よ うな点p∈N全

体 の集合 をNthickと 表 す((N,h(t))の 崩壊 しない部分)。 実 は一様 な定

数0に よ りTthick上 の断面 曲率が-1≦K≦Cと 上か らも押え られ る

こ とが従 う。結 局 この部分 の上ではt→∞ で リッチ流 の解 が存在 し、
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計量 の縮 小 リスケー リング の下でNthickは 体積 有 限の完備 双 曲

空間 に収束す ることが分か る。従 ってNthickは 双 曲構 造 をもつ。

Nthickの 補集合 をNthinと 表 す。 これ は εo-局所崩壊す る部分 であ り、

定理4.3よ り、Nthinは グラフ多様 体にな る。

ま とめ ると、 リッチ流の特異点の部分か ら連結 和分解(S2×R)が 見

え、手術 で切 り離 した後 は、 途 中で捨 て去 ったS3やS2×S1な どが

抽 出 され る。 また 、十分長い時 間経過 後、崩壊理論 か ら崩壊 部分が グ

ラフ多様 体で ある ことが分 か り、非崩壊 部分か らは リッチ流に よ り双

曲幾何構 造 をもっ ピースが抽 出 され るこ とにな り、結果 と して幾何化

予想 が従 うとい う筋書 きである。

6.お わ りに

崩壊理論については、[14]により、4次元多様体の崩壊についてM(4,D)
における崩壊現象が解明 されています。直径が有界でない場合の4次

元多様体の崩壊や一般次元多様体の崩壊など、解明されるべき問題が

山積 している状況です。これ らについての詳細については、[1]を参照

して頂ければ幸いです。
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