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まえがき

幾何の対象にはさまざまなものがあるが，代数幾何では多項式や正則関数の零点集合，あるいは

それらを貼り合わせたものを扱う．扱う対象が限定されている反面，構造が深く道具が多いことか

ら詳しく調べることができる．また，さまざまな場面で普遍的に現れる．

デカルト (Descartes)以来，点を座標関数の値の組として表すことで，解析・代数を用いて幾何を

調べることができるようになった．関数によって点がわかり，点があれば関数が定まる．この双対

性を押し進めると，古典的な多様体論では取り扱えなかった図形，すなわち，交わったり，尖った

り，重なったりといった，局所線形近似では捉えきれない図形も包摂した理論ができる．グロタン

ディック (Grothendieck)による概型（スキーム）の理論にはさらに相対化が自然にできたり，数論

の幾何をも統一的に取り扱えるといった長所がある．代数多様体は概型の特殊なものとして定義さ

れる．概型の理論は抽象度がやや高いが，その険しさがかえって人を惹き付ける魅力でもある．そ

して，標準的な部分はすっきりしていてわかりやすいと思う．他分野の人にとっても，概型の理論

は代数と直結しかつ多様体論との類似もあり有用であろう．

代数多様体論の本はすでに多く，それぞれにさまざまな特色がある．本書は，代数幾何を学ぶ人

のために，学部・大学院におけるゼミ・輪講・講義・独習で幅広く使えるよう，以下のことを心が

けた．

(1) 基本的な事項を飛ばさずに記述した．

数学科の学部の講義で標準的に学ぶ事柄のみを仮定して平易に記述した．具体的には，線形代数・

微積分・集合・位相と，環と加群の初歩を学んだ段階ですぐに読み進められるようにしてある．な

るべく自己完結的にするため，また，他分野の読者の便宜も考えて，環と加群・ホモロジー代数の

必要となる知識も解説した．既知の場合は飛ばしてよい．また，集合・位相の言葉の定義も備忘録

として巻末に付した．基礎的な部分で論理構成に必要な命題の証明を，引用したり省略したり演習

としたりすることはできるだけ避けた．

(2) 内容を精選して基本的な内容をじっくり学べるよう配慮した．

1年間の講義・ゼミ等で使うことを念頭に置き，基礎理論の骨格を手早く学べるよう，全体のボ

リュームを抑えた．利用しやすいよう，各章のページ数をだいたいそろえた．そのため古典論の詳

細や概型の一般論を網羅的に述べてはいない．本書で基礎を学んだ後は，他の詳しい本をどんどん

読み進められるとよい．

(3) 標準的な定義・名称を用いるようにした．

読者の無用な混乱を避けるため，なるべく標準的な定義を用いた．また，代数幾何では，同じ概

念に長年の間にさまざまな名前が付いているものがある．他の文献を読む場合の利便性を鑑み，定

義では複数挙げ，本文では一つに統一した．



(4) 抽象化するが，ゆっくり行うようにした．

近年さらに重要度を増したホモロジー代数の取り扱いを濃くした．ただし，抽象化の前に具体例

を与えるように努めた．また，高度な抽象化は段階を踏んで行うようにした．途中からページをめ

くると難しく見えるかもしれないが，前から順番に読んでいけばさほどでもないはずである．

抽象的に感じる命題は，具体的な例に置き換えて読むとよい．仮定が一般化されているのは，証

明にそれだけの仮定しか使っていない，というヒントでもある．「環」であれば，多項式環，「環付き

空間」「概型」であれば，アフィン空間や射影空間をまず思い浮かべてみるとよい．

謝辞：原稿にさまざまなコメントを寄せてくれた大前健君と，筆が進まない筆者を辛抱強く脱稿

まで導いてくださったサイエンス社『数理科学』編集部の平勢耕介氏に心から感謝いたします．

サポートページ：http://www.saiensu.co.jp/からリンクされています．

2008年 6月 1日

小林　正典

ii まえがき
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第 1 章

ネーター環

空間や点といった幾何的概念を，関数の環やイデアルなどの代数的概念を用

いて処理するのが代数幾何の一つの基本的手法である．この章では，環と加群

について基本的な内容，特にネーター (Noether)環について学ぶ．より進んだ

内容については，必要になったときに補足する．詳細は [5], [6], [13]などを見よ．

1.1 基礎事項

この節では環と加群に関して学部で標準的に習う程度の概念を復習する．

環

加減乗が自由にできる集合を環 (ring)といい，乗法が可換なとき可換環 (com-

mutative ring)，乗法の単位元 1をもつとき単位的環 (unitary ring)という．こ

の本では特に断らない限り，環は単位的可換環とし，環準同型 (ring homomor-

phism)は 1を 1に移すものとする．0 = 1となる環は 1元からなり，零環 (zero

ring)と呼ばれる．零環はしばしば例外的取り扱いが必要になり，特に断らずに

除外して考えることがある．乗法に関する逆元をもつ元を単元 (unit)という．

0でない元を掛けて 0になることがある元を零因子 (zero divisor)という．零

環でなく，0以外に零因子をもたない環を整域 (integral domain)といい，零環

でなく，0以外の元が単元であるとき体 (field)という．

体 k上の多項式環 (polynomial ring) k[x1, . . . , xn]，有理整数環Z は整域で

あり，環の重要な例である．

以下，Rを（単位的可換）環とする．

R加群・R代数

加群M は，両立するRのスカラー倍が定まっているときR加群 (R-module)



第 2 章

アフィン代数多様体

まず，基本的な感覚を養うため，古典的な題材に触れておこう．この章では，

体 k 上のアフィン空間 kn 内の多項式系の零点集合を扱い，図形と関数の対応

関係について学ぶ．

2.1 代数的集合

この章では，体 kを固定し，n変数多項式環 k[x1, . . . , xn]を Rで表す．

定義 いくつかの多項式 fj(x1, . . . , xn) ∈ R (j = 1, . . . ,m)に対し，kn 内の

共通零点集合（連立方程式 f1 = · · · = fm = 0の解集合）を（アフィン）代数

的集合 ((affine) algebraic set)という．kn 自身を代数的集合と見たとき（k上

の）n次元アフィン空間 (affine space)といい，An
k あるいは単にAn で表す．

A1, A2 をそれぞれアフィン直線，アフィン平面という．

Rの部分集合 S に対し，V (S)で S に属するすべての多項式の共通零点集合

を表す．

例 f(x1, . . . , xn)が既約 d次式のとき，V ({f})をAn 内の d次のアフィン

超曲面 (affine hypersurface)という．d = 1のときアフィン超平面 (affine hy-

perplane)という．

命題 2.1.1 S, T を Rの部分集合とするとき，以下が成り立つ．

1. S ⊂ T =⇒ V (S) ⊃ V (T )．

2. I を S のすべての元で生成されるイデアルとすると，V (I) = V (S)．

証明 1は自明．2. S ⊂ I より V (S) ⊃ V (I)．I の元は S の元の一次結合で

書けるから反対向きの包含関係も成り立つ． □

定理 1.3.1 より R はネーター環であるから，イデアル I は有限個の元



第 3 章

アフィンスペクトル

有限生成 k代数からアフィン代数多様体を作った操作を，空間と座標環の双

対性により，一般の（単位的可換）環に拡張しよう．これは，概型の局所理論

であり，多様体でいえば座標近傍の理論に当たる．

座標環が代数的閉体上の有限生成代数のときは，極大イデアル全体が点集合で

あった．一般の環のときは，素イデアル全体を考えるというのがグロタンディッ

クのアイデアである．0次元とは限らない既約閉集合の全体に対応する．

3.1 Spec A

環Aに対し，Aの素イデアル全体の集合を SpecAで表し，Aの（アフィン）

スペクトル ((affine) spectrum)という．

例 1. kを体とするとき，Spec k = {(0)}（1点）である．

2. Aが PIDなら，SpecA = {(0), (f) | f は既約元 }である．特に，
• SpecZ = {(0), (p) | p は素数 },
• Spec k[x] = {(0), (f(x)) | f(x) は既約多項式 }．

となる．

3. SpecA = ∅ ⇐⇒ Aは零環．

定義 体 k 上の n変数多項式環 R = k[x1, . . . , xn]に対し，SpecRをAn
k と

書き，k上の n次元アフィン空間 (affine space)と呼ぶ．

SpecAにまず位相を定めよう．

定義 Aのイデアル I に対し，V (I) := {P ∈ SpecA | P ⊃ I}と定める．

命題 3.1.1 次が成り立つ．

1. I ⊂ J =⇒ V (I) ⊃ V (J)．



第 4 章

Homと⊗，完全系列

この章ではR加群の理論，特に，加群 Homと，アフィンスペクトル等で逆

像・直積・共通部分等に対応するテンソル積，および，加群の完全系列につい

て学ぶ．標準的内容なので，講義などで学んでいる場合は飛ばしてもよい．

Rが非可換環でも類似の性質がほとんどそのまま成立するが，簡単のため R

を単位的可換環とし，M , N などを R加群とする．

4.1 Hom

R加群M , N に対し，R線形写像の全体Hom(M,N)は自然にR加群になる．

(f + g)(m) := f(m) + g(m), (rf)(m) := r(f(m)) (f, g ∈ Hom(M,N), m ∈
M, r ∈ R)．

注意 R加群の同型 Hom(R,M) ∼= M （準同型 f に f(1)を対応させる）が

存在する．

注意 R準同型 f : M → N とR加群Lに対し，合成によりHom(L,M)
f◦−→

Hom(L,N) およびHom(N,L)
◦f−→ Hom(M,L)ができる．容易に確かめられ

るように，これらは R線形写像である．

定義 Mの上の線形形式の全体，すなわちHom(M,R)をM∗（あるいはM∨）

と書き，M の双対 (dual) R加群という．M から (M∗)∗への自然なR準同型

i : M →M∗∗ (m �→ (f �→ f(m)))ができる．

注意 Rが体でM が有限生成（すなわち有限次元Rベクトル空間）のときは

M ∼= M∗ ∼= M∗∗ である．しかし有限生成でなければ，例えばM が可算基底

をもつベクトル空間のとき，M∗, M∗∗ は非可算基底をもち，M とは同型にな

らない．有限生成であっても，R = Z, M がねじれ加群（どの元も何倍かする

と 0になる）のとき，M∗ = 0である．
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圏と関手

圏と関手に関して必要なことをまとめておく．特に，帰納極限・射影極限に

ついて学ぶ．より詳しく知りたいときは [25], [27]などを参照せよ．

5.1 圏

任意の集合に対し，そのべき集合を対応させるとき，写像としてはどこから

どこへの写像になるだろうか．集合の全体から集合の全体への写像と言いたい

ところだが，集合の全体を集合と認めるわけにはいかない．なぜなら，例えば，

S = {自分自身を元として含まない集合 }が集合だと仮定して，S が自分自身
に含まれるかどうか考えると矛盾が起こる（ラッセル (Russell)の逆理）から

である．すると，「無限集合は，可算濃度の部分集合を含む」のように，「条件 P

を満たすなら，条件Qを満たす」という形の命題を考えるとき，「P を満たすも

のすべての集まり」は集合としてよいであろうか？

また，同型ではあっても厳密にはものとして異なるかもしれないときに，同

一性に触れずにそのまま取り扱いたいときもある．

このようなときは圏と関手を用いて述べるのが便利である．

さらに，線形代数，群論，環と加群といったさまざまなところで，何度も「準

同型定理」が出て来て「またか」と思ったことはないだろうか．ベクトル空間・

群といった構造を保つ写像について，形式的に成立するような事柄をすっきり

述べる言葉としても便利である．逆に，定理を圏の言葉で言える形にまとめる

とわかった気がしたりする．

定義 圏 (category)とは，次の三つが定められ：

1. ある対象 (object)の範囲．

2. 二つの対象X, Y に対して射 (morphism)の集合 Hom(X,Y )．

3. 三つの対象 X, Y , Z に対し写像 ◦ : Hom(X,Y ) × Hom(Y, Z) →
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層

層は，正則関数のように局所的性質をもつ大域的な対象を，代数的に表現す

るのに便利な概念である．

層はどのようなものを抽象化したものであるかを先に説明しておこう．Rnの

開集合 U に対して，Cr(U)で U 上の Cr 級関数の全体のなす環を表す．また

A p(U)で U 上のC∞級 p形式の全体のなす加群を表す．以下ではこのように，

F (U)で U を定義域とする何らかの局所的性質を満たす関数や微分形式の全体

を表している，と思うと理解しやすいであろう．

6.1 局所的性質

位相空間の上の関数が連続であるとか微分可能であるかどうかは，各点の十

分小さな近傍で判定される．このように，各点の十分小さな近傍の性質で判定

される性質を，局所的性質と呼ぶ．

局所と大域の違いについて簡単な例で考えてみよう．

例えば，log xという関数を考える．これは x > 0のとき連続（さらに解析）

関数である．x→ +0のとき log x→ −∞で発散するから，実数値連続関数と
しては原点まで定義域を広げられない．同様に，xy/(x2 + y2)の原点の回りで

の振る舞いのように，方向によって収束先が違う関数も連続関数として原点ま

で定義域を広げられない．

定義域を広げられない理由には連続性の制限よりもっと自明でないものがあ

る．0でない任意の複素数 αに対して

log z = log(α+ (z − α)) = logα+
∞∑
k=1

(−1)k−1

k

(
z − α
α

)k
のべき級数展開は収束半径が |α|なので，中心の値 logαが定まれば z = αを

中心とした半径 |α|の円の内部で正則関数を与える．実軸上の点から解析接続
を続けることによりC× 上に延びていく．C× の単連結な領域上では正則関数



第 7 章

概型

この章では概型（スキーム）について学ぶ．概型は，局所環付き空間の特別

なものとして定義される．すなわち，データとしては，集合・位相・関数環の

層の三つからなる．

7.1 Spec Aの構造層

X = SpecAの上に層 Ãを構成しよう．

定義 X の任意の開集合U において，Ã(U)を，s : U →∐P∈U AP (s(P ) ∈
AP )であって，U の各点 P に対しある開近傍 V が存在して，ある a, f ∈ Aが
存在して s(Q) = a/f (∀Q ∈ V, f ∈ Q)と書けるものの全体とする．Ã(U)は

自然にA代数になる．制限写像を定義域の制限写像で定めると，Ãは環の前層

になる．

U からの写像として定めたから，各点の像が 0ならば切断も 0になる．また，

s = a/f と書けることは局所的条件だから，Ãは層である．

注意 あとで示すように，Ã(U)をU に含まれる任意の基D(f)において a/fn

の形に書ける，という強い条件で定義しても同値である．

注意 もし Aが整域なら任意の局所化は商体Q(A)の部分環だから，切断は

Q(A)への写像として構成できて議論が易しくなる．

命題 7.1.1 P ∈ SpecA, f ∈ Aとする．次の自然な環同型がある．
1. (Ã)P = AP（左辺は層の茎，右辺は環の局所化）．

2. Ã(D(f)) = Af，特に Ã(SpecA) = A．

証明 1. 写像 ϕ : AP → (Ã)P を次のように定める．AP の任意の元

a/f (f ∈ A�P, a ∈ A)に対し，D(f) � Q �→ a/f ∈ AQにより Ã(D(f))の
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連接層

大域切断の次元の有限性で重要な連接層の概念は，多変数正則関数に対する

岡潔の研究に始まり，岡の定理をカルタン (Cartan)は層の言葉で「複素多様体

の構造層は連接である」と述べ直した．カルタンはさらに，閉部分多様体のイ

デアル層が連接であることを示した．セール (Serre)は連接層とそのコホモロ

ジーに関する基本的性質を示した．グラウエルト (Grauert)は複素多様体の射

による連接層の順像層・高次順像層（後述）が，射が固有ならば再び連接にな

ることを示した．

非特異代数多様体の微分形式の加群や，射影空間の上の同次座標に関する斉

次 d次式のなす加群の層O(d)，一般に，因子Dに付随する可逆層 O(D)，ベ

クトル束の対応物としての局所自由層といったものがよく使われる．

8.1 加群の局所化

定義 S を環 Aの積閉集合，M を A加群とするとき，環の局所化と同様に，

M の S による局所化を

S−1M := {(s,m) | s ∈ S, m ∈M}/∼
と定める．ただし，(s,m) ∼ (s′,m′)とは，ある t ∈ Sが存在して t(sm′−s′m) =

0となることとする．(s,m)の同値類を m
s と書く．

注意 S−1M は自然に S−1A加群になる：(a/s)(m/t) := (am)/(st)．well-

definedであることは S−1Aでの積と同様に示される．

A準同型 f : M → N に対し，S−1A準同型 S−1f : S−1M → S−1N が，

m/s �→ f(m)/sにより定まる．実際，t(sm′ − s′m) = 0のとき t(sf(m′) −
s′f(m)) = 0であるから well-definedである．S−1A線形であることは明らか．

命題 8.1.1 (局所化の完全性) 1. S−1 idM = idS−1M , S−1(g ◦f) = S−1g ◦
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概型の射

概型への射 f : X → S は，底空間 S をパラメータ空間としてファイバーの

族が並んでいる．代数多様体で基礎体 kを考えることは，概型では Spec kへの

射を与えることに対応する．概型 X の性質を，ある概型 S への射の性質と考

える相対化は，理論の一般化を容易にする．

この章では，ファイバー積の存在を示した後，コンパクト多様体に対応する

固有射，多様体の変形族に対応する平坦射などを定義する．

9.1 概型のファイバー積

定義 ここでは概型 S を固定して考える．概型 X に，S への射 f : X → S

を伴って考えたもの (X, f)を S 概型 (S-scheme)と呼ぶ．S = SpecAのとき

A概型ともいう．f が明らかなときはX を S 概型ともいい，f をX の構造射

(structure morphism)と呼ぶ．また，f が S 概型であるという言い方もする．

S 概型 (X, f)から (Y, g)への射とは，概型の射 h : X → Y で，g ◦ h = f

を満たすものをいう．

S 概型の全体は圏をなし，(Sch/S)で表す．

注意 任意の概型X はZ 概型と思える．また，A = Γ (X,OX)とすると，定

理 7.4.2より標準的に（Aの恒等写像に対応して）X は A概型でもある．

例 kを体とし，環の埋め込み k[x] → k[x, y], k[y] → k[x, y]に付随する射

A2
k

pr1↙
pr2↘

A1
k A1

k

を考える．k[x, y]の素イデアル（すなわちA2
k の点）(0)および P = (xy − 1)

の pri (i = 1, 2)における像（すなわち • ∩ k[x]および • ∩ k[y]）はいずれも
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代数多様体

古典的な代数多様体は，基礎体 kを固定するとき，knの代数的集合（多項式

系の零点集合）を多項式写像で貼り合わせてできる空間である．古典的な定式

化がヴェイユ (Weil)らによりなされたが，ここでは概型として扱う．

この章では，概型理論から代数多様体への橋渡しを行う．また，ProjAを定

義する．

10.1 代数多様体

定義 体 k上の有限型概型を k上の代数的概型 (algebraic scheme)という．さ

らに整型かつ分離でもあるとき k 上の代数多様体 (algebraic variety)という．

代数多様体は k上固有なとき完備 (complete)であるという．

注意 有限型は局所的にあるアフィン空間An
k の閉部分概型となることを表

し，分離条件は通常の多様体のハウスドルフ条件に対応する．既約は仮定しな

いこともある．完備はコンパクト多様体と対応する条件である．

幾何でいう多様体 (manifold) は，いわば，局所的にユークリッド (Euclid)

空間と同相な分離的局所環付き空間であるが，代数多様体の局所構造は一般に

特異点を許す．

完備代数多様体は，連接層のコホモロジー群が有限次元 k線形空間になるな

どの扱いやすい性質があり，そのうちで大域的な座標が入ることで特に計算し

やすいものに射影代数多様体，すなわち Spec kへの構造射が「射影的」である

ものがある．以下でそれを定義しよう．

10.2 射影空間

まずこの節で，再び古典的な代数多様体に触れる．射影空間 P n
k は，古典的
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アーベル圏

加群と群準同型の列

V · = (· · · → V q−1 dq−1−→ V q
dq−→ V q+1 → · · · )

は，∀q dq ◦ dq−1 = 0 が成り立つとき（双対鎖）複体であるといい，さらに

∀q ker dq = im dq−1 が成り立つとき，完全系列というのであった．複体が完全

系列とどのくらいずれているかを複体の（q次）コホモロジー群 (cohomology

group) Hq(V •) := ker dq/ im dq−1 で測る．完全系列・コホモロジー群が定義

できる圏としてアーベル圏を導入する．もちろんアーベル群の層の圏はアーベ

ル圏である．他の実例として，アーベル群の圏や，ある環 R上の左 R加群の

なす圏，連接層の圏などがあり，それらを念頭におきつつ進むとよいと思う．

11.1 加法圏

(Ab)で成り立つ圏論的な性質の一部を一般化して述べる．

定義 圏 C が加法圏 (additive category)であるとは，

(A1) Hom(X,Y )がアーベル群，

(A2) 上の演算を加法，射の合成を乗法として両側の分配法則を満たす，

(A3) 零対象が存在する，

(A4) 二つの対象の直積（または直和）が存在する，

を満たすことをいう．

対応する関手として次の概念がある．

定義 F を加法圏の間の関手とする．

F : Hom(X,Y ) → Hom(F (X), F (Y ))

がアーベル群の準同型になるとき，F を加法的関手 (additive functor)という．
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層係数コホモロジー

局所的に定まった関数が大域的に延びるかを判定する層係数コホモロジーは，

不変量として極めて有用である．

この章からは層はアーベル群に値をとる層に制限して考えて，層のコホモロ

ジー理論を展開しよう．位相空間 X 上のアーベル群の層F に対して，p次コ

ホモロジー群Hp(X,F )というアーベル群を対応させる．準同型F → G に

対しては準同型 Hp(X,F ) → Hp(X,G )が対応するので，対応は関手として

与えられる．

コホモロジー群，ひいては導来関手が存在することを示すために，入射分解と

いう強い性質をもつ完全系列の存在を用いる．コホモロジー群を実際に計算する

ときは，まず基本的なものを入射分解よりは弱い非輪状分解やチェック (Čech)

コホモロジーを用いて求めておいて，さらに種々の完全系列・スペクトル系列

や定理（指数定理・消滅定理・双対定理など）を組み合わせるのが普通である．

12.1 右導来関手

定義

まずコホモロジーの定義を説明なしで述べておく．X 上の加群の層F に対

してその大域切断の加群 Γ (X,F )を与える関手 Γ (X, •)は，左完全であるが
右完全でないので自明でない右導来関手RpΓ (X, •)が存在する．Hp(X,F ) =

RpΓ (X,F )によってコホモロジー群を定める．

以下，C をX 上のアーベル群の層の圏，C ′ =(Ab)，F を大域切断をとる関

手 Γ (X, •)であると想像しながら進もう．
C , C ′ をアーベル圏として，C には入射的対象が十分あるとする．左完全

関手 F : C → C ′ に対し，その p 次右導来関手 (right derived functor)

RpF : C → C ′ を次のように定める．

C の任意の対象 Aに対し，ある入射分解
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スペクトル系列

コホモロジー群の比較をするときに使う道具として有用なスペクトル系列に

ついて，具体的な例を念頭に置きながら，重要な部分を解説する．

13.1 可微分多様体のコホモロジー

この節では，念頭におくべき典型的な例を可微分多様体の知識を仮定して記

述する．詳細は例えば [24]を見よ．

特異点のない複素多様体は，下部構造として可微分多様体とも思える．（以下，

パラコンパクトな）可微分多様体X の（実係数）コホモロジー群には，前の章

で定義した層係数コホモロジーによるもの以外にもさまざまな定義方法がある．

ド・ラムコホモロジー

可微分多様体では微分形式からR係数コホモロジーが定まる．

定義 可微分多様体X 上の C∞ 級 p形式の層A p と外微分 dからなる複体

A •(X) : 0→ A 0(X) d−→ A 1(X) d−→ A 2(X)→ · · ·

を X のド・ラム複体 (de Rham complex)といい，その p 次コホモロジー群

Hp
DR(X)をX の p次ド・ラムコホモロジー群 (de Rham cohomology group)

という．

ポアンカレ (Poincaré)の補題により，X がユークリッド (Euclid)空間Rn

（とホモトピー同値）のときは，H0
DR(X) = R, Hp

DR(X) = 0 (p > 0)である．

特異コホモロジー

一般の位相空間に対して特異（コ）ホモロジー群が定義できる．

ユークリッド空間Rp+1 の部分空間



付録 A

基礎的概念

読者の便宜のため，いくつかの基礎的概念について定義を与えておく．詳し

くは，他の文献を見られたい．

A.1 集合

素朴には集合はものの集まりであり，厳密にはいくつかの集合の公理を満た

すものとして定義される．

X を集合とすると，任意の xに対し，x ∈ X または x ∈ X のいずれか一方
が成り立つ．x ∈ X のとき，xはX の要素・元 (element)である，xはX に属

する (belongs to)という．二つの集合が等しいとは要素がすべて等しいことを

いう．

集合を，要素（と条件）を並べて，X = { 要素 | 条件 } の形に表すことが
ある．

要素が一つもない集合∅ = { }を空集合 (empty set)という．

集合X, Y に対し，要素の対の集まりX × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y } も
集合であり，X と Y の直積 (direct product)集合という．

部分集合

集合 Y が X の部分集合 (subset)であるとは，x ∈ Y ならば x ∈ X を満た
すことをいう．Y ⊂ X と書く．X ⊃ Y , Y ⊆ X, Y � X 等も同じ意味に用い

る．Y ⊂ X かつ Y = X のとき Y はX の真部分集合 (proper subset)である

といい，Y � X で表す．X 自身と ∅は X の自明な (trivial)部分集合である

といわれる．X の部分集合を全部集めた集合をX のべき集合 (power set)とい

い，2X などと書く．

集合 X の部分集合 U , V に対し，和集合 (union) U ∪ V := {x ∈ X |x ∈
U または x ∈ V }，共通部分 (intersection) U∩V := {x ∈ X |x ∈ U かつ x ∈
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