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1. はじめに
本稿の目的はx ∈ Rnに関する非線形連立方程式

f(x) = 0 (1)

の解x∗を精度保証付き数値計算によって数学的に正しく得るための標準的な手法（Newton-

Kantorovichの定理, Krawczykの検証法, 区間Newton法）を紹介することである. こ
こでD ⊆ Rnは f の定義域, f : D → Rnは一階連続微分可能な関数 (f = (f1, ..., fn))

とする. 一般的に非線形方程式の厳密な求解は難しいとされ, 数値解析においては適当
な初期値x0から何らかの反復法により近似解列{xk}を計算し, 解x∗に十分近い近似解
x0を得る. 数値計算による非線形方程式の求解はNewton法が標準的である. 以下に非
線形方程式に対して解を精度保証付き数値計算する各手法を紹介し, 非線形方程式に対
する精度保証付き数値計算を低次元トポロジーに応用した例を紹介する.

2. Newton-Kantorovichの定理
Newton法は1669年 I. Newtonが3次代数方程式3x3 − 2x− 5 = 0の求解のために提案
して以来, その収束性, 数値解の精度や抽象空間への拡張が多くの研究者によってなさ
れてきた. 現代ではNewton法の解近傍での振舞い（局所的2次収束性）が多くの数値
解析の書籍において議論されている（例えば [7, 8]など）. それらの多くは真の解x∗の
存在を仮定し, 初期値x0をx∗の十分近くに選ぶ事を要求する. このような定理は局所
的収束定理（Local Convergence Theorem）と呼ばれている. 局所的収束定理では真の
解x∗の存在を仮定するため, 解x∗の存在検証はできない. よって精度保証付き数値計
算には利用することができない.

一方で, 真の解の存在を仮定せずに, 初期値x0がある条件をみたすとき解の存在と反
復の収束を示す定理を半局所的収束定理（Semi-Local Convergence Theorem）という.

Newton法に関する半局所的収束定理は1948年にL. V. Kantorovichによって, Rnを含
む抽象空間（Banach空間 1）において示された [14]. この定理は解の存在そのものを保
証する定理であり, 現在はNewton-Kantorovichの定理と呼ばれ広く知られている.

以下にBanach空間X上でのNewton-Kantorovichの定理を紹介する. 本稿では非線
形連立方程式 (1)のみを考え, 以下の定理はX = Rnと限定し, 写像 f の Frechét微分
f ′[x]はJacobi行列J(x)と読みかえてしまって差し支えない.

Banach空間Xに対し, そのノルムを∥ · ∥と記述する. 部分集合D ⊆ X上に定義され
た写像 f : D → Xに対して方程式 f(x) = 0を考える. このとき, 近似解x0における f
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1完備なノルム空間. すなわちXをノルムが定義された空間とし, X内の任意のCauchy列 {xn}n≥0に
対して, Xのノルムの意味で x = limn→∞ xnとなる x ∈ Xが存在する.



のFrechét微分は f ′[x0] : D → Xと表し, 次をみたす線形写像とする.

∥f(x0 + ν)− f(x0)− f ′[x0]ν∥ = o(∥ν∥), ∀ν ∈ X.

ここで o(∥ν∥)は高次の無限小を表し, lim∥ν∥→0
o(∥ν∥)
∥ν∥ = 0 をみたす.

定理 1 (Newton-Kantorovichの定理) D0 を D の開凸部分集合とする. f : D ⊆
X → XがD0において微分可能な写像とし, ある x0 ∈ D0において f の Frechét微分
f ′[x0]が正則であるとする. そしてx0を初期値とするX上のNewton法を考え, 次の条
件が成り立つと仮定する.

1. f ′[x]に対し, D0上で

∥f ′ [x0]
−1 (f ′[x]− f ′[y])∥ ≤ ω∥x− y∥, ∀x, y ∈ D0.

をみたす定数ω > 0が存在する.

2. x0において ∥∥f ′ [x0]
−1 f (x0)

∥∥ ≤ α

をみたすα > 0が存在し, αω ≤ 1
2
となる. このとき

ρ∗ =
1−

√
1− 2αω

ω
, ρ∗∗ =

1 +
√
1− 2αω

ω

とする.

3. x1をNewton法の反復の1回目で得られた近似解とし, x1を中心とする半径ρ∗−α

の閉球:

U (x1, ρ
∗ − α) := {x ∈ X : ∥x− x1∥ ≤ ρ∗ − α}

がD0に含まれる. すなわちU (x1, ρ
∗ − α) ⊆ D0が成立する.

このとき, 次のことが成り立つ.

• f(x) = 0の真の解x∗がU (x1, ρ
∗ − α)に存在し, その解はU (x0, ρ

∗∗) ∩D0上で一
意である.

• x0を初期点とするNewton法の近似解列{xk}はx∗に収束し, 誤差上限は

∥xk − x∗∥ ≤ (1−
√
1− 2αω)2

k

2kω
, (k = 0, 1, 2, ...)

と評価できる.

この定理はNewton-Kantorovichの定理のAffine共変版（affine covariant version of

the Newton-Kantorovich theorem）と呼ばれている [11]. これはKantorovichが1948年
に示した半局所的収束定理よりも一般化された形式であるが, 定理の主張は変わらな
い. そのため現在ではこちらをNewton-Kantorovichの定理と呼ぶ. 古典的なNewton-

Kantorovichの定理は, Zeidler [24]に詳しい記述があり, 証明もしっかり書かれている.



和書では杉原・室田 [7]にZeidler [24]をもとにした詳しい証明がある. さらにNewton-

Kantorovichの定理にはさまざまな証明方法（山本 [23], Rall [18], Deuflhard [11]など）
がある. 以下ではNewton-Kantorovichの定理を利用した精度保証付き数値計算法の紹
介に焦点をあてる. すなわち近似解をx0とし, 近似解の近傍に非線形方程式の真の解が
存在するかどうかを検証する. このとき, 定理 1に対する以下の系が精度保証付き数値
計算に有用である.

系 2 あるx0 ∈ Dに対して, 写像f : D → Xのx0におけるFrechét微分f ′[x0] : D → X

が可逆であり, 次をみたすα > 0が存在するとする:

∥f ′[x0]
−1f(x0)∥ ≤ α.

そして U (x0, 2α) を x0 を中心とし, 半径 2α の X の閉球とする. いま D0 を D0 ⊃
U (x0, 2α)なる開球とし, fがD0においてFrechét微分可能であるとき

∥f ′[x0]
−1(f ′[x]− f ′[y])∥ ≤ ω∥x− y∥, ∀x, y ∈ D0

をみたすω > 0が存在するとする. このときαω ≤ 1
2
ならば,

ρ∗ =
1−

√
1− 2αω

ω
, ρ∗∗ =

1 +
√
1− 2αω

ω

として f(x) = 0の真の解 x∗がU (x0, ρ
∗)に存在し, その解はU (x0, ρ

∗∗) ∩D0上で一意
である.

定理 1によれば真の解に収束するための初期値の範囲D0の存在が仮定されている
が, 解の数値的検証を考える場合は開凸集合D0を具体的に決定する必要がある. 大石
[3, 4]では簡易Newton法の収束定理を紹介する際に, この範囲を近似解x0を中心とし
て, 半径を 2αの閉球と取ることが「経験的に」提案されている. 上記の系 2において
はD0をD0 ⊃ U (x0, 2α)となる開球と取ることで, 定理 1の条件 (3)を自動でみたす.

すなわち, x ∈ U (x1, ρ
∗ − α)とすると ∥x − x0∥ ≤ ∥x − x1∥ + ∥x1 − x0∥ ≤ ρ∗. これと

0 ≤ 1− 2αω ≤ 1より

2α− ρ∗ = 2α− 1−
√
1− 2αω

ω

=
1

ω

(√
1− 2αω − (1− 2αω)

)
≥ 0.

よってx ∈ D0であり, 定理1の条件 (3): U (x1, ρ
∗ − α) ⊆ D0が常に成立する.

2.1. 検証例

Newton-Kantorovichの定理の系2を利用した数値的検証例を紹介する. R2上に定義さ
れた非線形連立方程式

f(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0, g(x, y) = x2 − y4 = 0

を考え, その解の存在と局所一意性を数値的に検証する. この方程式の解は

(x∗, y∗) =

±
√
5− 1

2
,±

√√
5− 1

2

 （複合任意）



と代数的操作により書けるため, 真の解の包含ができているか確認することができる.

いまNewton法によって (x0, y0) = (0.618033968993930, 0.786151414622684)という
数値解が得られたとする. 点 (x0, y0)におけるJacobianは

J(x0, y0) = 2

[
x0 y0
x0 −2y30

]

となり, 系 2におけるαの値はα = 3.686525877033486× 10−8. ただしノルムは無限大
ノルムである. そしてU ((x0, y0), 2α)を中心が数値解 (x0, y0),半径が2αの閉球とし, D0

をD0 ⊃ U ((x0, y0), 2α)なる開球とする. このとき任意の (x, y), (u, v) ∈ D0について∥∥J(x0, y0)
−1 (J(x, y)− J(u, v))

∥∥
=

∥∥∥∥∥2J(x0, y0)
−1

[
x− u y − v

x− u −2(y3 − v3)

]∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥2J(x0, y0)
−1

[
1 1

1 −2(y2 + yv + v2)

]∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥
[
x− u

y − v

]∥∥∥∥∥
よりω = 2.873976013165798を得た. 従ってαω = 1.059498694250925× 10−7 < 1

2
より

Newton-Kantorovichの定理が成立し, 真の解 (x∗, y∗)がU ((x0, y0), ρ
∗)に存在する, こ

こでρ∗ = 3.686527227495900× 10−8であった. これより真の解は区間ベクトル[
[0.61803393212865, 0.61803400585921]

[0.78615137775741, 0.78615145148796]

]

内に存在する. この結果は真の解

(x∗, y∗) = (0.6180339887498949..., 0.78615137775742...)

を内包しており, 実際に真の解の包含に成功している.

系 2の α, ω を得るためには, 丸め誤差を考慮した区間演算を使用することが必須
である. 上記結果はMATLAB 2016b [17]を用いて計算され, 区間演算のパッケージ
INTLAB [21] ver. 9 を利用した. 計算コードをプログラム 1に記す. さらに表 1に真の
解それぞれに対応する包含結果を示す.

プログラム 1: NewtonKantorovich.m

1 function [] = NewtonKantorovich ()

2

3 tol=1e-5;

4 x = [0.6;0.7];

5

6 % Compute x0

7 while (1)

8 J = [2*x(1) 2*x(2); 2*x(1) -4*x(2)^3];

9 x_new = x - J\func(x);

10 if (norm(x_new -x,inf)/norm(x,inf) < tol)

11 break

12 end

13 x = x_new;



14 end

15

16 disp(’Approximate solution is’)

17 disp(x)

18

19 % Obtain alpha

20 x0 = intval(x);

21 J = [2*x0(1) 2*x0(2); 2*x0(1) -4*x0 (2)^3];

22 alpha = norm(J\func(x0),inf);

23 disp(’alpha =’)

24 disp(mag(alpha ))

25

26 % Obtain omega

27 % x = midrad(x,2* alpha );

28 y = midrad(x,2* succ(mag(alpha )));

29 omega = norm(J\[2 2; 2 -4*(y(1)^2+y(1)*y(2)+y(2)^2)] , inf);

30 disp(’omega =’)

31 disp(mag(omega ))

32

33 % Newton -Kantorovich theorem

34 disp(’alpha*omega =’)

35 disp(mag(alpha*omega ))

36 if mag(alpha*omega) <= .5

37 err = (1-sqrt (1-2* alpha*omega ))/ omega;

38 disp(’rho=’)

39 disp(mag(err))

40 disp(’The exact solution is enclosed in’)

41 midrad(x,mag(err))

42 else

43 error(’Newton -Kantorovich theorem is not satisfied ’)

44 end

45 end

46

47 function y=func(x)

48 y = [x(1)^2 + x(2)^2 - 1; x(1)^2 - x(2)^4];

49 end

表 1: 系2を利用した真の解の包含結果. 結果の数値の上付き部分は区間の上端を表し,

下付き部分は区間の下端を表す.
真の解 包含結果(

√
5−1
2

,
√√

5−1
2

)
(0.61803400585921393212865, 0.7861514514879637775741)(

√
5−1
2

,−
√√

5−1
2

)
(0.61803400585921393212865, − 0.7861513777574045148797)(

−
√
5−1
2

,
√√

5−1
2

)
(−0.61803393212865400585921, 0.7861514514879737775740)(

−
√
5−1
2

,−
√√

5−1
2

)
(−0.61803393212865400585921, − 0.7861513777574145148796)

Newton-Kantorovichの定理を利用した非線形方程式 (1)に対する解の精度保証付き
数値計算法は無限次元空間であるBanach空間上に定義された非線形方程式（楕円型偏
微分方程式）に対する解の検証に拡張可能である.



3. Krawczykによる解の検証法
非線形方程式 (1)に対して, Krawczyk（クラフチック）による解の検証手法を紹介する.

R上の区間をa := {x ∈ R : a ≤ x ≤ a, a, a ∈ R} = [a, a] と表し, 区間の全体を IRとす
る. 区間aの中点をmid(a) ∈ R, 区間aの半径を rad(a) ∈ Rで表す. さらに区間ベク
トル, 区間行列は各要素が区間のベクトルおよび行列とし, 区間ベクトルの全体は IRn,

m行n列の区間行列の全体は IRm×nとそれぞれ表す. さらに区間ベクトル, 区間行列の
中点, 半径は各要素ごとに定義されているとする.

3.1. 平均値形式とKrawczyk写像

はじめにI ∈ IRnを区間ベクトルとする. 写像fに対する簡易Newton写像s : Rn → Rn

を次で定義する.

s(x) := x−Rf(x), (2)

ここでR ∈ Rn×nは n次元正方行列とし, c ∈ Iを (1)のある近似解として, cにおける
Jacobi行列J(c)の近似逆行列（R ≃ J(c)−1）とする.

このときもし行列Rが可逆ならば, 方程式 f(x) = 0をみたすベクトル xが存在する
ことと, xが不動点形式 s(x) = xをみたすことは同値となる. そして sが区間ベクトル
IからIへの縮小写像となれば, 縮小写像の原理から (1)の真の解x∗がI内に一意存在
することが示せる.

しかし, 写像 sの区間Iにおける区間拡張 s[ ](I)を考えると常に

s[ ](I) = I −Rf[ ](I) ̸⊂ I

が成立することとなり, 単に区間拡張するだけでは縮小写像の原理をみたすことは示せ
ない 2. そこで区間演算による区間の増大を抑制するための基本手法である平均値形式
（mean value form）を導入する.

定理 3 写像 f : D → Rnが区間 I ⊂ Dにおいて一階連続微分可能とする. このとき
x, x̃ ∈ Iに対して

f(x) ∈ f(x̃) + f ′
[ ](I)(x− x̃)

が成立する. ここで f ′
[ ](I)は写像 f の Jacobi行列 J(x)の区間 Iにおける区間拡張と

する.

証明. x̃ ∈ Iを一つ固定する. 多変数に対する平均値の定理より, ある ξ1, ..., ξn ∈ Iが
存在し,

f(x) = f(x̃) +

 ∂1f1(ξ1) · · · ∂nf1(ξ1)
...

. . .
...

∂1fn(ξn) · · · ∂nfn(ξn)

 (x− x̃), x ∈ I (3)

が成り立つ. 一般的に各 ξiは異なるため, (3)の行列は各行ごとにJacobi行列J(ξi)と一
致する. このとき, fの Jacobi行列 J(x)の区間 Iにおける区間拡張 f ′

[ ](I)を用いると
ξ1, ..., ξn ∈ Iより  ∂1f1(ξ1) · · · ∂nf1(ξ1)

...
. . .

...

∂1fn(ξn) · · · ∂nfn(ξn)

 ∈ f ′
[ ](I)

2写像 sが区間 Iにおいて縮小写像になることは簡易Newton法の収束定理によって示すことができる.
例えば大石 [4]の定理 3.10を参照せよ.



が成り立つため, 区間演算の包含原則から, 定理が成立する.

簡易Newton写像sの点c ∈ Iにおける平均値形式によってKrawczyk写像K : IRn →
IRnが以下で定義できる.

K(I) := c−Rf[ ](c) +
(
E −Rf ′

[ ](I)
)
(I − c), (4)

ここでE ∈ Rn×nを単位行列, f ′
[ ](I)は写像fのJacobi行列J(x)の区間Iにおける区間

拡張とする.

Krawczyk写像はR. Krawczykによって提案され [15, 16], S. M. Rumpによって実用
的な数値的検証手法としてはじめて紹介された [20]. 上で紹介したように, K(I)は簡易
Newton写像の平均値形式に相当し, s(I) ⊆ K(I)が成立する. 従ってKrawczyk写像の
縮小性

K(I) ⊂ int(I) = {x = (x1, · · · , xn) ∈ I : xi < xi < xi (i = 1, · · · , n)}

を区間演算を用いて検証することで, 解の区間内での一意存在を示すことができる. そ
の実装はNewton-Kantorovichの定理を使用した精度保証付き数値計算法よりも直接的
で容易であり, 後に説明する自動微分の実装と組み合わせることで現代区間解析の標準
的な手法となっている.

3.2. Krawczyk写像による解の検証定理

Krawczyk写像 (4)を用いて (1)の解が区間I内に一意的に存在するための十分条件を定
理として記述する. 実際の計算ではこの十分条件を区間演算によって検証することで
精度保証付き数値計算を行う.

定理 4 与えられた区間ベクトルI ∈ IRnに対して int(I)をIの内包とする. もし

K(I) ⊂ int(I) (5)

が成立するならば, 非線形方程式 (1)の真の解x∗はI内に一意的に存在する. さらにR

とC ∈ f ′
[ ](I)をみたすすべての行列（真の解における Jacobian J(x∗)を含む）は正則

となる.

証明. 証明は条件 (5)のもとで, (2)において定義された簡易Newton写像sが縮小写像
となることを示す. まず, 区間拡張f ′

[ ](I)と平均値の定理から任意のx, y ∈ Iに対して

s(x)− s(y) = x− y −R(f(x)− f(y))

= x− y −R

∫ 1

0

f ′(y + t(x− y))(x− y)dt

∈
(
E −Rf ′

[ ](I)
)
(x− y) (6)

が成り立つ. ここで y = c, x ∈ Iとすると

s(x) ∈ c−Rf[ ](c) +
(
E −Rf ′

[ ](I)
)
(I − c) = K(I)

となる. よって (5)から s(I) ⊂ K(I) ⊂ int(I)である.



次に (6)より, あるノルムのもとで
∥∥∥E −Rf ′

[ ](I)
∥∥∥ < 1が成り立つならば写像 sの縮

小性が示せる. そこでベクトルx = (x1, · · · , xn)
T ∈ Rnに対するスケーリング最大ノル

ムを以下のように定義する.

∥x∥u = max
1≤i≤n

|xi|
ui

,

ここでu = (u1, · · · , un)
T がui > 0をみたすスケーリングベクトルである. このノルム

は区間ベクトル Iに対しても ∥I∥u = supx∈I ∥x∥uとして定義される. またこのノルム
から導かれる行列ノルムは行列A ∈ Rn×nに対して

∥A∥u := max{∥Ax∥u : ∥x∥u = 1} = ∥|A|u∥u

である. 条件 (5)より

rad (I) > rad (K(I))

≥ rad
((
E −Rf ′

[ ](I)
)
(I − c)

)
= mag

(
E −Rf ′

[ ](I)
)
· rad(I)

をみたす. そこでスケーリングベクトルとしてu = rad (I)と選ぶことにより次を得る.∥∥E −Rf ′
[ ](I)

∥∥
u
=

∥∥mag
(
E −Rf ′

[ ](I)
)
· rad(I)

∥∥
u
< 1. (7)

以上より簡易Newton写像 sの縮小性が示せた.

従って, 縮小写像の原理よりx = s(x)をみたす不動点xが区間I内に一意存在し, そ
の不動点においてRf(x) = 0をみたす. さらに (7)より, 行列R ∈ Rn×nとC ∈ f ′

[ ](I)

をみたす全ての行列が正則となる 3. ゆえに行列Rの正則性と sが不動点xを持つこと
より, 条件 (5)が成立すれば, 非線形方程式 (1)の真の解 x∗の区間 I内での一意存在も
示される.

Krawczyk写像を利用すると解の存在検証ができるだけでなく, 解の非存在も示すこ
とができる. すなわちI \K(I)には解が存在しない. 従って以下の系を得る.

系 5 与えられた区間ベクトルI ∈ IRnに対して

K(I) ∩ I = ∅ (8)

ならば, 非線形方程式 (1)の解はI内に存在しない.

4. Krawczykの方法による検証例
前節までは実数区間 IR 上での Krawczyk の方法に関する理論を紹介した. 実際に
Krawczykによる非線形方程式 (1)の解の精度保証付き数値計算には機械区間演算を
用いることになる. そこで機械区間 I ∈ IFm に対する写像 F[ ] : IFm → IFm と
F ′
[ ] : IF

m → IFm×mをそれぞれ

F[ ](I) ⊃ {f(x) : ∀x ∈ I}, (9)

37から行列M ∈
(
E −Rf ′

[ ](I)
)
のスペクトル半径が ρ(M) < 1となり, 行列RとC ∈ f ′

[ ](I)をみた

す全ての行列が正則となる. 証明は背理法であり, もしも正則でないとすると行列Mは少なくとも一
つ固有値 1を持つ. しかしこれは ρ(M) < 1に矛盾する.



F ′
[ ](I) ⊃ {f ′(x) : ∀x ∈ I} , (10)

をみたすように定義する. これは機械区間演算を利用した fおよび f ′の区間拡張であ
る. 区間拡張F ′

[ ](I)を計算するためには, その利便性と汎用性から, 4.1節で紹介する
自動微分を用いるのが標準的である. 機械区間演算によるKrawczyk写像の区間拡張
K[ ] : IFm → IFmは

K[ ](I) := c−RF[ ] (c) +
(
E −RF ′

[ ] (I)
)
(I − c)

で定義され, 任意の I ∈ IFmについてK[ ](I) ⊃ K(I)が成立する. よって, 当然な
がらK[ ](I) ⊂ int(I)の成立を機械区間演算によって検証すれば, 定理 4の十分条件
K(I) ⊂ int(I)もみたされる. 従って, 条件K[ ](I) ⊂ int(I)の成立を計算機で数値的に
検証することで非線形方程式 (1)の解の存在証明が可能である.

次に, 条件K[ ](I) ⊂ int(I)が成立することが期待される候補区間 I ∈ IFmの選び方
を紹介する. いま c ∈ Fmを (1)の数値計算で得られた近似解とする. 典型的な選び方は
候補区間Iを

I =


[c1 − r, c1 + r]

[c2 − r, c2 + r]
...

[cm − r, cm + r]

 , r := 2∥Rf(c)∥∞ (11)

とする. ここで∥ · ∥∞はベクトルの最大値ノルムを表す. もう一つ, 柏木 [5]によって提
案された方法は r = |Rf(c)| ∈ Fmをベクトルとして考え, 候補区間Iを

I =


[c1 − u1, c1 + u1]

[c2 − u2, c2 + u2]
...

[cm − um, cm + um]

 , ui = ri +
1

n

∑
k

rk (12)

で与える. 前者に比べ後者のほうが, 条件K[ ](I) ⊂ int(I)が成立しやすいことが数値
実験による比較で分かっている [5].

4.1. 自動微分を使ったJacobianの計算

区間拡張F ′
[ ](I)を計算する方法としてもっとも標準的な実装方法は自動微分を利用す

ることである. 自動微分法の起源や歴史をここで紹介することはしないが, Rall [19],

Corliss et al.[10], Griewank [12], 和文では伊理 [2], 伊理・久保田 [1], 久保田・伊理 [6]な
どを参照されたい. ここではボトムアップ型（Forward mode）自動微分を利用して区
間拡張F ′

[ ](I)を計算する方法を紹介する.

自動微分の実装には自動微分を実行するオブジェクト（object）を用意する. このオ
ブジェクトはデータ構造とオブジェクト間の演算から構成される. データ構造は区間ベ
クトル Iがn個の要素からなるとすると (d0, d1, d2, · · · , dn) ∈ IFn+1 という形をしてい
る. このデータ構造をもつオブジェクトに次のような演算規則を定義する.

いま u : R → Rをある単項演算, U : IR → IRをその区間拡張とし, uは微分可能
とする. 単項演算 uの微分を u′ : R → Rで表す（この u′は手計算で得るような通常
の意味での微分を意味する）. また U ′ : IR → IRを u′の区間拡張とする. そして u



のボトムアップ型自動微分 Ũ(p) : IFn+1 → IFn+1を p = (p0, p1, · · · , pn) ∈ IFn+1から
Ũ(p) = (r0, r1, · · · , rn) ∈ IFn+1への写像として定義する. ここで各 riは

r0 := U(p0),

ri := U ′(p0)pi (i = 1, · · · , n)

により定める.

次に b : R × R → Rを微分可能な 2項演算:(x, y) 7→ b(x, y)とし, bの区間拡張を
B : IR × IR → IRで表す. 演算 bの変数 xに関する偏微分を ∂xb : R × R → R, 変数
yに関する偏微分を ∂yb : R × R → Rとする. 一例として四則演算に関する各偏微分
∂xB(p0, q0), ∂yB(p0, q0)を表 2に紹介しておく. さらに偏微分 ∂xb, ∂ybの区間拡張をそ
れぞれ∂xB : IR× IR → IR, ∂yB : IR× IR → IRとする. そして bのボトムアップ型自
動微分 B̃ : IFn+1 × IFn+1 → IFn+1を p = (p0, p1, · · · , pn), q = (q0, q1, · · · , qn) ∈ IFn+1

から B̃(p, q) = (r0, r1, · · · , rn)への写像として定義する. 各 riは

r0 := B(p0, q0),

ri := ∂xB(p0, q0)pi + ∂yB(p0, q0)qi (i = 1, · · · , n)

により定める.

表 2: 四則演算に関する偏微分

∂xB(p0, q0) ∂yB(p0, q0)

p+ q 1 1

p− q 1 −1

p · q q0 p0
p/q 1/q0 −p0/q

2
0

上記の議論をもとに写像 f = (f1, · · · , fn)T のボトムアップ型自動微分を考える. 各
fi : Rn → R (i = 1, · · · , n)はx = (x1, · · · , xn)について微分可能であるとする. いま各
fiが微分可能な単項演算と2項演算のみから構成されていると仮定し, Ĩ ∈ IFn×(n+1)を
以下で定義する.

Ĩ =


Ĩ1
Ĩ2
...

Ĩn

 =


I1 [1, 1] [0, 0] · · · [0, 0]

I2 [0, 0] [1, 1] · · · [0, 0]
...

...
...

. . .
...

In [0, 0] [0, 0] · · · [1, 1]

 .

ここで Ĩi ∈ IFn+1である. 写像fのボトムアップ型自動微分はfの各演算を自動微分に
置き換えることで Ĩから F̃ (Ĩ) ∈ IFn×(n+1)への写像として定義でき, F̃ : IFn×(n+1) →
IFn×(n+1)となる. Fi : IRn → IRを写像 fiの区間拡張とし, 各 j = 1, · · · , nに対して
fiの偏微分を ∂xj

fi : Rn → R, その区間拡張を ∂xj
Fi : IRn → IRで表すとする. また



I = (I1, I2, . . . , In)
Tとすれば, 得られた F̃ (Ĩ)について

F̃ (Ĩ) =


F1(I) ∂x1F1(I) ∂x2F1(I) · · · ∂xnF1(I)

F2(I) ∂x1F2(I) ∂x2F2(I) · · · ∂xnF2(I)
...

...
...

. . .
...

Fn(I) ∂x1Fn(I) ∂x2Fn(I) · · · ∂xnFn(I)

 ,

が成立する. 自動微分によって得た F̃ (Ĩ)の 2列目から最終列までが求める区間拡張
F ′
[ ](I)となる.

4.2. 検証例

検証結果の比較のため, 2.1節で考えた非線形連立方程式

f(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0, g(x, y) = x2 − y4 = 0

を再度考え, 解の存在と局所一意性を Krawczykの方法によって検証する. 近似解は
c = (x0, y0) = (0.618033968993930, 0.786151414622684)とする. 数値計算は MAT-

LAB2016b [17]を用いて計算し, 区間演算のパッケージ INTLAB [21]は ver. 9 を利用し
た 4.

式 (11)を利用した候補区間Iは

I =

[
[0.61803389526341, 0.61803404272445]

[0.78615134089216, 0.78615148835321]

]

と与えられ, これにKrawczyk写像を作用させた区間K[ ] (I)は

K[ ] (I) =

[
[0.61803398874986, 0.61803398874993]

[0.78615137775740, 0.78615137775745]

]
.

従って, 区間 I内での解の存在条件K[ ](I) ⊂ int(I)が成立し, 真の解を含む区間ベク
トル [

[0.61803398874986, 0.61803398874993]

[0.78615137775740, 0.78615137775745]]

]
が得られた. 2.1節と同様に, この結果は真の解

(x∗, y∗) = (0.6180339887498949..., 0.78615137775742...)

を内包し, 実際に真の解の包含に成功している. 表3に真の解それぞれに対応する包含
結果を示す. 表 1の結果と比べると近似解が同じにもかかわらず, Krawczykの方法に
よる包含結果の方が精度が良いことが分かる.

注意 1 I \K (I)に解が存在しないため, 解の包含結果としてK (I)を利用してよい.

計算に使用したコードをプログラム 2に記す. プログラム 1に比べて, 解の存在検証
をしている部分が自動微分の実装により, 問題固有のプログラムとなっていない点に注

4 INTLABには自動微分が実装されている



表 3: Krawczykの方法を利用した真の解の包含結果. 結果の数値の上付き部分は区間
の上端を表し, 下付き部分は区間の下端を表す.

真の解 包含結果(
√
5−1
2

,
√√

5−1
2

)
(0.6180339887499386, 0.786151377757450)(

√
5−1
2

,−
√√

5−1
2

)
(0.6180339887499386, − 0.786151377757405)(

−
√
5−1
2

,
√√

5−1
2

)
(−0.6180339887498693, 0.786151377757450)(

−
√
5−1
2

,−
√√

5−1
2

)
(−0.6180339887498693, − 0.786151377757405)

意してほしい. すなわち方程式が変わり関数func内が変わっても, Krawczykの方法に
よる検証部分（20行目から 39行目）はプログラムを変える必要がない. 一方で, プロ
グラム1では定数ωの計算部分（28行目）が問題固有のプログラムとなっている. この
問題を解決するためには自動微分を利用して二階微分を計算することになるが, それは
問題の範囲を狭めることとなってしまう. 以上の理由から, Krawczykの方法は非線形
方程式に対する解の精度保証付き数値計算の標準的手法となっている.

プログラム 2: Krawczyk.m

1 function [] = Krawczyk ()

2

3 tol=1e-5;

4 x = [0.6;0.7];

5

6 % Compute x0

7 while (1)

8 Df = func(gradientinit(x));

9 J = Df.dx;

10 x_new = x - J\Df.x;

11 if (norm(x_new -x,inf)/norm(x,inf) < tol)

12 break

13 end

14 x = x_new;

15 end

16

17 disp(’Approximate solution is’)

18 disp(x)

19

20 % Krawczyk test

21 R = inv(Df.dx);

22 r = 2*norm(J\Df.x,inf);

23 I = midrad(x,r); % Candidate interval

24 disp(’I =’)

25 disp(I)

26

27 Df = func(gradientinit(I));

28 M = eye(size(x,1)) - R*Df.dx;

29 K = x - R*func(intval(x)) + M*(I-x); % Krawczyk mapping

30 disp(’K =’)

31 disp(K)

32



33 if all(in0(K,I))

34 disp(’The exact solution is enclosed in’)

35 disp(K)

36 else

37 error(’Krawczyk test is failed ’)

38 end

39 end

40

41 function y=func(x)

42 y = [x(1)^2 + x(2)^2 - 1; x(1)^2 - x(2)^4];

43 end

5. 区間Newton法
非線形方程式に対する解の精度保証付き数値計算のもう一つの方法である区間Newton

法について簡単に紹介する. 区間Newton法はG. Alefeld [9]によって提案された手法で
次の定理を利用する.

定理 6 与えられた区間ベクトルI ∈ IRnに対して, f : I → Rnが一階連続微分可能な
関数とする. M ∈ f ′

[ ](I)をみたす任意の行列Mが正則であると仮定し, あるx0 ∈ Iに
対して, 集合N (x0, I)を

N (x0, I) :=
{
x0 −M−1f(x0) : M ∈ f ′

[ ](I)
}

と定義する. このときN (x0, I) ⊆ Iが成立するならば, 非線形方程式 (1)の真の解x∗が
区間ベクトルI内に一意存在する. またN (x0, I) ∩ I = ∅ならば非線形方程式 (1)の解
はI内に存在しない. さらにx∗ ∈ N (x0, I)である.

証明. S.M. Rump [22]のTheorem 13.2の証明に従う. 微積分学の基本定理

f(x)− f(x0) =

∫ 1

0

d

dt
f (x0 + t(x− x0)) dt

から任意のx ∈ Iについて

f(x)− f(x0) = Mx(x− x0), Mx :=

∫ 1

0

∂f

∂x
(x0 + t(x− x0)) dt ∈ f ′

[ ](I) (13)

が成り立つ. ここで関数 g : I → Rnを

g(x) := x0 −M−1
x f(x0)

と定義すると. gは連続であり, 定理の仮定より{g(x) : x ∈ I} ⊆ Iが成り立つ. 従って,

Brouwerの不動点定理より

g(x∗) = x∗ = x0 −M−1
x∗ f(x0)

をみたす不動点x∗ ∈ Iが存在する. そしてこのx∗は (13)からf(x∗) = 0をみたし, 任意
の行列M ∈ f ′

[ ](I)が正則であることからその一意性も成り立つ. そして, もしy ∈ Iが
f(y) = 0をみたすならば, (13)から−f(x0) = My(y−x0)であり, y = x0−M−1

y f(x0) ∈
N (x0, I)が成立することからx∗ ∈ N (x0, I)である.



MATLABと区間演算のパッケージ INTLABを利用して, 2.1節, 4.2節と同じ問題を
区間Newton法で解く計算コードをプログラム3に記す. そして真の解それぞれに対応
する包含結果を表 4に示す. 計算に使用する近似解と候補区間は (4.2)節と同じものを
利用し, こちらもMATLAB2016b [17], INTLAB [21]はver. 9で計算した. 区間Newton

法もKrawczykの方法と同様に解の存在検証部分は同一のプログラムで動作し, 実装も
容易であるため, Krawczykの方法と並んでよく使用される. 一つだけ難点があるとす
れば, 区間連立一次方程式を解く必要がある点（28行目）で, Krawczykの方法が近似
解 cにおけるJacobi行列J(c)の近似逆行列Rだけを利用するのに対して, 区間Newton

法では区間連立一次方程式を精度保証付き数値計算する必要がある. 区間連立一次方
程式は要素数が大きくなると計算速度が遅くなり, さらに精度が悪くなる不安がある.

従って, 区間Newton法とKrawczykの方法は問題によって使い分けることが良いと思
われる.

プログラム 3: IntervalNewton.m

1 function [] = IntervalNewton ()

2

3 tol=1e-5;

4 x = [ -0.6; -0.7];

5

6 % Compute x0

7 while (1)

8 Df = func(gradientinit(x));

9 J = Df.dx;

10 x_new = x - J\Df.x;

11 if (norm(x_new -x,inf)/norm(x,inf) < tol)

12 break

13 end

14 x = x_new;

15 end

16

17 disp(’Approximate solution is’)

18 disp(x)

19

20 % Interval Newton method

21 r = 2*norm(J\Df.x,inf);

22 I = midrad(x,r); % Candidate interval

23 disp(’I =’)

24 disp(I)

25

26 Df = func(gradientinit(I));

27 M = Df.dx;

28 N = x - M\func(intval(x)); % Obtain N(x0 , I)

29 disp(’N =’)

30 disp(N)

31

32 if all(in(N,I))

33 disp(’The exact solution is enclosed in’)

34 disp(N)

35 else

36 error(’Interval Newton method is failed ’)

37 end

38 end

39

40 function y=func(x)



41 y = [x(1)^2 + x(2)^2 - 1; x(1)^2 - x(2)^4];

42 end

表 4: 区間Newton法を利用した真の解の包含結果. 結果の数値の上付き部分は区間の
上端を表し, 下付き部分は区間の下端を表す.

真の解 包含結果(
√
5−1
2

,
√√

5−1
2

)
(0.6180339887499188, 0.786151377757441)(

√
5−1
2

,−
√√

5−1
2

)
(0.6180339887499188, − 0.786151377757414)(

−
√
5−1
2

,
√√

5−1
2

)
(−0.6180339887498891, 0.786151377757441)(

−
√
5−1
2

,−
√√

5−1
2

)
(−0.6180339887498891, − 0.786151377757414)

6. HIKMOT -Verified computations for hyperbolic 3-manifolds-

本稿の最後に, 精度保証付き数値計算を利用した3次元多様体の双曲構造の誤差評価付
数値計算例を紹介する. 本手法では四面体分割されたトーラス境界を持つ3次元多様体
およびそのDehn filling が完備有限体積双曲構造をもつかどうかを厳密に判定すること
ができる. これらの成果はPython モジュール HIKMOTとして公開中 [13]である. 3

次元多様体の双曲性の証明は貼合せ方程式を精度保証付数値計算で厳密に解くことに
帰着される. 今回はSnapPy上でm004(5,1)と表される多様体について考える. これは
トーラス境界を一つ持つ3次元多様体m004の (5,1)スロープに沿ったDehn filling とい
う意味である. このm004は正井氏の予稿の図4で描かれている八の字結び目の補空間
である. 貼合せ方程式は{

z51(1− z1)
0z92(1− z2)

−7 = −1,

z21(1− z1)
−1z22(1− z2)

−1 = 1,
⇐⇒

{
z51z

9
2 + (1− z2)

7 = 0,

z21z
2
2 − (1− z1)(1− z2) = 0

(14)

で与えられる. 方程式 (14)を g(z) = 0と解釈し, 写像 g : C2 → C2は次で定義する.

g1(z) = z51z
9
2 + (1− z2)

7

g2(z) = z21z
2
2 − (1− z1)(1− z2).

この方程式に対して, Krawczykの方法を適用することを考える. まず, 複素写像を簡単
な変換により実変数の写像と同一視する. いまn変数の複素ベクトル z ∈ Cnが次のよ
うな構造をしていると仮定する.

zi = (x2i−1, x2i) , i = 1, 2, . . . , n. (15)



これにより複素写像 gは f : R4 → R4と同一視できる. そして複素数 z = (zre, zim)と
w = (wre, wim)に対して, 四則演算を次のように定義する.

z + w := (zre + wre, zim + wim) ,

z − w := (zre − wre, zim − wim) ,

z · w := (zrewre − zimwim, zrewim + zimwre) ,

z

w
:=

(
zrewre + zimwim

w2
re + w2

im

,
zimwre − zrewim

w2
re + w2

im

)
.

ここでの+,−, ·, /を自動微分の演算に置き換えることで, 写像 fに対する Jacobianも
計算できる. すなわち, 式 (15)を次のように Ĩ = idC→R(Z̃)あるいは Z̃ = idR→C(Ĩ)と書
くとすると, 複素写像 gの各演算を自動微分と複素数演算で置き換えることで, gの区
間拡張が G̃ : IFn×((m+1)×2) → IFn×((m+1)×2)で定義できる. これにより写像 fの自動微
分による結果 F̃ (X̃)は次のように表現できる.

F̃ (X̃) = idC→R

(
G̃
(
idR→C

(
X̃
)))

.

従って, 前述のとおり F̃ (Ĩ)の2列目から最終列までが求める区間拡張F ′
[ ](I)である.

6.1. 検証例

g(z) = 0の近似解を

z̃ =

[
0.1295310113154524 + 0.3730313363875791i

4.6374476446382840 + 1.6871823157824217i

]

とする. 4節で紹介したKrawczykの方法の候補者区間Iは

I =


[0.1295310113154227, 0.1295310113154820]

[0.3730313363875496, 0.3730313363876089]

[4.6374476446382538, 4.6374476446383142]

[1.6871823157823886, 1.6871823157824481]


となり,

K[ ](I) =


[0.1295310113154520, 0.1295310113154527]

[0.3730313363875788, 0.3730313363875796]

[4.6374476446382680, 4.6374476446382999]

[1.6871823157824033, 1.6871823157824335]

 .

従って, 区間 I内での解の存在条件K[ ](I) ⊂ int(I)が成立し, (14) の真の解を含む区
間ベクトルが得られた.
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