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Basic Knowledge of Mathematical Theories of Analytical
Chemistry―Mathematical Background of NMR Fundamen-
tals.

数式・数学キーワード

複素数，積分，指数関数，三角関数，フーリエ変換，微

分方程式，ベクトル，内積，外積
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数式で理解する分析化学

NMR 現象を基礎から振り返る

浅 野 敦 志

1 は じ め に

単純な NMR スペクトルはすでに，ルーチン的に自動

測定できるようになっているが，NMR 現象の基礎的事

柄について漠然とではなく，数式から再認識すること

は，より高度なスペクトルを観測するために重要であり

有意義なことである。本講座では，NMR 共鳴，パルス

法，フーリエ変換，ブロッホ（Bloch）方程式，緩和，

核オーバーハウザー効果（nuclear Overhauser effect,

NOE）について数式を
ひも

紐解きながら解説する。また，

NOE に関連して 13C NMR 法の定量性についても言及

する。

2 共鳴とパルス

核磁気モーメントをもつ原子核は，静磁場中では複数

のエネルギー準位に分裂した集団としてみなされる（熱

平衡状態）。その準位差間のエネルギーと等しい電磁波

を照射することにより，低いエネルギー状態の原子核が

高いエネルギー状態へと遷移する（励起状態）。このと

きのエネルギー吸収量を観測するのが NMR 分光法であ

る。核磁気モーメントは，核スピン量子数（単に核スピ

ンという）に比例するため，静磁場（B）と核磁気モー

メント（m）の相互作用からなるエネルギー（E，スカ

ラー）もまた，核スピン（I, |I|＝I）に比例する。

E ＝－ m･B ＝－ gI･B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .( 1 )

ここで g は核種で決まる比例定数（磁気回転比），は

プランク定数 h の 1/2 p 倍。静磁場 B と核スピン I は

ベクトル量であるので，式( 1 )の積は内積となる。静

磁場（磁束密度を B0 とする）は超伝導磁石を用いるの

が一般的であり，＋z 軸方向が磁場の順方向となる。つ

まり，要素表記にすれば B＝(0, 0, B0）と書け，式( 1 )

の内積は B と I の z 軸成分同士の積となる。I の z 軸成

分（Iz）は，磁気量子数（m＝－I, －I＋1, …, I－1, I）

の異なる（2I＋1）個だけ存在するので，式( 1 )は

E ＝－ gI･B ＝－ g･(Ix Iy Iz)･






0

0

B0






＝－ gmB0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .( 2 )

と書ける。1H 核や 13C 核のような I＝1/2 の核種の場合

には，m＝－1/2 と 1/2 の 2 種類のエネルギー状態が存

在する。一般に，静磁場と同じ方向に配向する核スピン

を Ia＝1/2，逆方向に配向する核スピンを Ib＝－1/2 と

表記している。a 状態のエネルギー（Ea）は，b 状態の

エネルギー（Eb）より若干低い。エネルギー準位間の

エネルギー差（DE＝Eb－Ea）は，

DE ＝－ g(－ 1
2 )B0 －(－ g

1
2

B0)＝ gB0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .( 3 )

となる。このエネルギー差 DE に等しい電磁波（hn0）

を照射すると共鳴が起きる。すなわち，次式( 4 )で示

される NMR 現象の共鳴条件が得られる。

gB0 ＝ hn0

gB0 ＝ 2pn0 ＝ v0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .( 4 )

ここで n0 は静磁場 B0 における共鳴周波数（または共鳴

振動数，s－1＝Hz），v0(rad s－1）は共鳴角速度である。

現在 NMR 測定に利用されている一般的な静磁場の強さ

｛9～23 テスラ（T）｝では，1H 核の共鳴周波数はラジ

オ波と呼ばれる領域をすでに超えている（400 MHz～1

GHz）が，NMR 分光法では慣例でラジオ波と呼ぶ（1H

の g は 2.67522×108 rad s－1 T－1 なので，11.75 T の静

磁場では n0＝500×106 s－1＝500 MHz）。低周波数核種

ではラジオ波領域（10～300 MHz）の範囲となり，照

射される電磁波はラジオ波である。

さて，式( 4 )の共鳴条件を達成するためには，磁場
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図 1 (a)：パルスの模式図（右側はオシロスコープ上で見え

るパルスの模式図），(b)：パルスをフーリエ変換し，周

波数軸でプロットしたパルスの周波数特性（縦の点線は

5 ms のパルスの強度（50 kHz）を表し，横の点線はそ

の時の励起効率（0.9）を表す）

1 化学シフト（d）差が 5000 Hz の時，

d ＝
5000 Hz
500 MHz

＝ 10 × 10－6 ＝ 10 ppm

となり，1 ppm は 500 Hz に相当する。
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の強さ B または周波数 n を変化させる必要がある。

NMR 法が要求する磁束密度の空間的，時間的誤差

（10－8～10－9 T 程度）は，超伝導磁石のみでは達成でき

ないので，NMR 装置ではロック（磁場の時間変動を修

正）やシム（磁場の空間変動を均一化）といった，装置

上の工夫を施して達成している。したがって，高精度の

磁場安定性を要求する高分解能 NMR 実験では，磁場 B

を掃引する方法ではなく，周波数 n を掃引する方法

（continuous wave, CW 法）が適している。しかし，実

際には周波数を掃引してはいない。現在では，パルス法

という電磁波を矩形的に短時間照射する方法によって，

全観測幅が一気に共鳴条件となるような実験を行ってい

る。初期の NMR 実験では，ラジオ波の周波数を掃引し

ていたが，現在ではパルス法とフーリエ変換法を組み合

わせた手法が確立されている。ではなぜパルスを照射す

ることで，全観測域を式( 4 )の状態にできるのか？

パルスの周波数成分を考えてみることにする。

短時間（ns オーダー）に電磁波を ON, OFF すると，

電磁波は矩形型（パルス波）で出力（照射）される｛図

1(a)｝。1H の化学シフトは，B0＝11.75 T の静磁場であ

れば約 10 ppm＝5000 Hz の範囲に現れるので1，この

範囲をパルス法で一度に励起できれば良い。パルス法

を，鐘を鳴らした時に聞こえる音に例えて考えてみよ

う。鐘が観測対象であり，鐘を鳴らす行為がパルス照

射，聞こえる音が応答である。鐘を鳴らすと空気が振動

し，音が時間とともに空間を伝わる。つまり，横軸を時

間にすれば，一定の振動数で揺れる信号となる。音は時

間とともに弱くなるので，各々の振動数で揺れる信号は

時間経過とともに減衰する（時間軸の信号，自由誘導減

衰：free induction decay, FID）。鐘の音色は，数種類の

振動数の音の和から成り立っており，金属の成分等に依

存する。鐘を鳴らす行為は，そのすべての信号（和音）

を一度に励起したことと同じである。絶対音感のある人

は，和音中の音を区別することが可能だろう。つまり，

時間軸の合成波を複数の異なる周波数（異なる音）とし

て認識できる。これは，人間の脳が時間軸から周波数軸

へ変換（フーリエ変換）しているためである。

さて，図 1(a)のように，n0 MHz の電磁波を tp ns だ

けパルス照射したとする。このときのパルスは次式

( 5 )で与えられる。

f(t) ＝ B1e 2pin0t ＝ B1(cos 2pn0t ＋ i sin 2pn0t)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .( 5 )

ただし，－tp/2  t  tp/2 と考える。それ以外の時間で

は f(t)＝0 である。負の時間は存在しないが，便宜上，

パルスの中間地点を起点としてある。電磁波は実数部で

cos 波，虚数部で sin 波を含む。B1 はパルスの磁場強度

であり，NMR 信号を励起するために必要な強度であ

る。照射している電磁波は単一の n0 MHz で振動してい

るが，パルス状にすることで，電磁波の周波数成分は単

一ではなくなる。ただし，その周波数成分全てが磁場強

度 B1 を持つわけではなく，n0 MHz の周波数のみが磁

場強度 B1 を持ち，その他の周波数は B1 より磁場強度

が弱くなる。これを証明するためには，フーリエ変換の

知識が必要となる。

フーリエ変換の詳細は成書に任せることにして1)，こ

こでは定義だけ提示し，数式を解くことに主眼をおく。

式( 6 )がフーリエ変換の定義であり，時間の関数 f(t）

が周波数（時間の逆数）の関数 F(n）に変換される。

F(n) ＝f
∞

－∞

f(t)e－2pintdt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .( 6 )

式( 6 )に式( 5 )を代入すると，

F(n) ＝ B1f
tp/2

－tp/2
e 2pi(n0 － n)tdt ＝ B1[ e 2pi(n0 － n)t

2pi(n0 － n)]
tp/2

－tp/2

＝
B1

2pi(n0 － n)
{e2pi(n0 － n)tp/2－e－2pi(n0－n)tp/2}

＝
B1

2pi(n0 － n)
× 2i sin (2p(n0 － n)

tp
2 )

＝ B1tp
sin (p(n0 － n)tp)

p(n0 － n)tp
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .( 7 )
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図 2 (a)：x 軸方向に B1 の強さのラジオ波を照射したときの

回転座標系における巨視的磁化 M の倒れる方向（赤矢

印）と倒れた角度 u，(b)：外積（M×B）の定義｛ベク

トル M と B の外積により（右ねじ（右回転）方向：M
から B へ青矢印で回転する方向）生ずるトルクの方向

と M の回転方向（赤矢印）を示している｝

2 t の範囲を 0ttp とすると，

F(n) ＝ B1f
tp

0

e2pi(n0 － n)tdt ＝ B1

2pi(n0 － n)

× {e2pi(n0 － n)tp － 1} ＝
B1 sin (p(n0－n)tp)

p(n0－n)
× e－ip(n0 － n)tp

となり，sinc 関数がさらに指数関数で振動する。
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となる2。ここで B1tp はパルスの面積を表し｛図 1

(a)｝，照射したパルスの全パワー（磁化を100 ％ 励起

できるパワー）である。また，式( 7 )の sin x/x の形を

した関数を sinc 関数と呼ぶ。

図 1(b)に式( 7 )を図示した。sinc 関数は n0 を中心と

した偶関数であり振動しながら減衰する。パルス状にラ

ジオ波を照射すると，図 1(b)に示したように n0 の単一

周波数ではなく，中心周波数（n0）から広範囲にある程

度の強度の周波数成分が存在する。sinc 関数の値が最

初に 0 に到達する周波数が 1/tp Hz であり，tp が短いほ

ど広く有効な周波数成分が存在する。つまり，化学シフ

トで共鳴周波数が中心周波数からずれていても，1 回の

パルス実験によりすべての NMR 信号を共鳴させること

が可能である。ただし，共鳴させるために必要な強度を

持つ周波数成分は，中心周波数から限られた範囲内であ

る。例えば 10 ns のパルス長では，観測中心から 2.5

kHz 離れても 99.9 ％ の磁化を励起できるが，5 kHz 離

れた位置のピーク強度は 99.6 ％ となる。静磁場の強さ

が B0＝11.75 T の場合，1H の化学シフトは約 10 ppm＝

5 kHz の範囲（観測中心から ±2.5 kHz）なので，1H

の NMR 信号は 10 ns のパルス長でほぼ完全に励起され

ることが理解できるだろう。

直感的にイメージしやすくするため，NMR 信号の共

鳴現象は巨視的磁化（M）と呼ばれるベクトルモデルを

用いて説明されることが多い｛図 2(a)｝。式( 4 )の共鳴

条件を満たすということは，静磁場方向（＋z 方向）を

向いている M が，xy 平面へ倒れることと同義と解釈さ

れる。つまり，共鳴条件が達成されると M は円運動し

て 90°倒れる（このとき照射したパルスを 90°パルスと

いう）。M が回転する角度 u は，角速度 v1 とパルス照

射時間 tp により，

u ＝ v1tp ＝ 2pn1tp ＝ gB1tp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .( 8 )

となる｛図 2(a)，磁化の運動に関しての詳細は次項参

照｝。

ラジオ波を tp 時間照射して磁化 M が 90°倒れた場

合，式( 8 )に u＝p/2 を代入して整理すると n1＝1/4tp
になる。例えば，90°パルスの長さが 5 ns の場合には，

n1＝1/(4×5×10－6) ＝ 50×103 s－1＝50 kHz となる

｛すなわち，n1(kHz)＝250/tp(ns）の関係となる｝。こ

の値は，中心周波数から励起効率が 90 ％ となる周波数

との差を表している｛図 1(b)の点線と青色の曲線の交

点｝。つまり，式( 7 )の sinc 関数部分に n0－n＝50 kHz

と tp＝5×10－6 s を代入した場合，

sin (p(n0 － n)tp)
p(n0 － n)tp

＝
sin (p × 50 × 103 × 5 × 10－6)

p × 50 × 103 × 5 × 10－6
＝

sin p/4
p/4

＝
1
2

×
4
p

＝
2 2

p
 0.9 . . . . . . . . . . . . . . .( 9 )

と求められるのである。このことは，5 ns の 90°パル

スは，中心周波数から±50 kHz の範囲を 90 ％ 以上の

効率で磁化を励起できるという意味を表す。実際には，

99.9 ％ 程度の励起効率となる範囲までを観測幅に設定

するが，照射ラジオ波の強さとして，式( 8 )から求め

られる n1 値を記述したり述べたりする。つまり，どの

ぐらいのパワーでラジオ波を照射したのか？ という質

問に対して，「50 kHz のパワー（＝90°パルスの長さが

5 ns となるパワー）」などと答える。

3 シグナルの形：フーリエ変換法とブロッホ

方程式

パルスにより励起された磁化は，時間とともに元の熱

平衡状態に戻る。パルス NMR 法による信号観測では，

パルスにより xy 平面に倒された磁化の時間変化を電気

信号として捉える。この時間変化は，磁化が指数関数的

に減衰していく過程（FID）であり，熱平衡状態に戻る

過程とは異なる。巨視的磁化として位相がそろった磁化

の核スピン同士の位相の乱れが主原因であり，T2 緩和

と呼ばれる。一方，熱平衡状態に戻る過程は T1 緩和と

呼ばれる。熱平衡状態において xy 平面上に磁化が存在

することはないから，必ず T1T2 が成り立つ。

パルス NMR 法により観測される FID 信号は，指数

関数的に T2 緩和していく磁化である。さらに，化学シ

フト（nCS＝n0＋Dn）により中心周波数からずれた FID

信号は，そのずれた分（Dn）振動する（n0 で座標が回
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図 3 (a)：Dn＝(nCS－n0）で振動する FID をフーリエ変換し

て得られる実数部のスペクトル，(b)：虚数部｛Dn だけ

offresonance にピークが観測される（NMR の横軸は

右側が低周波数｝，(c)：Bloch 方程式から得られた My

の onresonance (v＝v0）の信号，(d)：は虚数部 Mx

を表す（ただし，T2＝1 s とした）
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転する回転座標系で観測）。したがって，次式(10)で表

される関数の FID 信号 f(t）が観測される（ y 軸方向か

ら観測）。

f(t) ＝ M･cos (2pDnt)･e－t/T2 . . . . . . . . . . . . . . . . .(10)

式( 6 )のフーリエ変換を行えば，周波数軸の NMR 信

号｛スペクトル，式(11)｝となる。

F(n) ＝ M･f
∞

－∞

cos (2pDnt)･e－t/T2･e－2pint dt

＝
M
2f

∞

0
e－ {1＋2pi(n－Dn)T2/T2}t dt

＋
M
2f

∞

0
e－ {1＋2pi(n＋Dn)T2/T2}tdt

＝
0.5MT2

1 ＋ 4p2(n － Dn)2T 2
2

－ i
0.5M･2p(n －Dn)T 2

2

1 ＋ 4p2(n － Dn)2T 2
2

＋
0.5MT2

1 ＋ 4p2(n ＋ Dn)2T 2
2 )

－ i
0.5M･2p(n ＋ Dn)T 2

2

1 ＋ 4p2(n ＋ Dn)2T 2
2

. . . . . . . . . . .(11)

ここで，フーリエ変換の時間 t の区間が －∞から 0 の

間は磁化が存在しないため，f(t)＝0 である。実数部の

関数形 1/(1＋n 2）は吸収波形であり｛図 3(a, c)｝，虚

数部の n/(1＋n 2）は分散波形である｛図 3(b, d)｝。す

なわち，式(11)は n＝±Dn の位置に二つのピークが存

在する式となっている。観測している我々が目にするの

は実数部であるが，パルスを照射して FID 信号を受信

しフーリエ変換をすれば，強度が 0.5 M の二つのピー

クが出現することを式(11)は物語っている。しかし，

実際にパソコン画面に現れるピークは一つである。なぜ

か？ 実は，どちらかがフーリエ変換で現れる偽ピーク

だからであり，実際の処理では偽ピークを除去している

からである。では，どのようにして除去しているのだろ

うか？

NMR 現象をベクトルモデルで説明する場合，±Dn

の位置に観測される二つのピークは，y 軸方向に倒され

た巨視的磁化の xy 平面上の回転方向の違いとして説明

される。したがって，x 軸から観測される sin 波の 1 周

期の位相から右回転か左回転かは判断できる。ここで

sin 波の FID 信号をフーリエ変換してみると，

F(n) ＝ M･f
∞

－∞

sin (2pDnt)･e－t/T2･e－2pint dt

＝ i･[－ 0.5MT2

1 ＋ 4p2(n － Dn)2T 2
2

＋ i
0.5M･2p(n －Dn)T 2

2

1 ＋ 4p2(n － Dn)2T 2
2

＋
0.5MT2

1 ＋ 4p2(n ＋ Dn)2T 2
2 )

－ i
0.5M･2p(n ＋ Dn)T 2

2

1 ＋ 4p2(n ＋ Dn)2T 2
2 ] . . . . . . . . . .(12)

となる。式(12)は，正負の強度で ±Dn の位置に二つの

ピークが出現することを示している。偽ピークが負の強

度となるので，cos 波のフーリエ変換と sin 波のフーリ

エ変換との和を求めると，偽ピークは 0 に，本来の

ピークは強度 M となって 1 本のピークとなる。sin 波

のフーリエ変換の場合には，cos 波に対して虚数部（虚

数は観測できないので90°位相がずれている信号を虚数

部とする）を実際のピーク波形とする。つまり，式(11)

と式(12)の［ ］内の和を求めて式(13)を得る。

F(n) ＝
T2

1 ＋ 4p2(n ＋ Dn)2T 2
2

M

－ i
2p(n ＋ Dn)T 2

2

1 ＋ 4p2(n ＋ Dn)2T 2
2

M . . . . . . . .(13)

式(13)の実数部の関数形は，一般にローレンツ曲線と

呼ばれる｛図 3(a)｝。

次に，この関数形と Bloch 方程式から得られる NMR

信号の形が同じであることを証明しよう。Bloch 方程式

は，ベクトルモデルを用いた場合の磁化の運動を表した

古典的な運動方程式であり，周波数掃引により得られる

NMR 信号を与える。式(14)に示したように，巨視的磁

化ベクトル M と磁場 B との運動（dM/dt）は外積で表

される（記述を簡略化するため M(t）を M とした）。

式(14)の外積は，磁化 M が磁場 B から受けるトルク

（力）とその方向を表し｛図 2(b)｝，M を B の方向へ右

回転した場合の右ねじの進行方向に M が力を受けて，
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3 M × B ＝ (Mx My Mz) × (Bx By Bz)

＝(
Mx

Bx


My

By


Mz

Bz


Mx

Bx )
として，（i, j, k）の各成分は，赤矢印の積から青矢印の積

を引いた値を，真ん中，3 番目，最初と並べた順となる。

つまり，i 要素は MyBz－MzBy，j 要素は MzBx－MxBz，k
要素は MxBy－MyBx となる。
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倒れることを意味する。B から見ると M はB の順方向

に対して左回転して xy 平面に倒れる（図 2）。

d
dt

M ＝ g・M × B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(14)

この式中の磁場 B は，静磁場 B0 とラジオ波磁場 B1 の

両方の和であるが，図 2(a)の状態を考えるために回転

座標系に変換する。角速度 v0 で回転する回転座標系に

変換することで，磁化に対する静磁場の影響を考慮せず

に済む。実験室座標系の式(14)は，v を回転ベクトル

とすれば，回転座標系上の磁化の運動（&M/&t）と回転

運動（v×M）の和として表せる。したがって，回転座

標系上の磁化の運動 &M/&t は

&
&t

M ＝
d
dt

M － v × M ＝ g･M ×(B ＋
v
g )

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(15)

となる。実際は，磁化は熱平衡状態へ戻るので，緩和項

を考慮する必要がある。T1 緩和と T2 緩和を考慮する

と式(15)は，

&
&t

M ＝ g･M ×(B ＋
v
g )

－
Mxi ＋ Myj

T2
－

(Mz － M0)k
T1

. . . . . . . .(16)

となる。ここで i, j, k は単位方向ベクトル。式(16)を

デカルト座標の各 x, y, z 成分に分けて記述してみると3，

&
&t

Mx ＝ g･(MyBz － MzBy) ＋ (Myvz － Mzvy)

－
Mx

T2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(17)

&
&t

My ＝ g･(MzBx － MxBz) ＋ (Mzvx － Mxvz)

－
My

T2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(18)

&
&t

Mz ＝ g･(MxBy － MyBx) ＋ (Mxvy － Myvx)

－
(Mz－M0)

T1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(19)

となる。今，x 軸方向からラジオ波を照射したとすると，

g＞0 で，gBz＝gB0＝－v0, gBx ＝ gB1＝－v1, By＝0，回

転ベクトル v の成分は z 軸回りの回転のみなので，vx

＝ vy ＝ 0，vz ＝ v と置ける（符号は回転方向を表し，

マイナスは左回転。例えば図 2(a)のように，B1 を x 方

向の正方向へ照射した場合，磁化は y 方向の正方向に倒

れるので，B1 から見ると左回転する）。式(17)～(19)は，

&
&t

Mx ＝ (v － v0)My －
Mx

T2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .(20)

&
&t

My ＝－ (v － v0)Mx － v1Mz －
My

T2

. . . . . . .(21)

&
&t

Mz ＝ v1My －
(Mz － M0)

T1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .(22)

と書き直される。観測されるスペクトル（磁化）は，式

(20)～(22)をそれぞれ 0 と置いたとき（定常状態，t＝

∞ のとき）の解である。式(20)～(22)より My（実数部）

を求めると，

My＝
－v1T2

1 ＋ (v － v0)2T 2
2 ＋ v 2

1 T1T2
M0

. . . . . .(23)

となる。掃引するラジオ波の強度は，強すぎると磁化が

飽和してしまい 0 となる。強すぎない条件は v 2
1 T1T2

≪1 であり，したがって式(23)は

My ＝
－ v1T2

1 ＋ (v － v0)2T 2
2

M0

＝
T2

1 ＋ (v － v0)2T 2
2

gB1M0

＝
T2

1 ＋4p2 (n － n0)2T 2
2

gB1M0
. . . . . . . . . . . . .(24)

となる。この式は中心周波数上（onresonance, v＝v0）

で観測される信号を表しているが｛図 3(c)｝，信号の形

は式(13)の実数部と同じである。このことは，パルス

NMR 法で観測されるスペクトルは，Bloch 方程式が想

定している CW 法と同じスペクトルの形状を与えるこ

とを示している。

4 緩和と NOE

z 軸方向の磁化｛Mz(t ) ≡ Mz｝の時間変化は，熱平

衡状態の磁化 M0 と励起して t 秒経った後の z 軸方向の

磁化 Mz(t）との差に比例する（図 4）。z 軸方向の磁化

の運動だけに注目すれば，

d
dt

Mz ＝－
(Mz－M0)

T1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(25)

となる。式(25)は容易に解け，

Mz ＝ M0＋l･e－t/T1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(26)

となる。ここで l は初期条件（実験条件）から定まる

定数である。inversionrecovery 法（反転回復法，180°

t90°パルス）で T1 の測定を行ったとすると，初期条
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図 4 磁化 Mz が時間 t で熱平衡状態に戻る様子を模式的に示

した図（左）と，熱平衡値 M0 と磁化 Mz との差を時間 t
に対してプロットした図（右）

図 5 (a)：2 スピン系（1H と 13C）のスピン状態（占有数は

線の太さで模式的に表している）と遷移確率 W の模式

図，(b)：1H ラジオ波照射で 1H スピンの占有数差を 0
にする様子，(c)：分子運動が速い時の 1H ラジオ波照射

で生じる占有数の様子（1H スピンの占有数差（ ）

は 0 となり，13C の占有数の差（ ）が大きくなる）
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件（t＝0）は Mz(0)＝－M0 であるから l＝－2M0 とな

り，Mz は

Mz ＝ M0･(1 － 2e－t/T1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(27)

と求まる。

さて，式(25)は 1H の場合には成立する（ここでは強

い同種核間の相互作用は考えない）が，13C の場合はど

うだろうか？ 1H から見た場合には 13C は 1％しか存

在しないので，99 ％ が 1H12C 結合となり 1H13C 結合

は無視できる。一方，13C から見ると，1H の天然存在

比がほぼ 100 ％ であるため 13C1H の結合は 100 ％ 存

在する。したがって 13C の NMR 緩和は異種核（13C と

1H）の 2 スピン系として考える必要がある。2 スピン系

のエネルギー準位は，I＝1/2 の核種の場合，一つのス

ピンが m＝－1/2 と 1/2 の 2 種類のエネルギー状態と

して存在するので，4 種類のエネルギー準位が存在する

｛図5(a)｝。
13C 磁化 MC の緩和は，b 状態から a 状態に緩和する

1 量子遷移 W1C が通常起こる過程となるが，全体とし

てみると 1 量子遷移である W1C（二つ存在），2 量子遷

移である W2, 0 量子遷移である W0 の 3 種類の遷移に

よって b 状態から a 状態に緩和する。また，2 量子遷移

の W2 と 0 量子遷移の W0 は 1H スピンも反転してしま

う。特に W0 は，1H スピンから見ると 13C スピンが b

状態から a 状態に戻るとき，逆に a 状態から b 状態に

なる。したがって 13C 磁化の静磁場方向への緩和は，熱

平衡状態（MC0）からのずれ（MC－MC0）に対して rC

＝W0＋2W1C＋W2＝1/T1C が係数として働き，1H 磁化

の平衡値 MH0 からのずれ（MH－MH0）に対しては交差

緩和項 sCH＝W2－W0 が係数として働く（ここで sCH は

1H スピンから 13C スピンへの交差緩和を表す）。した

がって，13C スピンのトータルとしての 13C 磁化の時間

変化は，

dMC

dt
＝－ rC(MC － MC0) － sCH(MH － MH0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(28)

となる。1H 磁化の時間変化に対しても同様に次式(29)

が得られる。

dMH

dt
＝ － rH(MH － MH0) － sHC(MC － MC0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(29)

通常，天然存在比を考慮して 13C から 1H への交差緩和

項を sHC＝0 とすることが多い｛つまり式(25)と同じ｝。

今，1H 核にラジオ波照射（1H デカップリング）をし

て，13C 信号を測定する場合を考えよう。t＝0 で 1H を

ラジオ波照射し，13C 信号の取得中と待ち時間の間照射

し続けるとすると｛通常の 13C{1H｝実験，図 5(b)｝，
1H 磁化は時間に関係なく a と b の占有数に差が無くな

り｛飽和，図 5(c)｝，MH(t)＝MH(0)＝0 が成り立つ。

このような状態になると，13C の a と b の占有数は逆に

増大｛図 5(c)｝し，13C 磁化の強度は大きくなる。この

13C 磁化の増大について調べてみよう。13C の定常状態

（t＝∞, dMC/dt＝0 が成り立つ）の磁化を解いてみる。

式(28)に MH(t)＝0 を代入して dMC/dt＝0 とおくと，

dMC

dt
＝ － rC(MC － MC0) ＋ sCHMH0 ＝ 0

rC(MC － MC0) ＝ sCHMH0 ＝ sCHMC0
gH

gC

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(30)

となる。したがって MC は
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4 (D ＋ rC)MC ＝ rC(1 ＋ h)MC0 の一般解は，右辺（g(t）と

する）を 0 と置いた時の解（余関数）と，g(t）と余関数

との関係から求められる特解の和である。(D ＋ rC)MC ＝

0 の余関数は MC ＝ l･e－rC･t。特解（ fp）は余関数の指数部

を用いて，fp ＝ e－rC･t∫(e rC･tg(t))dt となる。
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MC ＝ MC0 ＋
sCH

rC
MH0 ＝ MC0(1 ＋

sCH

rC

gH

gC)
＝ MC0(1＋h) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(31)

となり，元の MC0 の（1＋h）倍になることがわかる。1

＋h を NOE と言う。

スピン状態間の遷移確率 W は，スペクトル密度関数

J(v）により記述されるが，J(v）が単一の回転相関時

間（t）で規定される場合2)，NOE は

NOE ＝ 1 ＋h ＝ 1 ＋
gH

gC [{
6t

1 ＋ (vH ＋ vC)2t2

－
t

1 ＋ (vH － vC)2t2 }/

{ t
1 ＋ (vH － vC)2t2

＋
3t

1 ＋ v 2
C t2

＋
6t

1 ＋ (vH ＋ vC)2t2 }] . . . . . . . . . . . .(32)

と書き表される。通常，溶液中の分子運動は非常に速

く，(vH＋vC)t≪1 が成り立つので，式(32)から，

NOE ＝ 1 ＋h ＝ 1 ＋
1
2

gH

gC

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .(33)

となる。13C と 1H の g 値から（gH/gC＝3.977），分子運

動が非常に速い場合には NOE は2.988と求められる

｛図 5(c)の状態｝。したがって，13C{1H｝実験では 13C

の強度が最大約 3 倍増大する。逆に分子運動が非常に

遅い場合（vCt≫1）には，R＝gH/gC＝vH/vC とおいて

式(32)を変形すると，

NOE ＝ 1 ＋h ＝ 1 ＋ R

×[ 6(R － 1)2 － (R ＋ 1)2

(R ＋ 1)2 ＋ 3(R － 1)2(R ＋ 1)2 ＋ 6(R － 1)2]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(34)

と置け，R＝3.977 を代入して NOE は 1.153 と求めら

れる。以上のことより 13C{1H} 実験では，13C の信号

強度は分子運動の速さに応じて 1.153～2.988 倍の間で

増大することになる。

さて，13C{1H} 実験で inversionrecovery 法を用い

て T1 の測定を行った場合の 13C 磁化の時間変化を考え

てみよう。式(28)と(30)から，

dMC

dt
＝ － rC(MC － MC0) ＋ rC･h･MC0

. . . . . . .(35)

となる。d/dt＝D と置いて演算子法を用いると式(35)は，

(D ＋ rC)MC ＝ rC(1 ＋ h)MC0
. . . . . . . . . . . . . . . .(36)

と変形される。式(36)の一般解は4，

MC ＝ l･e－rC･t ＋ MC0(1 ＋ h) . . . . . . . . . . . . . . . . .(37)

である。ここで l は初期条件により求まる定数。13C

{1H} 実験における 180°パルス直後の 13C 磁化の初期値

MC(0）は，NOE により磁化が増大し，MC(0)＝－(1＋

h)MC0 となるので，式(37)は

MC ＝ (1 ＋ h)MC0 － 2MC0(1 ＋ h)e－rCt

＝ (1 ＋ h)MC0･(1 － 2･e－t/T1C) . . . . . . . . . .(38)

となる。この式は式(27)と同じであるが，NOE の分だ

け磁化の強度が増大する。

NMR は定量性にも優れているが，定量性を議論する

ためには，磁化は励起後，熱平衡状態に戻る必要があ

る。熱平衡状態に戻るためには，次のパルスを照射する

までの待ち時間（pulse delay）を最低でも 5T1 以上に

設定する。待ち時間を 5T1 に設定した場合，磁化は

99.32 ％ まで回復する｛式(26)で 90°パルスの場合 l＝

－1 となり，t＝5T1 を代入。式(27)では 98.65 ％｝。よ

り精度を要求する定量 NMR の場合には，T1 の 7～10

倍の待ち時間（磁化の回復率は t＝7T1 で 99.90 ％, t＝

10T1 で 99.99 ％）を必要とする。しかし，13C{1H} 実

験では NOE の効果が官能基ごとに異なることから，通

常の 13C NMR スペクトルでは定量性の議論は困難であ

る。そのため，13C NMR 法で定量性を持たせるために，

FID の取り込みの時間（tacq）だけ 1H ラジオ波照射を

行い，待ち時間では行わないという実験を行う（ in-

verse gated 1H decoupling 法，図 6 中のパルスプログラ

ム参照）。この場合，13C1H のスピン結合によるピーク

分裂を回避し，NOE による磁化の増大をなくすること

ができる（待ち時間に照射することで NOE が発生する

ため）。そのため，13C スピン数に比例したピーク強度

で観測される。しかし，FID 取り込み時間（tacq）が長

い場合，1H ラジオ波照射により NOE が生じてしま

い，定量性が損なわれることがある3)4)。特に，45°パ

ルスなどの短いパルスの場合，5T1 より短い時間の待ち

時間でも大丈夫だと考えて実験をすると，実際には

NOE の効果を無視できない場合もある5)。

ポリオレフィンを inverse gated 1H decoupling 法で観

測したときの，13C 磁化強度の待ち時間依存性を見てみ

よう。図 6 に，実測したポリ 4 メチル 1 ペンテン

（P4MP）の CH3 基の 13C ピーク強度の待ち時間依存性

を示した5)。この図からわかるように，励起パルス後の

ピーク強度の待ち時間依存性は，待ち時間が短い時が大

きく，待ち時間を長くすると平衡値に減衰していく。予
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図 6 P4MP 中の CH3 基（T1C＝1.6 s）の 13C ピーク強度の待

ち時間依存性（Inverse gated 1H decoupling シーケン

スにて測定，横軸は Pulse delay)5)。
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想される磁化の待ち時間依存性は飽和回復曲線と同様に

1－e－t/T1 であり，待ち時間が長くなると徐々にピーク

強度が大きくなると考えられるが，実際は逆である。こ

の現象を説明してみよう。

FID 取り込み終了直後を t＝0 とすれば，1H 磁化は飽

和状態となっていることから MH(0)＝0 である。また，

13C から 1H への交差緩和は無視できる（sHC＝0）もの

として，式(29)より MH は，

MH ＝ MH0 － MH0･e－rH･t ＝ MH0･(1－e－rH･t)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(39)

と求められる。式(39)を式(28)に代入すると，

dMC

dt
＝ rC(MC － MC0) － sCH(MH － MH0)

＝－ rCMC ＋ rCMC0(h･e－rH･t ＋ 1) . . . . . .(40)

となる。式(36)同様，演算子法を用いて式(40)を解く

と，

MC ＝ l･e－rC･t ＋ h･MC0･
rC

rC － rH
･e－rH･t ＋ MC0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(41)

となる。ここで l は初期条件により求まる定数である。

FID 取り込み時間（tacq）中に，13C 磁化 MC が T1C によ

り z 軸方向へ戻っていくので，MC(0)の z 軸方向の大き

さ（初期条件）を，MC(0)＝zMC0 と置くこととする。

すると式(41)は，

MC

MC0
＝ 1 －(1 － z)･ e－t/T1C

＋ h･
T1H

T1H － T1C
･(e－t/T1H － e－t/T1C) . . .(42)

と変形される。ただし，rH ＝ 1/T1H, rC＝1/T1C を使っ

て式を変形した。 tacq 中の z 軸の 13C 磁化の回復は式

(26)と同じ形となる。90°パルス直後の z 軸成分は 0 で

あり，tacq 後では NOE の効果を考慮して，z＝(1＋h)－

(1＋h)･exp(－tacq/T1C）となる。45°パルスの場合，パ

ルス直後の z 軸成分は 2 /2･(1＋h)･MC0 なので，z＝

(1＋h)－(2－ 2 )/2･(1＋h)･exp(－tacq/T1C）となる。

図 6 の実験では，90°パルスと 45°パルスの 2 種類の

励起パルスを用いている。実線は，あらかじめ求めた

T1C と T1H，NOE の値を式(42)に代入してシミュレー

ションした結果であり，実測の測定点を良く再現してい

ることがわかる。また，測定点をより細かく設定すれ

ば，この実験から T1C と T1H, NOE を求めることも可

能である。90°パルス実験の理論曲線を二つに分割して

描画してみると，赤色の曲線で示した前半の 1－(1－z)

･e－t/T1C 項は，通常は飽和回復（z＝0）していく 13C 磁

化が，NOE の効果で増大しているため，逆に減衰して

NOE 前の元の平衡値へ近づく様子を示している。ま

た，青色の曲線で示した後半の 3 項目は，13C と 1H の

磁化の緩和時間の差に応じて変化する 13C 磁化の強度変

化を表す。

FID の取り込み後，1H ラジオ波照射を停止すると，

1H 磁化は式(39)に従って熱平衡状態に戻る。したがっ

て，NOE を確実に除去するためには，FID 取り込み

後，次のパルス照射までの時間（pulse delay），最低で

も 5T1H 待つ必要がある。定量性を求めるためには，

13C 磁化も熱平衡状態に戻る必要があるため，実験の繰

り返し時間（recycle delay：1 回の積算にトータルでか

かる時間。図 6 中のパルスシーケンス参照）は少なく

とも 5T1C 以上でなければならない（赤色の曲線）。用

いた P4MP の CH3 基の T1C は 1.6 s，T1H は 1.0 s であ

る。図 6 から，パルス長に関係なく磁化が NOE 前の元

の平衡値に戻るためには，少なくとも 10 T1H 程度待た

ないと，inverse gated 1H decoupling 13C NMR スペク
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トルの場合でも定量性を議論できないと言える5)。一般

に，第 3 項（青色の曲線）が 0 になると平衡値になる

ので，長い方の T1 の 5 倍以上を pulse delay に設定す

ることで，inverse gated 1H decoupling 13C NMR スペク

トルで定量性を議論できる。

5 お わ り に

NMR 共鳴条件，パルス，フーリエ変換，緩和，NOE

と，NMR 法の基礎的な事柄について，数式を紐解きな

がら説明した。普段何気なく設定しているパラメーター

も，このようなバックグラウンドを知ることで理解しな

がら実験できると思う。NMR 法をさらに深く知りたい

方は，「広がる NMR の世界」の最終章に挙げた推薦図

書をご覧いただければと思う6)。この入門講座が，これ

からのより良い NMR スペクトルの測定の一助になるこ

とを願う。
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